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SITZUNG  AM  11.  JANUAR  1892. 

Robert  Bohrend ,  lieber  die  Löslichkeit  von  Doppelverbin- 
dungen.  I. 

Wenn  eine  chemische  Verbindung  in  zwei  Bestandtheile 
zerfällt  und  bei  derselben  Temperatur  aus  diesen  wieder  ent- 
steht ,  so  findet  Gleichgewicht  zwischen  den  beiden  Reactionen 
statt,  wenn  die  Bedingung  Cu  =  C^u^u^  erfüllt  ist,  wo  u  die 
wirksame  Menge  der  Verbindung,  u^  und  ii^  die  wirksamen 
Mengen  der  Bestandtheile,  C  und  C^  die  Geschwindigkeiten  des 
Zerfalls  uod  der  Wiederbildung  der  Verbindung  aus  den  Be- 
standtheiien  bedeuten.  Wenn  ein  fester  Körper  in  zwei  gleich- 
volumige  gasförmige  zerfällt,  so  wird  u  constant  und  wir  erhalten 

Cu 
fttr  den  Gleichgewichtszustand  die  Beziehung  -—=u^u^  =  const. 

Die  Gtlltigkeit  des  Gesetzes  ist  für  diesen  Fall  an  mehreren  Bei- 
spielen nachgewiesen.  Ganz  dasselbe  Gesetz  muss  aber  auch 
bestehen ,  wenn  sich  ein  fester  Körper  bei  der  Lösung  in  zwei 
Moleküle  seiner  Bestandtheile  dissociirt.  Das  Product  der  in 
der  Lösung  befindlichen  wirksamen  Mengen  der  Bestandtheile 
muss  bei  derselben  Temperatur  constant  sein,  gleichviel  welcher 
der  Bestandtheile  im  Ueberschuss  vorhanden  ist.  Vorausgesetzt, 
dass  die  von  van't  Hoff  entdeckte  Anwendbarkeit  der  Gasge- 
setze auf  Lösungen  statthaft  ist,  müssen  die  wirksamen  Mengen 
den  in  der  Volumeinheit  der  Lösung  befindlichen  molekularen 
Mengen  der  Bestandtheile  proportional  sein.  Eine  experimen- 
telle Untersuchung  dieser  Beziehungen  würde  demnach  gleich- 
zeitig einen  weiteren  Prüfstein  für  die  Gültigkeit  des  ya^n't  Hoff- 
schen  Gesetzes  liefern. 

ll»tli.-phyfi.  CluM.  1892.  1 
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Für  eine  solche  Untersuchung  fand  ich  gelegentlich  einer 
gemeinschaftlich  mit  E.  König  durchgeführten  Arbeit  über  die 
Alkylderivate  des  Hydroxylamins  ^j  ein  bequemes  Material. 

Der  bei  M8°  schmelzende  Benzyläther  des  Isoparanitro- 
benzaldoxims  und  der  isomere  bei  406^  schmelzende  Paranitro- 
benzyläther  des  Isobenzaldoxims  vereinigen  sich  im  Yerhältniss 
ihrer  Molekulargewichte  zu  einer  bei  93  —  94^  schmelzenden 
Doppelverbindung. 

Die  Molekulargewichtsbestimmung  der  Doppelverbindung 
ergab  ^),  dass  dieselbe  in  Eisessiglösung  bei  \  6"  ganz  oder  nahe- 
zu vollständig  dissociirt  ist. 

Molekulargewicht  berechnet  Gefunden 

5<2  268.7         282. 

Die  zu  beschreibenden  Versuche  sind  mit  Lösungen  in 
neunzigprocentigem  Alkohol  angestellt.  Eine  directe  Bestimmung 
des  Dissociationsgrades  der  alkoholischen  Lösung  bei  den  Yer- 
Suchstemperaturen  liess  sich  nicht  durchführen,  da  die  für  ähn- 
liche Fälle  geeignete  Methode  von  Will  und  Bredig  bei  dem 
hohen  Molekulargewicht  und  der  geringen  Löslichkeit  der  Ver- 
bindung nicht  hinreichend  genaue  Resultate  liefern  dürfte.  Da 
jedoch  nach  Begkhann^s  Versuchen  Alkohol  in  derselben  Weise 
dissociirend  zu  wirken  pflegt  wie  Eisessig,  und  sich  auch  aus 
den  Löslichkeitsbestimmungen  selbst,  wie  weiter  unten  gezeigt 
werden  wird ,  dasselbe  schliessen  lässt,  so  darf  man  mit  ziem- 
licher Sicherheit  annehmen,  dass  die  Verbindung  auch  unter 
den  eingehaltenen  Versuchsbedingungen  nahezu  vollständig 
dissociirt  war.  Für  die  Temperatur  des  siedenden  Alkohols 
wurde  dies  noch  mit  Hülfe  des  BEGKHA.Nx'schen  Apparates  nach- 
gewiesen. 

Constante  des  absoluten  Alkohols  41.5. 

Alkohol     Substanz       ^.««i'^«,^,       Erhöhung      ^^^^^        ^^l^e.. 

n.5       0.2521  2.19  0.094  268  512 

11.5       0.4991  4.34  0.183  273 

11.5       0.9082  7.90  0.303  299 

Für  die  ersten  Versuchsreihen  (bei  0°)  bin  ich  meinem  frü- 


i)  Annalen  der  Chemie  263,  175  ff. 
2)  a.  a.  0.  S.  S04. 


Ueber  die  Löslichkeit  von  Doppblverbindungen.  I.  3 

heren  Schüler,  Herrn  Dr.  E.  Kömg,  zu  Dank  verpflichtet;  die- 
selben haben  leider  keine  brauchbaren  Resultate  geliefert,  aber 
wenigstens  gezeigt,  dass  man  die  Lösungen  lange  Zeit,  mindestens 
etwa  acht  Tage,  bei  möglichst  constanter  Temperatur  erhalten 
muss,  um  den  endgültigen  Gleichgewichtszustand  abzuwarten. 
Ich  habe  die  Versuche  neuerdings  wieder  aufgenommen  und  in 
folgender  Weise  durchgeführt. 

Die  zu  untersuchenden  Substanzen  wurden  in  gut  ver- 
schliessbaren  Flaschen  in  warmem  neunzigprocentigem  Alkohol 
gelöst  und  zwar  in  solchen  Mengen,  dass  sich  beim  Abkühlen 
der  Lösungen  sehr  bedeutende  Mengen  der  Körper,  mit  denen 
die  Lösung  gesättigt  werden  sollte ,  abschieden.  Die  Flaschen 
wurden  nebst  einem  Thermometer,  das  ^^  zu  schätzen  erlaubte, 
in  einer  Holzkiste  in  Heu  und  Flanell  verpackt  unter  zeitweiligem 
Umschütteln  in  einem  Räume  von  möglichst  gleichmässiger  Tem- 
peratur aufbewahrt.  Nach  Ablauf  einer  geeigneten  Zeit  wurden 
gleichzeitig  je  ca.  45  ccm  der  einzeloen  Lösungen  entnommen, 
in  tarirte  Kölbchen  filtrirt  und  gewogen.  Alle  Gefässe  waren 
durch  längeres  Verweilen  in  demselben  Räume  auf  die  Versuchs- 
temperaturen gebracht. 

Die  Lösungen  wurden  dann  bei  etwa  60°  im  Luftstrome 
verdunstet  und  im  gewogenen  Rückstande  das  Nitrobenzyliso- 
benzaldoxim  im  wesentlichen  nach  der  in  den  Annalen  der 
Chemie  263,  205  angegebenen,  weiter  unten  näher  zu  beschrei- 
benden Methode,  das  Renzylisonitrobenzaldoxim  aus  der  Diffe- 
renz bestimmt. 

Um  den  häufigen  Gebrauch  der  langen  Namen  zu  vermeiden, 
soll  im  Folgenden  das  Renzylisonitrobenzaldoxim  mit  a,  das 
Nitrobenzylisobenzaldoxim  mit  ß,  das  Nitrobenzytisonitrobenz- 
aldoxim  mit  N  bezeichnet  werden. 

Versuchsreihe  A.   ^  =  9.4°. 

In  je  70  cbcm  90  ^  Alkohol  wurden  am  4;  Nov.  gelöst: 

L  9,A  g  a. 

n.  4g/^. 

m.  Je  2.4250  ga  und/;. 
IV.  2.9gaund1.7g/y. 

V.  1.5  g  «und  4.0  g/i?. 

Die  Lösungen  wurden  in  einem  Keller  aufbewahrt,  über 
dessen  Temperatur  die  folgende  Tabelle  Auskunft  giebt. 
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1 

6.  Nov 

.früh    9.8° 

12.  Nov. 

.  früh 

9.4° 

6.     » 

abds.  9.8° 

13. 

» 

» 

9.6° 

7.    » 

früh    9.8° 

U. 

» 

D 

9.6° 

7.     » 

abds.  9.8° 

IB. 

» 

» 

9.8° 

9.     » 

früh    9.4° 

17. 

D 

1» 

10.0° 

10.     » 

.      9.4° 

17. 

» 

abds. 

10.4° 

40.     » 

abds.  9.8° 

18. 

D 

früh 

10.4° 

14.     » 

früh    9.4° 

19. 

» 

9 

10.4° 

Am  11.  November  wurden  in  je  15  ccm  der  fünf  Lösungen 
der  Gesammtgehalt  an  gelöster  Substanz  bestimmt.  Die  Rück- 
stände der  Proben  III,  IV  und  V  wurden  mit  je  20  ccm  neunzig- 
procentigem  Alkohol,  der  zuvor  mit  Nitrobenzylisonitrobenz- 
aldoxim  gesättigt  war,  übergössen,  zu  III  und  IV  je  0.1  g,  zu  V 
0.21  g  Paranitrobenzaldehyd  gefügt,  die  Lösungen  nahezu  zum 
Sieden  gebracht  und  mit  je  4  Tropfen  concentrirter  Salzsäure 
versetzt. 

Das  Nitrobenzylisobenzaldoxim  setzt  sich  unter  diesen  Um- 
ständen mit  dem  Nitrobenzaldehyd  zu  Benzaldehyd  und  Nitro- 
benzylisonitrobenzaldoxim  um. 

C^H^NO^  '  CH^  —  A^—  CH  —  C,//,  +  C^H^NO^COH  = 

0 
C^H^NO^CH^  —  A^—  CH  •  C^H^NO^  +  C^H^COH  . 

0 

Letzterer  Körper  ist  in  Alkohol  fast  unlöslich  und  scheidet 
sich  bereits  in  der  Hitze  zum  grössten  Theile  aus. 

Nach  dem  Erkalten  (ca.  Va — V4  Stunde)  wurde  das  Nitro- 
benzylisonitrobenzaldoxim  auf  einem  W^irr^schen  Filter  abgesaugt, 
mit  ca.  20  ccm  neunzigprocentigem  Alkohol  (ebenfalls  mit  Nitro- 
benzylisonitrobenzaldoxim  gesättigt)  und  dann  mit  etwas  Aether 
gewaschen,  bei  100°  getrocknet  und  gewogen.  Die  Verbindung 
zieht  sich  beim  Absaugen  zu  einem  äusserst  leichten  Filz  zu- 
sammen, der  sich  nach  dem  Trocknen  völlig  zusammenhängend 
vom  Filter  abheben  lässt,  so  dass  man  letzteres  nicht  mit  zu 
wägen  braucht.  Aus  der  Menge  des  Niederschlages  erhält  man 
die  Menge  des  Nitrobenzylisobenzaldoxims  durch  Multiplication 
mit  0.8505. 

Die  Begründung  einer  an  den  gefundenen  Werthen  ange- 
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brachten  unwesentlichen  Correctur  folgt  nach  Mittheilung  der 
Analysen. 

Da  es  sich  im  vorliegenden  Falle  um  Massenwirkungen 
handelt,  so  hätten  eigentlich  die  in  gleichen  Volumen  der  Lösung 
enthaltenen  Mengen  der  gelösten  Stoffe  berechnet  werden  mtlssen ; 
da  aber  bei  den  geringen  in  Frage  kommenden  Goncentrations- 
unierschiedendiespecifischen  Gewichte  der  Lösungen  sehr  wenig 
verschieden  sein  werden,  so  habe  ich  mich  damit  begnügt,  den 
Gehalt  in  400  Gewichtstheilen  der  Lösung  zu  berechnen. 

Lösung  I.     42.75  g  hinterliessen  0.4  479  g  a. 
400  Theile  enthalten  4.46  Theile  a. 


Lösung  IL     4 1 .73  g  hinterliessen  0.2538  g. 
4  00  Theile  enthalten  2.46  Theile  ß. 

Lösung  III.     4 2.67  g  hinterliessen  0.34 50  g 

und  gaben  0.4888  g  N  entsprechend  0.4606  (i 

anstatt  0.4575/^ 
100  Theile  enthalten  2.49  Theile 
400       »  »  4.25  a 

400       »  »  4.25//  a./^  =  4.56. 

Lösung  IV.     4  0.595  g  hinterliessen  0.264  6  g 

und  gaben  0.4585  iV 
entsprechend  0.4348  ß       corrigirt  0.4348. 
400  Theile  enthalten  2.47  Theile 

400       »  »         4.20a     corr.  4.23         a./!/=4.ö2 

400       »  »         4.27/:?        »     4.24  corr.  4.52. 

Lösung  V.     4  4 .885  g  hinterliessen  0.3538  g 

und  gaben  0.3433  N  entsprechend  0.2665  ß 

corr.  0.2645  ß. 
400  Theile  enthalten  2.98  Theile 

400       j>  9         0.74  Th.  a;  corr.  0.75     a-/?=4.65 

400       »  »         2.24    »    ß;      »     2.23    corr.  =  4.67. 

Versuchsreihe  B.     t  =  4  0.4^. 
Am  48.  November  wurden  von  den  Lösungen  wieder  je 
4  5  ccm  entnommen   und  analysirt.    ß  wurde  dieses  Mal  auch 
in  Lösung  II  bestimmt  unter  Zusatz  von  0.25  g  Nitrobenzaldehyd. 
Lösung  I.     42.33  g  hinterliessen  0.4  458  g. 

4  00  Theile  enthalten  4.48  a. 
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Losung  II.     42.30  g  hinterliessen  0.2692  g 

und  gaben  0.3102  N  entsprechend  0.2638  (i 

anstatt  0.2692  [i, 
400  Theile  enthalten  2.49  /^. 

Lösung  III.     4  4 .82  g  hinterHessen  0.3004  g 

und  gaben  0.4  790  N  entsprechend  0.1522  (i 

berechnet  0.4502/!^. 
400  Theile  enthalten  2.54 
400       »  »         4.27  a 

400       »  »         4.27/^  a./?=4.64. 


Lösung  IV.     4  4 .38  g  hinterliessen  0.3004  g 

und  gaben  0.4747  iV  entsprechend  0.4  460  [i 

corr.  0.4  430/^. 
400  Theile  enthalten  2.64  Theile 
4  00       »  »         4.38  Th.a 

400       »  J)         4.26    »    (i  a./t/=4.74. 


Lösung  V.    4  2.34  g  hinterliessen  0.3754  g 

und  gaben  0.3348  .Y  entsprechend  0.2847  fi 

corr.  0.2827  (i. 
100  Theile  enthalten  3.04  Theile 
4  00       »  »         0.75  Th.a 

400       ))  »         2.29    »    ß  a.//=4.72. 


Am  24.  November  wurden  den  Lösungen  noch  je  20  ccm 
neunzigprocentiger  Alkohol  zugesetzt.  Nachdem  bis  zur  völligen 
Lösung  erwärmt  war,  wurden  die  Flaschen  in  einen  Raum  von 
etwas  höherer  Temperatur  gebracht,  die  allerdings  nicht  so 
constant  erhalten  werden  konnte. 


24. 

Nov. 

.  früh  46.8« 

28. 

Nov. 

.  früh 

45.2° 

23. 

w 

y>      45.8° 

30. 

j> 

)) 

4  3.8° 

23. 

» 

abds.  4  5.8° 

4. 

Dec. 

» 

43.6° 

24. 

9 

früh   45.8° 

4. 

» 

abds. 

43.4° 

24. 

9 

abds.  45.8° 

2. 

i) 

früh 

4  4.2° 

25. 

» 

froh   46.0° 

2. 

» 

abds. 

43.6° 

26. 

» 

»      45.8° 

3. 

)) 

früh 

4  4.6° 

27. 

V 

»      43.8° 

3. 

■ 

abds. 

44,0° 

27. 

« 

abds.  4  4.2° 

4. 

9 

früh 

43.6° 
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Am  25.  November  wurden  wieder  Proben  analysirt.  Die 
Yerdampfangsrttckstände  wurden  diesmal  in  je  25  ccm  Alkohol 
(mit  iV  gesättigt)  gelöst,  zu  II  und  V  je  0.3  g.  zu  III  und  lY  je  QA  5  g 
Nitrobenzaldehyd  gesetzt. 

Es  zeigte  sich,  dass  nach  viertägigem  Stehen  der  Gleich- 
gewichtszustand noch  nicht  erreicht  war,  trotzdem  gerade  in 
diesen  Tagen  die  Temperatur  sehr  gleichmässig  gewesen  war. 
Namentlich  machte  sich  dies  bei  Lösung  V  bemerkbar,  welche 
auch  bei  0°,  den  Versuchen  von  König  zufolge,  stark  abweichende 
Resultate  ergeben  hatte,  während  die  Lösungen  III  und  IV,  ent- 
sprechend ihrer  nahezu  identischen  Zusammensetzung,  hier  wie 
bei  0^  bereits  ziemlich  befriedigende  Resultate  gaben. 

Versuchsreihe  C.  ^==16^. 

Lösung  I.     4  4 .79  g  hinterliessen  0.4  789  g. 
400  Theile  enthalten  4.52g  a. 


Lösung  II.     4  4 .845  g  hinterliessen  0.3274  g 

und  gaben  0.3784  N  entsprechend  0.3248  /^ 

anstatt  0.3274  ß, 
400  Theile  enthalten  2.76  ß. 

Lösung  III.     4  2.355  g  hinterliessen  0.4035  g 

und  gaben  0.2433  N  entsprechend  0.2069  (i 

anstatt  0.2048 /;. 
400  Theile  enthalten  3.27 
400       »  9  4.64  a 

400       »  D  4.64^.  a.//  =  2.69. 

Lösung  IV.     4 1.905  g  hinterliessen  0.3999  g 

und  gaben  0.234  7  iV  entsprechend  0.4974  ß 

corr.  0.4944  ß. 
400  Theile  enthalten  3.36  Theile 
400       »  »  4.73  a 

400       »  fl  4.63//.  «./:/  =  2.82. 

Lösung  V.     42.29  g  hinterliessen  0.4988  g 

und  gaben  0.4243  N  entsprechend  0.3609  ß 

corr.  0.3589//. 
400  Theile  enthalten  4.06  Theile 
400       »  »         4.44  a 

400       »  •         2.92/?.  a./J  =  3.33. 
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Am  4.  December  wurde  wieder  analysirt.  Die  Temperatur 
hatte  während  der  letzten  7  Tage  mit  einer  kleinen  Ausnahme 
zwischen  43.6^  und  H.6^  geschwankt. 

Versuchsreihe  D.   /  =  U^    (43.6  bi§  U.6"). 

Lösung  1.     14.20  g  hinterliessen  0.4584  g 

400  Theile  enthalten  4.44  a. 


Lösung  IL     4  4 .74  g  hinterliessen  0.3042  g 

und  gaben  0.3479  N  entsprechend  0.2959  fi 

anstatt  0.3042  ß. 
4  00  Theile  enthalten  2.60/5. 

Lösung  IIL     4  4 .78  g  hinterliessen  0.3564  g 

und  gaben  0.2083  A"  entsprechend  0.4772  ß 

anstatt  0.4784  ß. 
100  Theile  enthalten  3.02 
400       »  n  4.54a 

400       »  »  \.o\ß  a./!/  =  2.28. 


Lösung  IV.     4  4 .54  g  hinterliessen  0.3569  g 

und  gaben  0.2036  N  entsprechend  0.4732  ß 

corr.  0.4702/:;. 
4  00  Theile  enthalten  3.09 
100       «  »  4.62« 

400       »  .)  \Alß  a'ß  =  'iM. 


Lösung  V .     12.11g  hinterliessen  0.4400g 

und  gaben  0.3866  N  entsprechend  0.3288  ß 

corr.  0.3268 /;. 
4  00  Theile  enthalten  3.63 
400       j»  »         0.93  a 

100       »  D         2.70/;  a./!;  =  2.54. 

Bevor  aus  den  Versuchen  weitere  Schlttsse  gezogen  werden 
können,  muss  die  Genauigkeit  der  Analysen  kurz  erörtert 
werden. 

Die  Bestimmung  der  Gesammtlöslichkeit  dürfte  auf  ein  bis 
zwei  Einheiten  in  der  zweiten  Decimale  genau  sein,  da  die  Wage- 
fehler wohl  4  —  2  mg  sicher  nicht  übersteigen. 

Die  Genauigkeit  der  Bestimmung  von  ß  ergiebt  sich  aus 
den  mitgetheilten  Analysen    der  Rückstände   der  Lösungen  II 
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und  III.  Dieselben  zeigen,  dass  unter  den  eingehaltenen  Be- 
dingungen die  Bestimmungen  in  II  stets  etwas  zu  niedrig,  in  III 
etwas  zu  hoch  ausfallen.  Auf  die  Ursachen  dieser  Erscheinung, 
welche  sich  aus  den  der  Bestimmung  zu  Grunde  liegenden  Re- 
actionen  leicht  erklären  lassen,  soll  hier  nicht  nttber  eingegangen 
werden,  da  es  sich  zunächst  nur  darum  handelt,  den  wahrschein- 
lichen Fehler  in  jedem  Falle  festzustellen. 

Zu  diesem  Zwecke  und  um  zugleich  zu  erfahren,  ob  die 
aus  Lösung  II  und  III   auskrystallisirten  Körper  dieselbe  Zu- 
sammensetzung, wie  die  in  Lösung  befindlichen  besässen,  wurden 
die  aus  diesen  Lösungen  abgeschiedenen  Erystalle  analysirt. 
\)  Krystalle  aus  Lösung  II  iß), 

0.2923  g  in  25  com  Alkohol  gelöst,  mit  0.3  g  Nitrobenz- 
aldehyd  versetzt  und  mit  4  Tropfen  Salzsäure  gefällt, 
gaben  0.3394  N  entsprechend  0.2887  ß. 

2)  Doppelverbindung  aus  Lösung  III  abgeschieden.    F.  P. 
93—94^.   Analysirt  wie  unter  \),  nur  0.15  g  Nitrobenz- 

aldehyd  zugesetzt. 
0.3798  g  gaben  0.2282  iV  entsprechend  0.1941  ß 

anstatt  0.1899/1 

Die  Abweichungen  von  den  berechneten  Werthen  stimmen 
mit  den  gelegentlich  der  Löslichkeitsbestimmungen  gefundenen 
ttberein,  wie  aus  folgender  Zusammenstellung  hervorgeht. 


Lösung  II. 

Differenz: 

Reihe  B. 

—  5.4  mg 

Ä     C. 

—  5.3  » 

D      D. 

—  8.3  » 

Versuch  1) 

—  3.7  » 

Lösung  IIL 

Differenz: 

Reihe  A. 

+  3.1  mg 

9     B. 

+  2.0  » 

»      C. 

+  5.1   » 

*>     D. 

—  0.9  » 

Versuch  2) 

+  4.2  » 

Mittel  —  6.4  mg;  nach  Aus- 
(  merzung  des  Werthes  D  —  4.8 mg. 


Mittel +  2.8 mg.    Nach 
Ausmerzung  von  D  +  3.6  mg. 


Abweichung  vom  Mittel  im  extremen  Fall  4.5  mg,  in  den 
übrigen  höchstens  1 .6  mg. 
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Um  auch  tther  den  wahrscheinlichen  Fehler  bei  der  Analyse 
der  Rückstande  der  Lösungen  V  ein  Urtheii  zu  gewinnen,  wur- 
den zwei  Gemische  von  deren  Zusammensetzung  analysirt. 

3]  0.3043  g  /^  und  0  J  g  a  in  25  ccm  Alkohol'  gelöst.  Nitro- 
benzaldehyd  0.3  g. 
Gefunden  0.3594  N 

entspr.  0.3056  fi  Diff.  +  4.3  mg. 

4)  0.2904  g /!^  und  0.4  ga. 
Gefunden  0.3456  N 

entspr.  0.2939  (i  Diff.  +  3.5 mg. 


Auf  Grund  dieser  Resultate  sind  von  den  gefundenen 
Werthen  von  ß  in  den  Lösungen  Y  2  mg  in  Abzug  gebracht,  in 
den  Lösungen  IV,  die  in  ihrer  Zusammensetzung  von  den  Lö- 
sungen III  kaum  abweichen,  3  mg. 

Die  corrigirten  Werthe,  die  bei  der  Berechnung  von  a  •  ß 
benutzt  sind,  dürften  nur  ausnahmsweise  um  mehr  als  2  mg 
falsch  sein,  die  Löslichkeit  von  ß  demnach  bis  auf  zwei  Einheiten 
der  zweiten  Dccimale  richtig  bestimmt  sein.  Die  Werthe  für  die 
Löslichkeit  von  a  sind  aus  der  Differenz  bestimmt.  Da  sich  die 
Fehler  hier  summiren  können,  so  sind  in  ungünstigen  Fallen 
Fehler  von  3—4  Einheiten  der  zweiten  Decimale  zu  erwarten. 

Die  Werthe  von  a  •  ß  dürften  sonach ,  soweit  analytische 
,Fehler  in  Frage  kommen,  bis  auf  höchstens  etwa  fünf  Einheiten 
der  zweiten  Decimale  genau  sein. 

Wie  aus  der  folgenden  Tabelle  hervorgeht,  übersteigt  die 
Abweichung  der  Producte  a  •  ß  von  einander  diese  Werthe 
wesentlich;  doch  kommt  hier,  abgesehen  von  den  analytischen 
Fehlem  in  Betracht,  dass  der  Eintritt  des  Gleichgewichtes  sehr 
lange  Zeit  in  Anspruch  nimmt,  theoretisch  sogar  unendlich 
lange  Zeit,  und  dass  es  nicht  möglich  war,  die  Temperatur  auf 
längere  Zeit  völlig  constant  zu  erhalten.  Eine  Schwankung  der 
Temperatur  von  4°  aber  bedingt  eine  Aenderung  des  Productes 
a  '  ß  von  etwa  4  ^2  Einheiten  in  der  ersten  Decimale.  Man  darf 
daher  wohl  annehmen ,  dass  das  Gesetz  a  -  ß  =  const.  in  erster 
Annäherung  als  gültig  erwiesen  ist. 
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Nr. 

Reihe  A.  <  =  9.4° 

Reihe  B.  (  =  4  0.4° 

Reihe  D.  *  =  U° 

a 

ß 

1 

ß 

aß 

a 

ß 

a-  ji 

III. 

4.S5 

<.25 

1.66    1.27 

1 

1.27 

1.61 

1.51 

1.51 

2.28 

IV. 

1.23 

1.24 

1.52 

1.38 

1.26 

1.74 

1.62 

1.47 

2.38 

V. 

0.75 

2.23 

1.67 

0.75 

2,29 

1.72 

0.93 

2.70 

2.51 

Die  erhaltenen  Zahlen  bieten  aber  in  anderer  Beziehung 
etwas  Auffälliges.  Alle  Versuchsreihen  zeigen  nämlich  überein* 
stimmend,  dass  das  Benzylisonitrobenzaidoxim  (a)  in  reinem 
Alkohol  schwerer  löslich  als  in  Gestalt  der  Doppelverbindung, 
wahrend  bei  allen  bisher  bekannten  Doppelverbindungen  die 
Löslichkeit  des  am  schwersten  löslichen  Bestandtheiles  geringer 
ist,  als  dessen  Löslichkeit  für  sich  allein.  Diese  Erscheinung 
würde  sich  durch  die  Annahme  erklären  lassen,  dass  die  Doppel- 
verbindung in  der  Lösung  nicht  vollständig  dissociirt  ist.  Voraus- 
gesetzt, dass  die  Dissociationstendenz  der  Doppelverbindung 
gross  genug  ist ,  um  dies  zu  gestatten ,  würde  sich  die  Lösung 
mit  freiem  Benzylnitrobenzaldoxim  sättigen  und  es  würde  dann 
noch  diejenige  Menge  hinzukommen,  welche  in  Form  der  nicht- 
dissociirten  Doppelverbindung  löslich  ist.  Die  directen  Molekular- 
gewichtsbestimmungen gestatten  nicht,  diese  Frage  zu  entschei- 
den. Wenn  auch  die  etwas  zu  hoch  gefundenen  Zahlen  für  die 
Annahme  grösserer  Molekularcomplexe  sprechen ,  so  liegen  die 
Abweichungen  doch  innerhalb  der  Versuchsfehler.  Doch  dürften 
sich  aus  den  Löslichkeitsbestimmungen  selbst  Schlüsse  in  dieser 
Richtung  ziehen  lassen.  Wäre  die  Doppeiverbindung  in  der 
Lösung  vollständig  dissociirt,  so  sollte  man  annehmen,  dass 
wenn  einer  der  Bestandtheile  im  Ueberschusse  vorhanden  ist, 
sich  dieser  in  der  Lösung  in  derselben  Menge  befände,  wie  in 
reinem  Alkohol.  Ist  aber  ein  Theil  der  Doppelverbindung  in 
nichtdissociirtem  Zustande  in  der  Lösung  vorhanden,  so  sollte 
die  Lösung  erstens  die  Menge  des  betreffenden  Bestandtheiles 
enthalten ,  welche  der  nichtdissociirten  Doppelverbindung  ent- 
spricht und  zweitens  diejenige  Menge,  welche  in  reinem  Alkohol 
löslich  ist.  Man  würde  also  die  in  ersterer  Form  vorhandene 
Menge  eines  jeden  Bestandtheiles  finden,  wenn  man  die  in 
reinem  Alkohol  lösliche  Menge  desselben  von  der  Menge,  welche 
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sich  in  der  LOsung  der  Doppelverbindung  befindet,  abzieht,  vor- 
ausgesetzt, dass  der  betreffende  Bestandtheil  im  Ueberschuss 
vorhanden  ist.  Hierfür  bietet  jede  Versuchsreihe  zwei  Paare 
von  Daten. 

Die  in  Gestalt  der  nichtdissociirten  Doppelverbindung  ge- 
löste Menge  von  a  findet  man  aus  «iv  —  ai  ^) ,  die  entsprechende 
Menge  von  ß  aus  ßy  —  ßu . 

Die  gefundenen  Mengen  von  a  und  ß  müssen,  da  die  Doppel- 
verbindung gleiche  Mengen  der  isomeren  Bestandtheile  enthält, 
natürlich  gleich  sein,  und  ihre  Summe  stellt  die  Löslichkeit  der 
nichtdissociirten  Doppelverbindung  in  Alkohol  dar. 

Im  vorliegenden  Falle  erhält  man  auch  aus  am  —  ai  das- 
selbe Resultat,  d.  h.  es  ist  in  der  Lösung  der  reinen  Doppel- 
verbindung neben  der  als  Doppelverbindung  gelösten  Menge 
von  a  ebenso  viel  davon  enthalten,  wie  in  der  Lösung  in  reinem 
Alkohol.  Es  ist  das  der  Maximalwerth,  welcher  nur  dann  er- 
reicht werden  kann,  wenn  die  Dissociationstendenz  der  Doppel- 
verbindung gross  genug  ist,  um  dies  zu  gestatten. 

Die  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellten  Werthe 
stimmen  in  Anbetracht,  dass  sich  hier  alle  Yersuchsfehler  sum- 
miren,  so  gut  überein,  dass  man  der  gemachten  Annahme  einige 
Wahrscheinlichkeit  zuerkennen  möchte. 

Versuchsreihe  A. 
am  =  4 .25     ajy  =  1  23     ßy  =  2.24     Mittel     LüsUchkeit  der  Dop- 
ai    =1.46     ai    =1.16     /^n  =  2.46  pelverbindung  =  cf. 

Diflr.     0.09  Ö.Ö7"  0.08     0.08  0.16 

Reihe  B. 

am  =  1.27     aiy  =  1.38     ßy  =2.i9 
ai    =1.18     ai   =1.18     /^n  =  2.19 


0.09  0.20  0.10     0.13  0.26 

Reihe  D. 

am  =  1.51     aiv  =  1.62     /?v=2.70 
ai   =1.41     aj   =1.41     /?n=2.60 

ÖM  Ö721  0 J0~  0.13  0.26 


4)  Die  Zahlen  bedeuten  die  Nummern  der  Lösungen. 
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Die  entsprechenden  Werthe  der  Reihe  C,  bei  der  der  Gleich- 
gewichtszustand noch  nicht  erreicht  war,  sind: 

0.42  0.24  0.16     0.46  0.32 


Hieraus  würde  sich  ergeben,  dass  die  Doppelverbindung  in 
der  alkoholischen  Lösung  nur  zu  90 — 93^  dissociirt  ist. 

Cu 
In  diesem  Falle  kann  man  aber  in  der  Gleichung  —-=u^'  t/, 

fttr  u^  und  u^  nicht  die  direct  gefundenen  Mengen  von  a  und  (i 
einsetzen  und  femer  nicht  ohne  weiteres  t/,  die  Menge  der  nicht- 
dissociirten  Doppelverbindung,  als  constant  in  Rechnung  bringen. 
Im  vorliegenden  Falle  aber  ist  die  gelöste  Doppelverbindung 
stets  in  Berührung  mit  der  im  festen  Zustande  abgeschiedenen ; 
ihre  Menge  muss  also,  wie  die  einer  jeden  Substanz  in  ihrer  ge- 
sättigten Lösung,. bei  constanter  Temperatur  constant  sein.  Um 
die  Mengen  von  u^  und  u, ,  deren  Product  constant  sein  soll,  zu 
finden,  muss  man  von  den  für  a  und  ß  gefundenen  Mengen  die 

nichtdissociirten  Antheile  -^ ,  die  sich  aus  vorstehender  Tabelle 
ergeben,  abziehen. 

Reihe  A,    t=  9.4°. 


\'-t\{'-ti 


III. 

lY. 

V. 


0.46 
4.46 
4.46 


4.47 
4.45 

0.67 


4.47 
4.46 
2.45 


4.37 
4.33 
4.44 


Reihe  B.  /  =  40.4". 


III. 

IV. 

V. 


0.26 
0.26 
0.26 


4.44 
4. 25 
0.65 


4.44 
4.43 
2.4  9 


4.30 
4.44 
4.34 


Reihe  D.  f=44^ 


111. 

0.26 

4.38 

1.38 

IV. 

0.26 

4.49 

4.34 

V. 

0.26 

0.80 

2.57 

4.90 
4.90 
2.06 
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Die  so  erhaltenen  Resultate  sind  in  der  Tabelle  Seite  4  3 
zusammengestellt.  Die  Uebereinstimmung  der  Producte  ist  etwas 
besser,  als  ohne  diese  letzte  Correetur.  Vor  Allem  aber  unter- 
scheiden sich  die  Zahlen  dadurch  vortheilhaft  von  den  in  der 
uncorrigirten  Tabelle  gegebenen,  dass  sich  die  Abweichungen 
vom  Mittel  unregelmässiger  auf  die  einzelnen  Versuche  vertheilen, 
und  demnach  wahrscheinlich  auf  Versuchsfehler  zurückzuführen 
sind. 

Ich  bin  damit  beschäftigt,  die  Pikrate  des  Naphtalins  und 
des  Phenantrens  unter  denselben  Gesichtspunkten  zu  unter- 
suchen. 

Leipzig,  L  chemisches  Laboratorium  der  Universität. 

\  1 .  Januar  \  892. 


M.  Kransei  lieber  die  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung^ deren  Coefficienten  doppeltperiodische  Functionen  sind.  I. 

In  einer  Reihe  von  Arbeiten ')  sind  diejenigen  Differential- 
gleichungen untersucht  worden,  deren  Integrale  beide  doppelt- 
periodische  Functionen  sind.  Insbesondere  hat  sich  die  Unter- 
suchung auf  die  Differentialgleichungen  zweiter  und  dritter  Ord- 
nung bezogen.  Diese  Gleichungen  stellen  den  allgemeinen  Fall 
derjenigen  Gleichungen  dar,  deren  Coefficienten  eindeutige  dop- 
peltperiodische Functionen,  deren  Integrale  uniforme  Func- 
tionen sind.  Es  möge  in  Bezug  hierauf  auf  einige  Arbeiten  der 
Herren  Picard^)  und  Floqüet^)  verwiesen  werden.  Daneben 
aber  giebt  es  Fälle,  in  denen  nicht  sämmtliche  Integrale  doppelt- 
periodische Functionen  sind.  Zu  der  Betrachtung  derselben 
wenden  wir  uns  jetzt  und  zwar  beschränken  wir  uns  zunächst 
auf  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.  Es  sollen  damit 
die  Lücken  ausgefüllt  werden,  die  in  den  früheren  Arbeiten, 
wie  schon  daselbst  bemerkt,  geblieben  sind.  Es  sollen  nun  zu- 
nächst eine  Reihe  nothwendiger  Bedingungen  dafür  aufgestellt 
werden,  dass  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 
eine  uniforme  Function  sei.  Die  Betrachtungen  sollen  nicht  in 
der  allgemeinsten  Form  angestellt  werden,  jedoch  so,  dass  die 
allgemeinsten  Resultate  unmittelbar  in  derselben  Weise  ent- 
wickelt werden  können.  Soweit  dem  Verfasser  bekannt,  sind 
diese  Resultate  in  der  vorliegenden  Form  neu. 

4)  Siehe  diese  Berichte, Sitzung  vom  3.  März  4  890,  7.  Juli  1890  J.  De- 
cember  4  890,  2.  Februar  4  894,  8.  Juni  4  894,  7.  December  4894. 

2)  Kronbckbr's  Journal,  Band  90. 

3)  Annales  de  r^cole  normale,  4  883.  4884. 
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Dann  wird  dazu  ttbergegangen ,  fttr  einzelne  Gleichungen 
die  Ausnahmefälle  zu  untersuchen.  Den  ersten  und  wichtigsten 
Platz  nimmt  hierbei  die  LAHfi'sche  Differentialgleichung  ein. 
Dieselbe  ist  nach  der  angegebenen  Richtung  hin  im  einfachsten 
Falle  von  Herrn  Fuchs  ^),  im  allgemeinen  Falle  von  Herrn  Hbr- 
mitb2)  untersucht  worden,  abgesehen  von  der  alteren  Literatur 
tlber  diesen  Gegenstand.  Hier  soll  nun  der  Gang  der  Unter- 
suchung ein  anderer  wie  bei  Herrn  Hermitb  sein.  Es  liegt  das 
an  dem  Ausgangspunkt.  Bei  den  sämmtlichen  bisherigen  Be- 
trachtungen ist  die  Productform  der  Integrale  zu  Grunde  gelegt 
worden.  Dies  wird  hier  beibehalten,  während  Herr  Hermitb 
von  der  Summendarstellung  ausgeht.  Daneben  finden  sich 
einige  Untersuchungen  vor,  auf  die  Herr  Hbrmitb  überhaupt 
nicht  eingegangen  ist.  Als  zweites  Beispiel  wird  die  PiCARn'sche 
Gleichung  gewählt,  die  nach  der  angegebenen  Richtung  hin 
noch  nicht  untersucht  worden  ist. 

Einfache  Ableitung  einiger  bekannter  Formeln. 

Bei  einer  anderen  Gelegenheit  ^j  ist  von  dem  Verfasser  eine 
einfache  Methode  angegeben  worden,  wie  doppeltperiodische 
Functionen  dritter  Art  durch  Primfunctionen  dargestellt  werden 
können.  Als  specieller  Fall  ergiebt  sich  die  HBRMiTB'sche  Dar- 
stellung der  Functionen  zweiter  Art  und  zwar  können  wir  hier- 
bei in  folgender  Weise  schliessen. 

Die  Function: 

(^)        nv)  =  ^,  (^  -  y,)  .  ^,  (t;  -  1/,)  .  .  .  &,  {V  -  rj  e^^ 

ist  eine  ganze  transcendente  doppeltperiodische  Function  dritter 
Art  von  der  Ordnungszahl  n.     Die  Functionen : 

^^  (V  —  a,.l 

sind  von  derselben  Art  und  leisten  überdies  denselben  Bedin- 
gungsgleichungen Genüge,  wenn 

v  =  v^+v^-\ [-  ^n  —  ««  — '  «t o^ 

\)  Comptes  rendus,  tome  85,  pag.  947. 

2j  Sur  quelques  applications  des  foncUons  ellipliques.  Paris  4  885. 

8)  Mall).  Annalen,  Band  30. 
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gesetzt  wird.  Hierher  sind  die  Grössen  ci^  -  -  •  a^  von  einander 
nach  dem  Modul  m  +  wi,  r  verschieden,  im  Uebrigen  aber  will- 
kürlich. Nehmen  wir  die  Annahme  hinzu,  dass  v  verschieden 
ist  von  m  -}-  m^  t,  so  folgt,  dass  die  n  neuen  Functionen  von  ein- 
ander verschieden  und  linear  unabhängig  sind.  Unter  solchen 
Umstanden  erhalten  wir  die  Darstellung : 

1 

In  ähnlicher  Weise  ist  zu  verfahren,  wenn  mehrere  der  Grössen 
a  einander  gleich  sind. 

Werden  s  der  Grössen  gleich  a^,  so  haben  wir  zu  dieser 
Stelle  die  s  Grössen  in  Betracht  zu  ziehen : 

^.  («^-«Z  •*.(«-«.)...  'fj^  ,     <7  =  0.  1,  ..  .  s-  4  . 

Führen  wir  noch  an  Stelle  der  Argumente  der  Thetafunctionen 
die  Argumente  der  elliptischen  Functionen  ein,  so  erhalten  wir 
das  bekannte  HBRHiTs'sche  Resultat : 

I(p(w]  = 
wobei  gesetzt  ist: 


» 


wo  die  Summe  nach  r  über  alle  von  einander  verschiedene  Wur- 
zeln des  Nenners  zu  erstrecken  ist  und  s  angiebt,  wievielfach 
die  Wurzel  o^  ist.     Die  Coefficienten  A^,  A^,  •  •  •  v4,_,  sind  in 
der  bekannten  Weise  zu  berechnen. 
Die  Resultate  werden  falsch,  wenn : 

v^O  mod  m  -\-m^T 

ist. 

Nehmen  wir  jetzt  diesen  Specialfall  und  machen  zunächst 
die  Annahme,  dass  die  Grössen  a, ,  a, ,  •  •  •  a„  alle  von  einander 
verschieden  sind,  so  wollen  wir  die  Grössen  in  Betracht  ziehen : 

JUt]i.*p1ij8.  Clasae.  1892.  2 
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Die  Anzahl  dieser  Functionen,  die  auch  ihrerseits  ganze  trans- 
cendente  Functionen  sind,  ist  dann  gleich  n.  Einzeln  leisten 
dieselben  nicht  den  nämlichen  Gleichungen  Gentige,  wie  die 
ursprünglich  zu  Grunde  gelegte  Function,  wohl  aber  thut  es  die 
Summe : 

*,(t;-a.)...^.(t;-a,)2''C,.|||^.ei«', 

vorausgesetzt,  dass  die  Grössen  c,.  der  Bedingungsgleichung  Ge- 
nüge leisten : 

Es  bleiben  also  n  —  1  der  Grössen  c^  willkürlich,  so  dass  wir 
eine  Function  mit  n  —  4  willkürlichen  Constanten  erhalten,  die 
denselben  Gleichungen  wie  die  ursprüngliche  Genüge  leistet. 
Zu  ihnen  kommt  noch  die  Function: 

hinzu,  so  dass  wir  die  Darstellung  erhalten : 

Aehnlich  ist  der  Fall  der  gleichen  Wurzeln  zu  behandeln.  Wir 
erhalten  das  Resultat  von  Mittag-Lefflbr^)  : 

(6)  yH  =  c..ci«'+^(yl..9>,H+...+/i._,^^^j^)  , 
wobei  jetzt  gesetzt  ist: 

und  die  Grtfsseo  A^  •'  •  Af_^  der  Gleichung  Genüge  leisten.- 
^  (.4,  +  ^,  a  4-  •  •  •  +  A,_,  .  A*-«)e-**  =  0  . 

Für  manche  Betrachtungen  empfiehlt  es  sich,  die  Wbibrstrass- 
sehen  Functionen  A  l^  (w)  einzuführen. 

4)  Gomptes  rendusy  26  Janvier  4880,  stehe  auch  Stbenbbbg:  Sur  ao 
cas  special  de  röquattOD  de  Lam^,  Acta  mathematica  Band  4  0. 
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Wir  setien: 


*•'   to» 


(9)  Al^{w)=  ^^-e      *«  ,     a  =  0,2,3. 

Wir  können  mit  den  Functionen  Al{w)  dann  ähnlich  wie  mit 
den  Thetafunctionen  operiren  und  erhalten  die  Darstellung: 

(40)  9H  =  c, .  eA*«  +^[^..<p,H+-  •  •+ V.  ^-^^]  . 

wobei  die  Grössen  A  einer  ähnlichen  Bedingung  wie  vorhin  Ge- 
nüge leisten  und  q>^  (w)  gesetzt  ist  gleich  : 

fii\                       i   \      dlogAl^{w  —  aJ     i^ 
(4  4)  (p^(w)  = 2_^±j Ü  .  gAti; . 

Hierbei  ist  bekanntlich : 

d'lo^Al^iw)  4 

Setzt  man  in  diesen  Formeln  X  =  0 ,  so  ergiebt  sich  die  be- 
kannte Summendarstellung  der  gewöhnlichen  doppeltperiodi- 
schen Functionen. 

§2. 

AUeitani^  yon  Bedingnngen,  denen  die  doppeltperiodiselien  Goefft- 
eienten  einer  Differentialgleiehnng  zweiter  Ordnung  Genüge  leisten 
I,  damit  das  Integral  eine  nniforme  Function  sei. 


In  früheren  Arbeiten  sind  in  einer  Reihe  von  Fällen  die 
hinreichenden  und  nothwendigen  Bedingungen  für  die  doppelt- 
periodischen  Goefficienten  einer  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  aufgestellt  worden ,  damit  beide  Integrale  doppelt- 
periodische Functionen  sind. 

Es  soll  nun  versucht  werden ,  unter  der  Annahme  eines 
uniformen  allgemeinen  Integrales  analoge  Bedingungen  abzu- 
leiten. Es  hat  gar  keine  Schwierigkeit,  das  Problem  in  seiner 
allgemeinsten  Form  zu  lösen.  Um  aber  möglichst  einfache  Be- 
trachtungen zu  erhalten,  wollen  wir  specialisiren.     Die  Diffe- 
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rentialgleichungen  können  nach  der  Ordnung  und  der  Zahl  der 
Unendlichkeitspunkte  ihrer  Integrale  eingetheilt  werden,  femer 
nach  der  Zahl  der  sonstigen  Unendlichkeitspunkte,  die  in  den 
Goefficienten  auftreten.  Wir  wollen  nun,  wie  schon  bemerkt, 
bei  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  bleiben  und  femer 
annehmen,  dass  das  allgemeine  Integral  nur  zwei  Unendlich- 
keitspunkte besitze  und  zwar  die  beiden  Punkte 

w  =  iK^     und     to  =  —  a  +  i7f', 

wobei  der  erstere  von  der  Ordnungszahl  n^  ,  der  zweite  von  der 
Ordnungszahl  n,  sein  möge.  Die  Zahl  der  übrigen  Unendlich- 
keitspunkte in  den  Goefficienten  möge  einstweilen  beliebig  und 
zwar  gleich  m  sein.  Dann  folgt,  dass  ein  Integral  sicher  die 
Form  haben  muss : 

(4)        '  9,H  =  ML±2^1:i:Aiü±^)^t«; 

es  folfft  ferner,  dass  in  dem  Goefficienten  von      ,        nur  Unend- 

^  aw 

lichkeitspunkte  erster  Ordnung,  in  dem  Goefficienten  von  q)  [w) 
nur  Unendlichkeitspunkte  zweiter  Ordnung  vorkommen  können. 
Hieraus  ergiebt  sich  leicht  als  allgemeinste  Form  der  möglichen 
Differentialgleichungen : 

wobei  gesetzt  ist: 

(3)  /\ (w)  =  c\  +  c,  •  ft*  •  snw  •  sn[w  +  «)  + 

m 

"^M+t  'k*  -anw  '  sn  (w  +  ßj  , 


1 


(4)  f^  (w)  =  cl  +  c^  •  k*  •  snw  •  sn  ( tu  +  «)  + 

+  c,  •  Ä*  •  sn*  u;  +  ci  •  k*  •  sn*  (m;  +  a)  + 

m 

+S^^iu+A  '  **  •  ^^^  •  sn  (w;  +  ß^)  . 
Es  folgt  dann  leicht,  dass  die  sämmtlichen  Grössen: 


^«  ^5  ^m+« 


sna  '   snj^^  '  snß, 


m 
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ganze  ZahUn  sein  müssen  und  zwar  mit  Ausnahme  der  ersten 
ganze  positive  Zahlen. 

Wir  wollen  den  Beweis,  der  auf  mehrfachem  Wege  gegeben 
werden  kann,  nur  für  die  Grössen  0^+^  geben.     Der  Punkt: 

w  =  -(i^  +  iK' 

ist  kein  Unendlichkeitspunkt  der  Integrale,  folglich  müssen  die 
letzteren,  von  einem  constanten  Factor  abgesehen,  um  diesen 
Punkt  herum  sich  darstellen  lassen : 

Setzen  wir  diesen  Ausdruck  in  die  Differentialgleichung  ein,  so 
erhalten  wir  eine  Reihe  von  Gleichungen,  die  .der  Reihe  nach 
die  Bestimmung  der  Grössen  ß^,  if,,  •  •  •  liefern.  Diese  Be- 
stimmung darf  keine  eindeutige  sein.     Hieraus  folgt  ahnlich, 

wie  in  früheren  Arbeiten,  dass  7^^*-  eine  positive  ganze  Zahl 

sein  muss.  Wir  wollen-  uns  der  einfacheren  Bezeichnung  wegen 
an  Stelle  von  c,,  c,  etc.  gesetzt  denken:  c,  •  sna,  c,  •  sn/^,  etc. 
Femer  kann  gezeigt  werden,  dass  die  Zahl  der  Punkte  ß^ 
eine  gewisse  Grenze  nicht  überschreiten  kann.  Wir  wollen  dazu 
das  zweite  Integral  bilden.  Nennen  wir  das  erste  y^ ,  so  ist 
das  zweite : 

/4        —fU[w)dw 

Zur  Bildung  von : 

—  I  fi  (^)  •  ^^ 

beschranken  wir  uns  zunächst  auf  ein  Glied  von  f^  [iv),  nämlich : 

c,  •  A*  •  sn  a  •  sn  i<;  •  sn  (t^  +  a)  , 

dann  wird  der  entsprechende  Theii  des  Integrales  gleich: 

,,  /'sn*w-cna-dna+sni6'-cni/;dnu;'Sna  , 

—  ä'  .  sna  •  c.  / Ti-! — r 5 dw  = 

J  1  —  Ä*  •  sn*a  •  siriv 

,,  Psxi^iv  '  cna  '  dna  '  dw    , 

—  Ä*  •  sna  .  c,  / T^ r = h 

't/    1  —  ä'  •  sn*of  •  sn*  w 

+  ic,  •  log(4  —  fc*  .  sn*a  •  sn*M>)  . 


22  M.  Krause, 

Das  erste  Integral  ist  aber  das  dritte  Normalintegral,  also  er- 
balten wir: 

''«    "^  da  i^^'^&.iv  +  a)^ 

+  ^c,  •  log  (4  —  fc*  •  sn'a  •  sn*M;) 
oder  also : 

da  die  Formel  besteht: 

»l -».(v+a)- &, (V - a)  =  &,  (v)*- », (a)«  -  *,  (v)« • », (a)«  . 
Unter  solchen  Umstanden  erhalten  wir  als  Werth  von 

g— /am«»«' 

den  Aosdrook: 

/  dlog».(a)       y.  dlog».(6J\ 

(6)  e     r^^      <»«      +^''/.-..        tf^^      j^p^ 

l  ^Av]      '»0  (a)J  ^^  L       ^0  {'^)       '  K[bf,U 
Hieraus  folgt,  dass 

eine  doppeltperiodiscbe  Function  zweiter  Art  ist,  wie  es  aucb 
die  allgemeine  Theorie  lehrt. 

Femer  folgt,  dass  die  Function  als  einzige  Unendlicbkeits- 
punkte  die  beiden  Punkte: 

w  =  iK'        und        w  =  —  a  +  iK' 

besitzen  kann  und  zwar  diese  höchstens  von  den  resp.  Ord- 
nungen in^  und  in^  . 

Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  nun,  deren  Inte- 
grale y^  und  y^  sind  lautet : 


y     Vi    Vi 

y'   yi  yi 
f  fi   iT, 


=  0 


oder 

P'f  +  Q'y'  +  R'y  =  o, 
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wobei  gesetzt  ist : 

R  =  y'rt/i-yi'y"i, 

Eine  leichte  Rechnung  zeigt  die  Richtigkeit  der  Relationen : 

dP 

aw 

Aus  den  vorhin  gemachten  Bemerkungen  folgt  dann ,  dass  die 
Nullpunkte  von  P  die  einzigen  Unendlichkeitspunkte  sind,  die 

Q 
P 

ausser  den  Punkten  w  =  iK'  und  w  =  lÄT'  —  a  noch  besitzen 
kann«    Die  Anzahl  derselben  ist  aber  höchstens 

Wir  finden  somit  das  Resultat ,  dass  ausser  den  Unendlichkeits- 
punkten der  Integrale  in  den  Goefficienten  höchstens  i  n  andere 
Unendlichkeüspunkte  vorkommen  können. 

Wir  nehmen  der  Einfachheit  halber  an ,  dass  nur  ein  wei- 
terer Unendlichkeitspunkt  vorkomme,  nämlich  w  =  —  ß-^-ih' , 
bemerken  aber  nochmals,  dass  im  allgemeinen  Falle  die  Betrach- 
tungen ganz  analog  angestellt  werden  können. 

Die  Differentialgleichung  wollen  wir  in  diesem  Falle 
schreiben: 

{f^  (m?)  =  c^  +  c,  •  Ä*  •  sna  •  sn u;  •  sn[w  +  «)  + 
-|-  c,  •  Ä*  •  snß  •  sntü  •  sn{w  +  ß)  , 

(  AW  = 

(9)<  c^-l-c^ '  k^ '  snw  '  sn{w  +  a)  +  c^  -  k*  'Snw'Su[w  +  ß)  + 

I  4-  c,  •  Ä*  •  sn*tü  +  Cg  •  Ä'  •  sn* (w  +  a)  . 

Das  zweite  Integral  nimmt  die  Form  an : 
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w 


L^.(«)-^o(«)  J     L  »M-^Al')  J    ' 
Da  nun  das  zweite  Integral  dieselben  Unendlichkeitspunkte  wie 
das  erste  besitzen  soll,  so  folgt: 

1 )  C3  muss  positiv  sein ,  was  schon  auf  anderem  Wege  be- 
wiesen war\ 

2)  (',  muss  die  Werthe  annehmen  —  2n^,  —  2n^  -4-  1  ,  •  •  • 
0,1,.  .  .  ; 

3)  c^  +  c,  mi/6'5  kleiner  oder  gleich  2w,  scm. 

Die  Function  innerhalb  des  Integralzeichens  können   wir 
schreiben : 

ZI«'  '^    ^^  („ _,.  yj.  . . .  ^jt- +  yj«  ' 

wobei  der  Werth  von  X^  nicht  nUher  hingeschrieben  zu  werden 
braucht.  Die  noch  fehlenden  Bedingungen  dafür,  dass  das  zweite 
Integral  eine  uniforme  Function  sei ,  können  dann  leicht  dahin 
aufgestellt  werden,  dass  die  Coefficienten  von : 

in  der  Entwickelung  von  xi"^)  ^^^h  Potenzen  von  [v  +  v^] 
sämmtlich  verschwinden,  oder  also,  dass  die  Gleichungen  be- 
stehen: 

Hier  treten  nun  die  Entwickelungen  des  ersten  Paragraphen 
ein,  so  weit  sie  sich  auf  die  Summendarstellung  doppeltperio- 
discher Functionen  beziehen.  Im  Allgemeinen  wird  die  Func- 
tion unter  dem  Integralzeichen  eine  doppeltperiodische  Function 
zweiter  Art  von  der  gewöhnlichen  Form  sein.  Sie  nimmt  die 
MiTTAG-LEFFLBR^sche  Form  an,  wenn  die  Gleichung  besteht : 

(i2a)        a  •  c,  +  6  .  C5  =  2  (^4  +  r,  +  .  .  •  +  v^  —  a)  , 

sie  wird  zu  einer  doppeltperiodisch cn  Function  erster  Art,  wenn 
überdies : 

(12  b)  A,  =  0 
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ist.  Herr  Pigard  zeigt,  dass  in  den  beiden  ersten  Fällen  das 
zweite  Integral  wiederum  eine  doppeltperiodische  Function  ist, 
im  dritten  dagegen  nicht.  Die  hierbei  auftretenden  Formeln 
folgen  unmittelbar  aus  den  Resultaten  des  ersten  Paragraphen 
und  brauchen  daher  nicht  aufgestellt  zu  werden. 


§3. 

Die  Lam^^sehe  Diferentialgleichaiig.    Disenssion  der  Ausnahmefalle 

für  n  =  1  und  n=  2. 

Die  LAMfi'sche  Differentialgleichung  entsteht,  wenn  w^r  die 
Bedingung  festsetzen,  dass  das  Integral  den  Punkt  w  =  iK'  als 
alleinigen  Unendlichkeitspunkt  n^^'  Ordnung  besitzt ,  wahrend 
die  Coefficienten  keinen  weiteren  Unendlichkeitspunkt  besitzen. 
Als  Form  derselben  ergiebt  sich : 

Nun  lehrt  die  allgemeine  Theorie,  dass  das  allgemeine  Integral 
dieser  Gleichung  die  Form  hat : 

,     .  ^li^  —  V.)  ■  •  •  ■d'Jv  —  vJ\    i,,,    , 

(2)  {  ,  "'^ 

■  „  ^,  (t>  +  y.)  •  •  •  ^,  [v  +  y»)  -i«, 

wobei  4i6  Grössen  v  und  X  in  gewisser  Weise  zu  bestimmen  sind. 
Hie^us  folgt  dann  ohne  jede  Schwierigkeit,  dass  der  Aus- 
nahmefall dann  und  nur  dann  eintreten  kann ,  wenn  die  beiden 
particulären  Integrale  zusammenfallen,  oder  also  wenn  die  Aus- 
drücke 

^i(^  +  ^*)  •  •  •  ^,  [^  +  ^n)      ui^d      ^1  (v  —  ^i)    •  •  1^1  (v  —  v^ 
dieselben  Nullstellen  besitzen,  wenn  überdies 

A  =  0 
ist. 

Hierbei  folgt  zunächst  leicht,  dass  die  Grössen  v,  •  •  •  v^ 
von  einander  verschieden  sein  müssen.  In  der  That,  wäre  das- 
selbe nicht  der  Fall,  so  möge  sich  (p[y))  in  die  Form  bringen 
lassen: 
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yW=  ^j^a    -yiH' 


Differentiiren  wir  dann  die  Differentialgleichung  links  und  rechts 
/  —  2  mal,  so  wird  die  rechte  Seite  fttr  t;  =  —  v  der  Null  gleich, 
die  linke  also  auch  d.  h.  es  müsste  die  Gleichung  bestehen : 

^;(t;  +  ^)'  =  0,        v  =  —  v, 

was  nicht  möglich  ist. 

Ehe  wir  nun  zu  dem  allgemeinen  Falle  ttbergehen,  wollen 
wir  die  einfachsten  Falle  für  sich  betrachten  und  zwar  zunächst 
den  Fall  n  =  1 .  In  ihm  kommt  das  Problem  darauf  hinaus 
zu  untersuchen,  wann 

^,(t;  +  ^,)  =  c*,(t;~i/J,        A==0 

ist.    Offenbar  sind  drei  Fttlle  möglich, 

I)  w,  =  0  , 

II)  w,  =  K, 

III)  w,  =Ä'+tA'. 

Im  ersten  Falle  wird  das  erste  Integral : 

(3)  y^=8nw, 

das  zweite  also : 

r  (Iw  ^IIM 

Im  zweiten  Falle  wird : 

(4)  y,  =cnt<;, 

dw 

cn*t^ 
oder  also 

y,  =  cntü  Ik*  •  w  +  .,        1  . 

Im  dritten  Falle  wird: 

(5)  y^  =  dnu?  , 

dw 

w 
oder  also 

Al'^{w)\ 


fdu 
y=cnw  I  —z- 
^'  t/cn* 


A        Ia    a   Ali(w]\ 
y,  =  dnu?  1 4  +  -rri—\  I  • 
^«  \    ^  Al^(w)J 
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Damit  ist  in  diesem  speciellen  Falle  die  Integration  voUftthrt. 
Die  Werthe  der  Constanten  c^  und  c^  brauchen  nicht  hinge- 
schrieben zu  werden.  Es  sind  dieses  die  Resultate  der  Herren 
FccBS  und  Hermite. 

Wir  nehmen  zweitens  n  =  S. 

Dann  fragt  es  sich,  wann  die  Gleichung  bestehen  kann : 

Berücksichtigen  wir ,  dass  p^  verschieden  von  v^  sein  muss ,  so 
bleiben  vier  Möglichkeiten  übrig: 

I)  w^  =  —  w,  =  CJ  , 

n)  lo^=K ,       w,  =  0  , 

in)  w^  =  K,       o)^  =  K+iK' 

IV)  €0^  =  0  ,       (o^  =  K+iK'  . 

Im  ersten  Falle  wird  das  erste  Integral : 

(6)  y^  =  sn*w?  —  sn^cii  , 

Der  Werth  von  lo  ist  auf  mehrfache  Weise  zu  bestimmen.  Ganz 
allgemein  ergiebt  sich  im  Falle  n  =  i,  wenn  wir  die  frühere 
Bezeichnungsweise  aufnehmen,  die  Gleichung: 

«Z/a     ^^   ^^1 

Wird  nun  x^  =  o?, ,  u^  =  —  u^ ,  so  nimmt  diese  Gleichung  die 
Gestalt  an : 

(7)  1  —  2(4  +  fc«)sn* w  +  3 A« sn* w  =  0  . 

Es  ist  das  dieselbe  Gleichung,  die  auch  Herr  Hermite  aufstellt. 
Sie  zeigt,  dass  es  zwei  Integrale  der  vorhin  charakterisirten 
Art  giebt. 

Das  zweite  Integral  wird  nun : 

/dw 

Wenn  aber  sn'  w  in  der  vorhin  angegebenen  Art  bestimmt  wird, 
so  ist  der  Ansatz  erlaubt: 

^ .    ,  .  (Plo%Al^{w^io)         cP\ogAl^{w+w) 

(sn««;— 8n«w)«~  «"*"  *  dw^  "^  «  dw* 


28  M.  Krause, 

Die  Constanten  e^^  e^,  e^  bestimmen  sich  leicht.     In  der  That, 
für  den  Punkt  tv  =  co  ergiebt  sich : 

1                                       \ 
4  -     — •—  =  o7 ^ Ä 1"  steigend.  Pot. 

Unter  solchen  Umständen  wird  : 

^    _      __ 

*  4  sn*  cj  •  cn*  u  •  dn*  w 

Ebenso  folgt: 

1 


e.  =  — 


*  4sn*a;  •  cn'w  -dn^w 

Setzen  wir  schliesslich  links  und  rechts  m?  =  0 ,  so  ergiebt  sich 
für  e^  die  Bestimmungsgleichung : 


sn*w        °       Ssn^io  •  cn*w  •  dn*  w 

Damit  ist  die  Integration  der  LAii£'schen  Differentialgleichung 
im  ersten  Falle  vollkommen  zu  Ende  geführt.  Die  entspre- 
chende Differentialgleichung  lautet: 

^  '  dw*  \      sn*cj  / 

Wir  nehmen  den  zweiten  Fall.    In  ihm  ist : 

(9)  y^  =sntc;    cnw;  , 

also 

dw 


r       dw 

y%      y^J  sn*ti;  •  cn*w  ' 


Der  Factor  von  y^  kann  sofort  bestimmt  werden.  In  der  That, 
es  ist : 

sn*  w  •  cn*  w      sn*  tu      cn*  w 
also: 

/dto  Pdw 

Damit  haben  wir  die  früheren  Integrale  und  die  Integration 
auch  in  diesem  Falle  vollführt.  Die  entsprechende  Differential- 
gleichung lautet : 

?f!£H  ^  a,(u))(-  4  —  i*  +  6fc« .  sn^w)  . 

dw*  r  ^     f  \ 


DiFPBRENTIALGLEIGR.  2^*'  OrD.  MIT  DOPP.-PBRIOD.  COEFFIGIEffTKFf.    29 

Drittens  wird: 

(44)  y^  =  cnw  •  dni^  , 

also: 


Da  aber 


/dw 


4  4       4  ft«      4 


ist,  so  folgt: 


cn*  w  '  dn*  w      k*  cn*  w      kl  dn*  w 


y^  rdw        k*       fd^ 


Hiermit  sind  wir  wieder  am  Ziel.    Die  entsprechende  Differen- 
tialgleichong  lautet : 

Endlich  letztens  kann  sein : 

(13)  y^  7=  snw  •  dntt\ 

r       dw 

^*  ■""  ^V/  sn*w;.dn«u'  * 

Da  aber  die  Gleichung  besteht : 

4  4       ,      A« 


sn*iü  •  dn*iü       sn*«;       dn*u?  ' 
so  folgt : 

/dw     ,    ,,         Pdw 

Die  entsprechende  Differentialgleichuung  lautet: 

(44)  ^VM  ^  a,(^)/      4  _  4fci  +  6t«  .  sn«t/;)  . 

dw^         xx    /* 

Damit  ist  der  Fall  n  =  2  vollkommen  erledigt. 

In  Bezug  auf  die  hier  behandelten  Integrale  mOge  u.  A. 
auf  die  Arbeiten  von  Herrn  Scheibner  verwiesen  werden,  die 
sich  in  diesen  Berichten  finden,  überdies  auf  eine  Arbeit  von 
Craig  im  fttnften  Bande  des  American  Journal  of  Mathematics, 
wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  letztere  nicht  fehlerfrei  ist. 
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§*• 

Die  Lam^^selie  Differentialgleieliniig.    Allgemeine  Discnssion  des 

Ausnaliinefalles. 

Um   den   allgemeinen  Fall  zu  untersuchen,   müssen  wir 
unterscheiden,  ob  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

(A.)  n  =  2m. 

Die  Frage  lautet,  wann  die  beiden  Ausdrücke: 

^4(1^  +  ^4)  •  •  •*! (v  +  ^ii»)      «öd      &,{v  —  r,) .    '&,{v  —  1/,^) 

dieselben  Nullpunkte  besitzen. 

Unter  Berücksichtigung  der  früheren  Bemerkungen  folgt 
dann  leicht,  dass  vier  und  nur  vier  Falle  möglich  sind : 

,      I)  w^  =  —  w„„  ,     w,  =  —  l0^m^^ ,  •  •  •  w„|  =  —  co^^^  , 

II)  w,  =  Ä',    w,  =  0  ,     w,  =  —  w,^,  ...  w^^,  =  —  w^^,  , 

Ili)  w,  =  Ä+iÄ",   w,=Ä',   CÜ3=— w,^,  ...  w^+,  =  —  w^^.,  , 

IV)  w,  =  0,  ü;,=Ä'4-fÄ",  w,=  —  w,^,  ...  ft>„,^.,  =  —  w;,^,  . 

Zu  gleicher  Zeit  folgt,  dass  in  allen  vier  Fällen  ^  =  0  ist,  so 
dass  sich  die  Discussion  lediglich  auf  dieses  Gleichungssystem 
beschränken  kann.  Diese  Discussion  kann  ähnlich  geführt 
werden,  wie  diejenige  der  PicARD*schen  Differentialgleichung 
in  einer  früheren  Arbeit^}. 

Das  allgemeine  Gleichungssystem  lautet: 

^^      Xf.  —  Xi 

Wenden  wir  uns  nun  zu  der  Betrachtung  des  ersten  Falles,  so 
wird  ein  Glied  existiren,  bei  welchem 

«^  =  —  u, ,         X^  =  Xi 

ist.    An  Stelle  desselben  tritt  das  Glied : 

'  Das  ganze  System  von  Gleichungen  nimmt  die  Form  an : 

(2)      ^^1-2(4  +  fc»)ag^+3<r».V      ^y,,       V 
^  2  '^    x^-^xi' 


K)  Diese  Berichte,  3.  März  1890. 
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Der  Strich  an  der  Summe  bedeutet ,  dass  dieselbe  nach  /  ttber 
4 ,  2 ,  •  •  •  m  zu  nehmen  ist  und  zwar  mit  Ausnahme  von  /  =  r. 
An  Stelle  von  r  ist  der  Reihe  nach  zu  setzen  1 ,  2 ,  •  •  •  m. 

Wir  erhalten  also  ein  System  von  m  Gleichungen ,  welches 
die  Werthe  x^  in  der  folgenden  Weise  liefert.  Dieselben  mögen 
der  Gleichung  Genüge  leisten : 

(3)  f[x)=a^  +  p,  .  x"^-'  + hPm  =  0  . 

Unter  dieser  Voraussetzung  kann  das  obige  Gleichungssystem 
geschrieben  werden: 

\¥obei  dann  ist : 

r{Xr)  =m  .  a:^«-*  +  {m  -  4)p,(r/»-«H hPm-i  • 

Wir  erhalten  also  eine  Gleichung  vom  Grade  m  +  1  mit  der 
Unbekannten  x^,  deren  Coefficienten  symmetrische  Functionen 
der  Grossen  x^  sind.    Der  Factor  von  a?,.*'*"*"*  lautet : 

/:*.m(9w  +  1), 

der  Factor  von  .r^'  allgemein : 

wobei  gesetzt  ist: 

^  =  A'«(/— 4)(2/  — 1), 

C=[l+\)[%l  +  \]  . 
Nun  ist  aber: 

=  -  A*  •  m(2m+  4)(p,  •  x/^  +  p^  -  x/^-'  +  •     •  +Pm  '  --^r)  • 

Denken  wir  uns  diesen  Ausdruck  eingesetzt,  so  nimmt  der  Fac- 
tor von  Xff  die  Form  an : 

^4  •  Pm-J+4  +  ^  ■  Pm-^l  +  ^  '  Pm-l-4  » 

wobei  gesetzt  ist : 

A^  =yl  — Ä*m(27n  +  1)  . 
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Der  Factor  von  x^  insbesondere  nimmt  die  Form  an: 

k^  .  p,  ((2m  —  1)(m  —  1)  —  w(2  m  +  4))  —  2(1  +  t*)m«  • 

Denken  wir  uns  durch  diesen  Factor  die  Gleichung  dividirt, 
so  erhalten  wir  eine  Gleichung ,  deren  Coefficienten  mit  denen 
der  Gleichung : 

zusammenfallen  müssen. 

Die  Vergleichung  ergiebt  die  Formeln : 


/M^ ^i  '  Pm-l  +  ^  +  ^  '  Pm^l  +  C  -  Py^i-i^^ 

^  '  ^'«-''"A:*;j^((2m  — 4)(?«  — 1)  — ?/i(2m+l))  — 2(1+A«) 


w* 


Aus  diesen  Gleichungen  sind  der  Reihe  nach  die  Grössen  p, , 
Ps)  *  '  '  Vm  bestimmt  und  zwar  als  ganze  Functionen  von  p^  von 
den  resp.  Graden  2,  3,  •  •  •  wi.     Setzen  wir  diese  Ausdrücke 
t     in  die  letzte  Gleichung  ein : 

^'^       k'p,{[% m  —  \)[m  —  1)  —  ?/i(2m  +  1))  —  2(1  +  A*)m*  ' 

so  ergiebt  sich  eine  Gleichung  vom  Grade  m  -|- 1  mit  der  Un- 
bekannten p^.    Wir  finden  also  den 

Lehrsatz.  Das  Gleichungssystem  (4)  ist  auf  lösbar ,  und  zwar 
leisten  die  Grössen  x^  einer  Gleichung  m**°  Grades  Genüffi,  deren 
Coefficienten  sich  sämmtlich  ganz  und  rational  durch  eine  Lösung 
einer  Gleichung  vom  Grade  m  +  4  darstellen  lassen. 

Damit  sind  die  Grössen  x^  bestimmt.  Es  hat  nun  keine 
Schwierigkeit  das  zweite  Integral  aufzustellen.  Dasselbe  lautet  : 

dw 


y^ = yjj^ 


[X  —  x,Y  .  .  .  (a:  —  a-^)* 
Entwickeln  wir  den  Ausdruck 

4 4 

(x  —  x,)^  ...  (0?  —  x^^~7W 

nach  Potenzen  von  w  —  w^,  so  ftillt  vermöge  unserer  Bedin- 
gungsgleichungen der  Factor  von 

4 


W  —  iüj. 
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fort  und  umgekehrt  zieht  das   Fortfallen    des  Factors  unsere 
Bedingungsgleichungen  nach  sich.    In  der  Tbat,  es  ist: 


Nan  ist  aber 


(,      I     =2/" iXr)  sn CO-  •  cn  W-.  •  dn  lOr 
dw   l(Or 

(r-J]     =  4/""(a;Jsn*w^  •  cn*w^  •  dn'w-  + 

+  2/"(a;^)(1  —  2 (1  +  k*)Xr  +  3ft«  •  V) . 

Als  hinreichende  und  noth wendige  Bedingung  ftlr  das  Ver- 
schwinden des  genannten  Factors  ergiebt  sich  aber  die  Glei- 
chung : 

\dw^    ftJr 

and  das  ist  genau  die  früher  gefundene. 

Unter  solchen  Umständen  können  wir  den  Ansatz  machen: 

4     _       ,  ^^     d'^lof,Al,{w—ü)r)  ,x7.  '    dHogAl,{w+iOr) 
Dabei  ist: 


(/^  ^^-"  C/^    -         ^~~ 


*"        *"  4/ '  (Xf)*  •  sn* 0)^  •  cn*  (o^  •  dn*  W|. ' 

und  ebenso  einfach  ist  e^  bestimmt. 

In  ahnlicher  Weise  sind  die  drei  anderen  Fälle  zu  be- 
trachten. Da  principiell  nichts  Neues  auftritt,  so  wollen  wir 
uns  bei  ihnen  kürzer  fassen. 

Im  zweiten  Fall  hat  das  erste  Integral  die  Form: 

(6)  y,  =  sntü  •  cnu;(8n*u?  —  sn*^,)  •  •  •  {sn^w  —  sn*(o,^^.J  . 
Dann  fallen  von  den  allgemeinen  Gleichungen: 

Q^^^r  +  ^l 

^^    Xf.  —  Xi 

zwei  fort,  nämlich  diejenigen,  die  sich  auf  o)  =  0  und  cj  =  K 
beziehen.  Es  bleiben  nur  m  —  4  Gleichungen ,  die  die  Form 
haben: 

V«tb.-pb78.  Classe    1891.  3 
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Xtf  "^  Xi  Xif  Xf  _  I 

wobei  für  r  zu  setzen  ist  3 ,  4 ,  *  •  •  iti  +  4 ,  die  Summe  nach 
/  tlber  dieselben  Zahlen  mit  Ausschluss  von  2  =  r  zu  er- 
strecken ist. 

Das   Gleichungssystem  kann  geschrieben  werden : 

^^^     Xäm  *"^  Xi 

oder  auch 

(7)  Q^3-2i3  +  2t«).T^+7A«a;/  ^  g^^,      V 

Damit  haben  wir  ein  ahnliches  Gleichungssystem  wie  vorhin 
erhalten,  welches  genau  so  wie  das  vorige  behandelt  werden 
kann.    Wir  sehen  hiervon  ab. 

Im  dritten  Falle  hat  das  erste  Integral  die  Form : 

(8)  y^  =  cnw;  •  dntü  (sn'w?  —  sn*ft>,)  •  •  •  (sn'u;  —  sn*(o^^^)  . 
Dann  fallen  von  den  allgemeinen  Gleichungen  wiederum  zwei 
fort,*  nämlich  diejenigen,  welche  sich  auf  lo = K  und  w = iK'  +  A' 
beziehen  und  es  bleibt  das  System  übrig : 

^_^^2H  +  k^)x,  +  Sk*.x^^  , 
u-  2  I- 

oder  also ; 

(9)  p_<-*(<+**)a'r  +  7fe*-V  ,  gv.,      < 

Damit  sind  wir  wieder  am  Ziele. 

Viertens  endlich  kann  das  erste  Integral  die  Form  haben : 
(40)  y^  =8nM;  •  dnt^  (sn*«)  —  sn*w,)  •  •  •  (sn*u'  —  sn*w,„^J  . 
Von  dem  allgemeinen  Gleichungssystem  fallen  zwei  Gleichungen 
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fort,  namllch  diejenigen,  die  sich  auf  w  =  0  und  w  ==  tlT  +  i^ 
beziehen. 

Das  übrig  bleibende  System  lautet : 


^r-^« 


oder  also 


Damit  sind  wir  wieder  am  Ziele.  In  allen  drei  Fällen  ergiebt 
sich  das  Resultat,  dass  die  Grössen  x^,  x^  -  -  -  x^^^^  Wurzeln 
einet*  Gleichung  vom  Grade  m  -—  i  sind,  deren  Coefficienten  sich 
ganz  und  rational  durch  eine  Wurzel  einer  Gleichung  vom  Grade 
m  darstellen  lassen. 

Auf  die  Bestimmung  des  zweiten  Integrals  braucht  der 
Einfachheit  wegen  gar  nicht  eingegangen  zu  werden ,  ferner  ist 
der  Werth  von  c^  in  allen  vier  Fällen  gleich  n-ti  -\-  1 ,  wahrend 
der  Werth  von  c^  sich  in  der  bekannten  Weise  ergiebt. 

Wir  nehmen  jetzt  den  Fall : 

(B)  .      n  =  2w+1  . 

Es  fragt  sich,  wann  die  beiden  Ausdrücke : 

^i{t^  +  *'i)  •••  ^i(v  +  ^tm+i)     und     &^  {V—V,)  ...  &,  [v  —  v^rn^,) 

dieselben  Nullpunkte  haben,  wobei  die  Grössen  i/  alle  von  ein- 
ander verschieden  sind. 

Es  folgt  leicht ,  dass  auch  hier  vier  Falle  möglich  sind  und 
zwar  die  folgenden : 

I)  w^  =  0  ,     w,  =  —  (0^^^^ ,  . . .     lüyn+i  =  —  cy^+»  , 
II)  w,  =  AT,     Wj  =  —  w^jn^, ,    . .     10^^,  =  —  w^^,  , 
111)  w,  =  K+  iK\     w,  =  —  w,^^.,  ,     w^^,  =  —  w^^,  , 

^4  =  —  ^tw+i  )  •  •  •     t^m+i  =  —  ^m^%  • 
Im  Princip  bleiben  die  Betrachtungen  genau  so  wie  vorhin. 
Im  ersten  Falle  hat  das  erste  Integral  die  Form : 

(*2)     Vx  =  snu;(sn*tü  —  sn'w^)  •  •  •  (sn't^  —  sn*w^j^J  . 

8* 
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Eine  Gleichung  ftillt  von  den  allgemeineo  fort,  die  übrigen  haben 
die  Form: 


i^i(\  +  k^)x^+3k*-Xr'' 


+^2^^.+ 


oder  also 


2  '^^    Xf.  —  xi 


(13)     ^-H^  +  k')Xr+U'Xr'    j    gyr.        V       ^^ 

M  ^^^  %JUf   ^~~    *^\ 

Dieses  Gleichungssystem  kann  genau  so  wie  das  erste  behandelt 
werden.  Es  ist  auflösbar  und  zwar  leisten  die  Grössen  x^, 
^8  •  •  '  ^m+i  ^i^^^  Gleichung  vom  Grade  m  Genüge,  deren  Coeffi- 
cienten  sich  sämmtlich  ganz  und  rational  durch  eine  Lösung  einer 
Gleichung  vom  Grade  m  +  1  darstellen  lassen. 
Das  zweite  Integral  hat  die  Form : 

_       r dw 

y«      ^Vsn*uj(sn'iü  —  sn^w,)'  •  •  •  (sn*w;  —  sn'w^^J*  ' 

Entwickeln  wir  den  Ausdruck: 

1 1 

sn'tü  (sn*«;  —  sn*  w,)*  •  •  •  (sn*  w  —  sn*  w,„^J       x  •  f(x)* 

nach  Potenzen  von  w  —  lo^y  so  fällt  vermöge  unserer  Bedingungs- 
gleichungen der  Factor  von 

1__ 

w  —  w^ 

fort  und  umgekehrt  zieht  das  Fortfallen   des  Factors  unsere 
Bedingungsgleichungen  nach  sich.    In  der  That,  es  ist: 

snw;  •  f(x)  ^= 

(''  "  "'-'l  c/i^— ja,, +-r.l-     l d^d^ ja,,  +  ••• 

Nun  ist  aber : 

I -: — '--^ — )      =  Ttf  [Xy]  sn'w,.  •  cnw^  •  dnw^  , 

\        dw        lutf. 

.    /  ^   ^  1     =  2  sn  ft>^  (2/^'  [Xr)  sn*  w^  •  cn*  w^  •  dn*  u^  + 

dw         füif. 

+  f  (rcr)  (3  —  4(4+  k*)  Xf  +  U*  •  x/)  . 
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Die  BedingungsgleichuDgen  fttr  das  Verschwinden  des  genannten 
Factors  lanten  demgemUss: 

r  (a?^)(3  —  4  (1  +  t«)a?^  +  5 A*  •  V) 

and  das  sind  genau  die  früheren  Gleichungen. 

Unter  solchen  Umständen  können  wir  schreiben : 


m+l 


dMog  i4 /^  (m;  +  Ce>^) 


dw 
Dabei  ist : 


4  /•/A\«   » 


m 


ßf.  —  Cf.   — 


4ir/  •  f'[x^)^  •  cn*w^  •  dn'w^)  ' 


und  ebenso  einfach  kann  e^  berechnet  werden. 
Im  zweiten  FaUe  wird : 

(14)       y^  =  cntü  (sn* u;  —  sn*foJ  •  •  •  (sn'w;  —  sn*a>^^.J  . 

Eine  Gleichung  fällt  fort  und  es  bleibt  das  System : 

«  ^^    Xif>'~^  x^ 

oder  also : 

'  2  '    -^  x^—xi 

Drittens  wird: 

(16)        y^  =  dnt/;(sn*u;  —  sn*  wj  •  •  •  (sn^tü  —  sn'w^^j)  . 
Das  tlbrigbleibende  Gleichungssystem  lautet: 

Z  ^^^      Xtf  •""  CCj 

oder  also : 

Z  ^^      (X?^  ~"  £D^ 
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Viertens  endlich  kann  sein: 

(48)  y^  =sn  w;  •  on  t^  •  dn  m;  (sn*  w  —  sn*  w j)  •  •  •  (sn*  (a  —  sn*  Wj^.^ ) , 

Hier  fallen  drei  Gleichungen  fort.    Das  übrigbleibende  Glei- 
chungssystem lautet: 

4_2(4  +  A«)aj^  +  3i*.ar^* 


0  = 


-■^    .T!-  —  (r.t 


%  ^^     *JCf  *~"  00^ 

oder  also : 

Weiter  braucht  auf  diese  Fälle  nicht  eingegangen  zu  werden,  so 
dass  der  Fall  des  ungeraden  7i  jetzt  auch  als  erledigt  angesehen 
werden  kann. 

§5. 

Discussion  des  Ansiialimefalles  für  die  Picard^sehe  Differential- 

gleichang. 

Die  PiCARD*sche  Differentialgleichung  lautet : 

4         /\    +  ^n  +  4)/t«  -  -^ j: —  =  fp{w)  '  Co  . 

Bei  derselben  sind  die  Fülle  zu  unterscheiden,  ob  n  eine  gerade 
oder  eine  ungerade  Zahl  ist.  Beide  Fälle  sind  in  der  Arbeit 
des  Verfassers,  welche  sich  in  diesen  Berichten  vom  3.  März  4  890 
findet,  behandelt  worden.  Aus  den  dortigen  Untersuchungen 
geht  hervor,  dass  nur  der  Fall  des  ungeraden  n  zu  Ausnahme- 
betrachtungen Anlass  geben  kann. 

In   diesem   Falle ,   indem  wir  uns  n  =  2  m  +  4    gesetzt 
denken,  hat  ein  Integral  die  Form: 

während  das  andere  durch  Verwandlung  von  t;  in  —  v  ent- 
steht. Zunächst  folgt,  dass  auch  hier  die  Grössen  w^  >  * '  u^  von 
einander  verschieden  sein  müssen.    Eines  besonderen  Beweises 
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bedarf  diese  Eigenschaft  nur  ftXr  ij  =  K  -\-  iK!.  Wir  beweisen, 
dass  das  Integral  nicht  die  Form  haben  kann: 

qp  [w)  =  dn^t^  •  q>^  [w]  . 

In  derThat,  wäre  dasselbe  der  Fall,  so  mtlsste  die  Gleichung 
statt6nden : 

j         (Pdofw '  q>Aw)    ,  -,,     ,  IM,  ddn^W'W.lw) 

dnw _■    J*^  -  +  SI(m+4  A*'SnM;  cnu; ,     *^  —  = 

dw*  I     \  /  ^^ 

=  dn*^*  w  '  g)^  (w)  c^  . 

Differentiiren  wir  rechts  und  links  r  —  1  mal  und  setzen  nach 
der  Differentiation 

w  =  K+  iK'  , 
so  ergiebt  sich  die  Beziehung : 

r  — 4=2(^+1)     d.h.     r  =  n  +  3. 

Das  aber  geht  nicht,  da  r  ja  kleiner  als  n  sein  muss.  Der  Satz 
bleibt  auch  richtig  für  r  =  1 ,  so  dass  sich  also  hier  ein  Unter- 
schied zur  LAHfi^schen  Gleichung  zeigt.  Das  Integral  kann  keinen 
Factor  dnu;  besitzen.  Im  Uebrigen  bleiben  die  Betrachtungen 
ähnlich  wie  früher.  Wir  nehmen  zunächst  den  Fall  n  =  1 . 
Dann  fragt  sich  wann 

unter  den  angegebenen  Bedingungen  zu  gleicher  Zeit  der  Null 
gleich  werden  können.    Es  geschieht  das,  wenn 

I)  (0  =  0 

oder  also: 

(2)  «/j  =  sn  w 

ist.    Die  Differentialgleichung  nimmt  die  Form  an : 

(3)  ^-p^  +  2*. .  «"»^  •  °°!£  i^M  ^-k*.<p^w,. 

dur  dnw;         dw  ^     r\    i 

Das  zweite  Integral  hat  die  Form : 

—  2Ä*/  — dw 

J       dnw 

/e  »dw 
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oder  also,  da: 

—  8ä*  / 1 dw  =  loa  dn* w 

iSty 

Damit  ist  dieser  Fall  erledigt.    Es  kann 

(II)  ü)=^K    d.  h.     y^  ^  cntü 

sein.    Die  entsprechende  Differentialgleichung  lautet: 

dtir  AvLW  dw  ^^ 

Das  zweite  Integral  nimmt  die  Form  an : 

Im  allgemeinen  Falle  sind  nun  auch  zwei  Möglichkeiten  vorhanden : 

1)  o>,  =  0  ,     w,  =  —  w„  .  .  .     w^^4  =  —  (ü^^^  , 

II)  io,  =K,     w,  =  —  w„  .  .  .     w^+,  =  —  w^^,  , 

Im  ersten  Falle  wird : 

(7)      y^  =snir  (sn'iü  — -  sn*w,]  •  •  •  (sn't<;  —  sn*a>,^^J  . 

Im  allgemeinen  Falle  lauten  die  Bestimmungsgleichungen  für 
die  Grössen  x^ : 

^  '  1  —  A*ir^  -^    ir^  —  Xr  ' 

In  unserem  Falle  fallt  eine  der  Gleichungen  fort,  die  übrigen 
nehmen  die  Form  an: 


w  . 


(m  +  «)y '**_ 
4  —  fc' .  x^ 


_  1  ,  g(i  +  A'*)a-^  +  3 A»  ■  V  ^  ^^,      V        ^   u/ 

2  ^^    Xf.  —  Xi       x^ 
oder: 

2  '^  ^    Xr'-Xi 
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oder: 

^  '  2  ^   x^  —  Xi 

9 

Damit  sind  wir  wieder  zu  einem  Gleichungssystem  von  be- 
kannter Form  gelangt  und  können  die  Untersuchung  abbrechen. 
Das  zweite  Integral  wird : 


y.=y/ 


—  n  4-  4 )  fc'  I  — ^ dw 

J        dntü 


dio 


Non  ist : 

—  (n  +  <)«■  I  — -^ dw  =  logdn****  iv  , 

also  folgt: 

'^^)y»  =  yJsn^io.fsn> 


sn*  !<;  •  (sn*  w  —  sn'  w,)*  •  •  •  (sn*  w  —  sn*  w„j^| )  * 

Entwickeln  wir  den  Ausdruck : 

dn*»"^*  w dn**-*-*  w 

sn*iü  (sn*  w  —  sn*  w^)*  •  •  •  (sn^w;  —  sn*  w„j^J*       sn*  w  •  f  (a)* 

Dadi  Potenzen  vontt;  —  lo^.,  so  fällt  vermöge  unserer  Bedingungs- 
gleichungen der  Factor  von: 

\ 

w  —  0)^ 

fort,  und  umgekehrt  zieht  das  Fortfallen  des  Factors  unsere  Be- 
dingnngsgleichungen  nach  sich.   In  der  Thal,  wir  können  setzen  : 

i '^-% I       ^^-1       I 

sn*«; -/'(x)*       (w  —  (jJr)*       w  — 10^  ' 

dn'*-*"*w;  = 

=  dn"**  (ü^  —  [w  —  o)f.)(n  +  1 )  ft*  •  sn a>^  •  cna>^  •  dn**ce>y  -[-•••. 

Also  folgt  als  Bedingung  für  das  Verschwinden  des  Goefficienten 
von  {w  —  Wr)"*- 


-4— ,(w  +  ^)k*  •  snw^  •  ono;^ 


+  ^-.  =0, 


dnaif. 
oder  wenn  wir  erwägen,  dass  A_^  und  A_^  die  Werthe  besitzen: 
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^-.= 


""*  4/"  (x^) '  sn*^  w^  •  cn'  w^  •  dn'  w^.  ' 

die  Gleichung : 

Das  ist  aber  genau  unsere  frühere  Gleichung,  so  dass  der  Be- 
weis geliefert  ist. 

Unter  solchen  Umständen  können  wir  den  Ansatz  machen : 


m+l 


+^'er 


,  d*logyl/,  (lü  —  et»,.) 


2  dtü' 


Dabei  ist  dann : 

«•r  — 

V-- 

dn"-*-*tü^ 


4av*  •  /*'  la;^)*  •  cn*Wy  •  dn^w^ 

und  ebenso  einfach  kann  e^  berechnet  werden. 
Damit  sind  wir  am  Ziele. 
Im  zweiten  und  letzten  Falle  nun  wird : 

[W)      y^  =  cnit^(sn't^  —  sn* wj  •  •  •  (sn*M;  —  sn*w,„+,)  . 

Die  Grössen  x^  sind  aus  dem  Gleichungssysteme  bestimmt: 

A'^(m+1)iv^_ 
4  —  A*  .  d?^    — 

2  '^  x^  —  Xi       Xf.  —  i 

oder  also: 

^     ^  2  '^  '^    x^  —  Xi 

Damit  sind  wir  wiederum  zu  einem   bekannten  Gleichungs- 
systeme gekommen  und  können  abbrechen. 
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VI.  Noehmals  die  kanoniselie  Form  der  Parametergmppe. 

In  meiner  früheren  Miitheilnng  ttber  diesen  Gegenstand 
[diese  Berichte  1891,  S.  308  ff.)  kam  es  mir  darauf  an,  die 
ScHCRSche  Darstellung  für  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  kanonischen  Parametergruppe  in  möglichst  einfacher  Weise 
abzuleiten,  und  zugleich  nachzuweisen,  dass  sie  mit  der  Dar- 
stellung übereinstimmt,  die  Lib  gegeben  hat.  Die  Aufgabe,  die 
ich  gegenwärtig  erledigen  will,  ist  etwas  specieller. 

Nach  Schur  sind  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
kanonischen  Parametergruppe  Quotienten  beständig  convergenter 
Potenzreihen.  Da  die  betreffenden  Quotienten  alle  denselben 
Nenner  haben,  so  ist  es  offenbar  wttnschenswerth,  die  Null- 
stellen ihres  gemeinsamen  Nenners  angeben  zu  können.  Ich 
werde  diese  Nullstellen  dadurch  bestimmen,  dass  ich  den  be- 
wussten  Nenner  in  ein  beständig  convergentes  unendliches  Pro- 
duct  entwickle,  dessen  Factoren  lauter  ganze  rationale  Func- 
tionen sind.  Die  Methode,  deren  ich  mich  dabei  bediene,  be- 
steht io  der  Verbindung  gewisser  ScHcascher  Betrachtungen 
mit  dem  Multiplicationssatze  der  Determinanten. 

Zuvörderst  stelle  ich  die  Formeln  zusammen,  die  für  das 
Folgende  nöthig  sind. 

Ist  c,jj,  die  Zusammensetzung  einer  r-gliedrigen  Gruppe,  so 
findet  man  die  infinitesimalen  Transformationen  der  zugehörigen 
kanonischen  Parametergruppe  folgendermassen :  Man  bestimmt 

0  V  in  diesen  Berichten  4894,  S.  585  ff. 
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r*  Fanctionen  Wg^  von  ti^  -  -  -  u^  und  /,  die  den  Differential- 
gleichungen: 

(^ )  ^1^  =  *»«  +^'Jr^"r  Vj^      (s,  X  =  4  . . .  r) 

und  den  Anfangsbedingungen : 

genügen ;  setzt  man  dann : 

(3)  [^,J/=i  =  iPsni^i  •  •  •  "r)      (5,  X  =  4  ...  r) 

und  berechnet  man  die  r*  Functionen  Ugj  (u^  -  •  •  u^)  aus  den 
Gleichungen : 

r 

1 
so  stehen  die  r  Ausdrücke : 

V=^'«JO  ("*  •  •  •  "r)  ^     (x  =  4  •  .  •  r) 
in  den  Beziehungen : 

r 

(^•^x)  =^*  ^1X5 ^«A     (')  Jt  =  1  . . .  r) 
1 

und  sind   r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der 
kanonischen  Parametergruppe  von  der  Zusammensetzung  c^^^). 
Die  Functionen  xpg^  haben,  wie  man  sich  leicht  überzeugen 
kann,  die  schon  früher^)  von  Schur  angegebene  Form : 

WO  die  Ulx  ganze  homogene  Functionen  von  u^  *  •  *  u^  sind,  die 
aus  den  Gleichungen : 


4)  s.  L»,  diese  Bericht«  1890,  S.  478  ff.  und  Engel,  ebenda  4894, 
S.  808  ff. 

5)  s.  Schür,  ebd.  4890,  S.  4  ff.  u.  Math.  Aon.  Bd.  38,S.  S68  ff.  (4894). 
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(«) 


Ug^    — ^Cjj„M^ 


l.«r 


T|'»»T. 


.  .  .  1/(0       f/(0 


(5,  X  =  1  •  •  •  r) 

berechnet  werden  können.  Demnach  sind  die  xpg^  bestfindig 
convergente  Potenzreihen  und  die  A^f  werden  Quotienten  be- 
ständig convergenter  Potenzreihen.  Der  gemeinsame  Nenner 
der  betreffenden  Quotienten  ist  die  Determinante : 


^=  I  v*«!  = 


4  ("  +  <)!    *« 


Diese  Determinante  wollen  wir  jetzt  in  ein  bestfindig  conver- 
gentes  unendliches  Product  von  lauter  ganzen  rationalen  Func- 
tionen der  u  entwickeln. 

Aus  den  Definitionsgleichungen  (6)  der  Uix  folgt,  wie  Schub 
bemerkt  hat: 

(8)      ^  u^f  uj;;^  =  u^^i^^-^   (^,  r  =  0, 4 , 2, . . .) ; 

ferner  stimmt  augenscheinlich  der  Goefficient  von  U^J  in  der 
Reihenentwickelung  von  xpg^  mit  dem  GoefGcienten  von  x^  in 
der  Reihe: 


Ä        x"       _^  —  ^ 

überein.  Diese  beiden  Umstände  hat  bereits  Schub  mit  Erfolg 
verwerthet;  in  Verbindung  mit  dem  Multiplicationssatze  der 
Determinanten  werden  sie  uns  auch  zu  der  Productzerlegung 
der  Determinante  J  ftlhren. 

Bevor  wir  die  Determinante  J  selbst  behandeln,  schalten 
wir  einige  allgemeine  Bemerkungen  tiber  das  Rechnen  mit  der- 
artigen Determinanten  ein. 

Wenn  die  Reihe:  a^  +  a^o;  +  •  •  •  bestfindig  convergent 
ist,  so  gilt  dasselbe  offenbar  zugleich  von  der  Reihe: 
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«.t^ii^  +  «.t^,^i^  +  --- 


und  also  auch  von  der  Determinante : 


Ü 


sn 


Es  sei  nun  Öq  +  ^i  ^  +  *  * '  ®^^®  zweite  beständig  convergente 
Potenzreihe  und  es  gelte  die  Gleichung: 


(9) 


0  0  0 


wo  die  Potenzreihe  rechts  natürlich  auch  beständig  convergirt. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  bekommen  wir  nach  dem  Multi- 
plicationssatze   der  Determinanten  und  mit  Berücksichtigung 

von  (8): 


(40) 


2^  V  uiü^ 


OD 


2}b,u 


(y) 

SH 


0 


0.«ao 


fAV  1 


O^OD 


2'a^6,üO^-') 


/Ar 


^fCpU 


(p) 


Das  ist  die  erste  Bemerk ung,  die  wir  machen  wollten. 

Wenn  die  Reihe  «i  +  ff,  +  er,  +  •  •  •  unbedingt  conver- 
girt, so  ist  bekanntlich  das  unendliche  Product : 


H  +a^x)[\  +a^x) 


•  •  • 


unbeschränkt  convergent  und  in  eine  beständig  convergente 
Potenzreihe  entwickelbar: 


(11) 


flu  +  a,x)  =  1  +^yßyX''  . 


Zu  gleicher  Zeit  ist  aber  auch  das  unendliche  DeterminanteD- 
product: 
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(48) 


00 


H 


*«X  +  ^fl  ^SK 


unbeschränkt  convergent  und  gleich  der  Determinante: 


(43) 


CO 


'8X 


3   f/^^") 


die  ihrerseits  in  eine  beständig  convergente  Potenzreihe  ent- 
wickelbar ist.    Unter  r  wird  dabei  eine  beliebige  endliche  posi- 
tive ganze  Zahl  ^  0  verstanden. 
In  der  That,  die  Determinante  : 

hat  die  Form 

wo  g^,  g^^  •  •  •  g^j.  ganze  homogene  Functionen  von  ^t^  •  -  -  u^ 
sindy  deren  Grade  bezüglich  die  Werthe  r,  Sr,  •  •  • ,  rr  haben. 
Das  unendliche  Product  (12]  convergirt  daher  für  alle  Werthe 
von  M. 


•  •   • 


u^ ,  für  die  die  Reihe : 

1 
unbedingt  convergirt.     Nun  aber  convergiren  die  Reihen 

OD  CC  OO 

1  1  t 

unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sämmtlich  unbedingt, 
folglich  ist  der  Ausdruck  (14)  eine  ganze  rationale  Function 
TT**"  Grades  von  w^  •  -  -  n^  mit  lauter  endlichen  Zahlencoeffi- 
cienten,  unser  Product  [W\  ist  daher  unbeschränkt  convergent. 
Dass  andrerseits  das  Product  (42)  gleich  der  Determinante  (13) 
ist,  erkennt  man  sofort,  wenn  man  die  Determinante  betrachtet, 
durch  die  das  Determinantenproduct: 

(<  5)  I  «,,  +  a^  Ü,^W  I  •  I  «,x  +  «K  U,J-^^  1 

darstellbar  ist.  Dieses  Product  ist  nämlich  gleich  der  Deter- 
minante : 


r 


^  {e^  +  a^  U,/^))  {Bj^  +  a,  UJl>) 
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die  wegen  der  Eigenschaften  der  €g^  und  wegen   der   Glei- 
chungen (8)  die  einfachere  Form : 

(46)  ^B„+  (a^  +  a J  ü,^«  +  a^  a^  t7,^(«)  | 

annimmt.    Da  nun  unter  den  gemachten  Voraussetzungen : 

lim  ff{i+  af,x)  =  4  +2r  Z^*'^'' 
ist,  so  ist  der  Gränzwerth  des  Productes: 


m 


N 


^sn  +  «ü  UJ''^ 


f*^SX 


für  m  =  oo  kein  anderer  als  die  Determinante  (13). 

Dies  die  zweite  der  angektlndigten  allgemeinen  Bemer- 
kungen. 

Nunmehr  wenden  wir  uns  zur  Untersuchung  der  Deter- 
minante : 


J  = 


ut^ 


0     ("+<)'     '" 


Es  ist  augenscheinlich: 


=  el^. 


X 


2 


also: 


X' 


^^        du         ^y     ac'*       ^y  2  •  ir**' 


2^|ii! 


2«''+»(2r+<)l  ' 


wo  die  beiden  Reihen  auf  der  rechten  Seite  beständig  conver- 
giren ;  auf  Grund  unserer  ersten  allgemeinen  Bemerkung  können 
wir  daher  J  in  ein  Product  zweier  Determinanten  zerlegen : 


(M)  J^ 


^  il^fil     «    j        -f    2«''+«(2»'+  <)1     ** 

und  zwar  convergiren  beide  Determinanten  unbeschrankt. 
Es  ist  femer : 

2 
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wie  aus  der  bekannten  Prodnctzerlegung  von  smx  hervorgeht. 
Demnach  zeigt  unsere  zweite  Bemerkung ,  dass  der  eine  Faotor 
von  J  in  ein  beständig  eonvergentes  Product  entwickelt  werden 
kann: 


(18)  I  5X  — . — I {;(«»') 


OD 


=// 


**«  "T 


4 


Uil^ 


**^4y*7r*    *»^ 


Hier  können  wir  wegen  der  Gleichheit  der  beiden  Ausdrücke 
(15)  und  (46J  jede  Determinante  auf  der  rechten  Seite  noch  in 
zwei  Factoren  zerspalten  und  bekommen  so : 


(19) 


OD 


V, * u^*") 


00 


=H 


«         %V7ti      » 


WO  jetzt  freilich  in  dem  Producte  auf  der  rechten  Seite  die  An- 
ordnung der  einzelnen  Factoren  nicht  mehr  ganz  beliebig  ist. 

Um  auch  noch  den  ersten  Factor  von  J  auf  eine  einfachere 
Form  zu  bringen,  betrachten  wir  die  etwas  allgemeinere  Deter- 
minante: 


(20) 
Setzen  wir: 


i^  ?1  "'.i' 


f' 


OD 


tt* 


ü) 


8K 


und    erinnern  wir  uns   der  auf  S.  44  definirten   Functionen 
Wg^j  die  augenscheinlich  die  Form: 

haben,  so  erkennen  wir,  dass: 


0) 


sx 


ht 


ist,  dass  also  die  lo^^  den  Differentialgleichungen : 


m 


hü), 


sx 

l...r 
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genttgen,  die  aus  (i  ]  durch  Differentiation  nach  (  folgen.   Durch 
diese  Differentialgleichungen  und  durch  die  Anfangsbedingungen : 


(22) 


KJ«=o  =  ««      («,  x=4 


•    •    • 


r) 


sind  die  (o,^  vollständig  bestimmt. 

Bezeichnen  wir  nun   die  Determinante  (20)  der  w^^  karz 
mit  J',  so  ergiebt  sich : 


ht 


M 


l...r 


=2 


U^lüi 


hJ' 


also  wird: 


l...r 


l_r 


-^••2 


^STS^S 


9t 


9 

Da  aber  ^i'  fttr  ^  =  0  den  Werth  4  annimmt,  so  kommt : 


(23) 


z/'  = 


OD 


() 


2V  -.  f^^^ 


t.H^^^ 


Setzen  wir  f  =  ^ ,  so  erhalten  wir  den  ersten  Factor  von  J  in 
der  Gleichung  (47).  Mit  Berücksichtigung  von  (49)  ergiebt  sich 
daher  schliesslich: 


(24) 


OD  I 

y, i pw 


or 


««  + 


4 


t/ii) 


«^2«'7rt     *« 


Damit  ist  unsere  Aufgabe  erledigt.   Die  Determinante  der 
\pg^  ist  in  ein  unendliches  Product  zerlegt ,  das  bestaindig  con- 
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vergilt  und  dessen  Factoren  lauter  ganze  Functionen  von  u^^^'Uf, 
sind. 

Wie  man  sieht,  verschwindet  die  Determinante  der  ipg^ 
nur  für  solche  Werthsysteme,  fttr  die  eine  der  unendh'ch  vielen 
ganzen  Functionen  : 


(i/=4,  2  .  .  .) 


den  Werth  Null  annimmt. 

Unsere  Productzerlegung  von  ^J  liefert  uns  noch  eine  wei- 
tere bemerkenswerthe  Eigenschaft  dieser  Determinante.  Es 
ist  nflmlich : 


^sx    I    ^  ^sx 


=  ^+-i;>s,+wi^*+--+zrr9r, 


wo  g^  eine  ganze  homogene  Function  x^®"  Grades  von  u^  •  •  •  u^ 
bezeichnet.  Die  Functionen  g^  -  -  '  Qr  sind  nun,  wie  Shilling 
zuerst  erkannt  hat,  Invarianten  der  adjungirten  Gruppe,  die  zu 
der  Zusammensetzung  c^^  gehört  (s.  Math.  Ann.  Bd.  34,  S.  260 
ff.).    Insbesondere  ist : 

1 
Drücken  wir  J  durch  die  Functionen  g^  '  -  -  gr  ^^s,  so  kommt 

diesen  Ausdruck  aber  können  wir  in  eine  beständig  conver- 
gente  Potenzreihe  von  9«  -  *  *  9^  entwickeln.  Demnach  ist  J 
selbst  eine  Invariante  der  adjungirten  Gruppe.  Denkt  man  sich 
andrerseits  J  nach  Potenzen  von  u^  -  '  -  u^  entwickelt: 

J  =  4  +^y  Dy(u^  •  •  •  Wr)  , 
1 

wo  unter  Dy  eine  ganze  homogene  Function  v^^^  Grades  ver- 
standen wird,  so  ist  jedes  Dy  augenscheinlich  darstellbar  als 
eine  ganze  rationale  Function  der  ?'  Invarianten:  ^4  *  *  *  9r  * 

Zum  Schluss  wollen  wir  noch  hervorheben,  dass  sich  die 
gemachten  Entwicklungen  ohne  Weiteres  auf  die  zweite  Para- 

4* 


52  Friedrich  Engbl, 

metergruppe  in  ihrer  kanonischen  Form  übertragen.  Die  infini- 
tesimalen Transformationen  dieser  Gruppe  sind  ebenfalls  Quo- 
tienten bestfindig  convergenter  Potenzreihen  und  werden  aus 
den  infinitesimalen  Transformationen  der  ersten  kanonischen 
Parametergruppe  durch  die  Substitution: 

m/  =  —  u^,  •  •  •  w^'  =  —  Uf, 

erhalten.  Der  gemeinsame  Nenner  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  zweiten  kanonischen  Parametergruppe  hat  da- 
her dieselben  Nullstellen  wie  die  Determinante  J. 


Bei  dieser  Gelegenheit  mag  noch  eine  andere  Bemerkung 
über  die  kanonische  Parametergruppe  ihre  Stelle  finden.  Ich 
werde  nämlich  zeigen,  dass  sich  die  Functionen  a^j  (u^  -  -  -  u^) 
in  den  infinitesimalen  Transformationen  A^f  der  kanonischen 
Parametergruppe  ebenso  wie  die  xp  durch  ein  simultanes 
System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  definiren  lassen. 

Es  seien  Wg^  die  r*  Functionen ,  die  den  Differentialglei- 
chungen (\)  und  den  Anfangsbedingungen  (2)  genügen.  Be- 
stimmen wir  dann  r*  Functionen  A^  aus  den  Gleichungen : 

(26)  ^' "^«x  ^«  =  e,,/    (".>==<  •••'•), 

1 

SO  geht  jedes  A^  bei  der  Substitution  t==i  in  a^j  über. 

Um  gewöhnliche  Differentialgleichungen  für  die  Agj  zu 
finden .  differentiiren  wir  (26)  nach  t  und  berücksichtigen  (4  ] , 
das  giebt : 

(87)  2!'  «p«  ^'  +2'«  ^»y  I ««  +Är*  ^hvj=(i. 

Erinnern  wir  uns  jetzt,  dass  aus  (26)  auch  die  Gleichungen 

(28)  ^x  W,^A,^  =  e,,     (^,  ^=  1  .  .  .  r) 

1 

folgen,  so  bemerken  wir  sofort ,  dass  wir  aus  (27)  die  W^^  weg- 
schaffen können,  wir  brauchen  zu  diesem  Zwecke  blos  (27)  mit 
Ay^  zu  miiltipliciren  und  nach  x  von  4  <  •  •  r  zu  summiren. 
Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die  Differentialgleichungen: 
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(X   i  l...r  l...r 

I  (»'»jf^^  •  •  •  r)  . 

Durch  die  Differentialgleichungen  (29)  sind  die  v4,^-  vollständig 
bestimmt,  wenn  man  noch  die  Anfangsbedingungen : 

(30)  [«•^„•1=»  =  «„-     (♦',y  =  1  ••  -r) 

hinzunimmt. 

Dass  die  Functionen  A^j  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  kanonischen  Parametergruppe  bestimmen,  lässt  sich 
natürlich  auch  aus  den  Differentialgleichungen  (29)  beweisen, 
ohne  dass  man  zu  den  Functionen  Vg^  zurückkehrt. 


A.  Mayer,  Zur  Theorie  der  Maxima  und  Minima  der  Func- 
tionen von  n  Variabein. 

Soll  eine  Function  f(x^  •  •  •  (rj  mit  stetigen  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten an  der  Stelle  a^  *  >  *  a^  ein  Maximum  oder 
Minimum  erreichen,  so  müssen  in  der  TATLOE'schen  Entwicke- 
iung  der  Differenz: 

D  =f[a,  +  /i^  ,     •  .  .     a„  +  Ä„)  —  f{a,  -  "  a^) 

nach  steigenden  Potenzen  der  willkttrlichen  Incremen te  A*^,  -  "/>^n 
die  Glieder  erster  Ordnung  identisch  verschwinden.  Bilden 
überdies  die  Glieder  niedrigster  Ordnung,  die  in  dieser  Ent- 
Wickelung  wirklich  auftreten,  zusammen  eine  definite,  respective 
eine  indefinite  Form,  so  unterliegt  das  Stattfinden,  respective  das 
Nichtstattfinden  eines  Maximums  oder  Minimums  der  Function 
an  der  betrachteten  Stelle  keinem  Zweifei  mehr.  Dagegen  ist, 
ausser  fttr  n  =  8  und  n  =  3,  die  Frage  nach  solchen  Kriterien, 
welche  für  das  Maximum  oder  Minimum  in  dem  Ausnahmefalle 
gleichzeitig  nothwendig  und  hinreichend  wttren,  wo  die  Summe 
jener  Anfangsglieder  gleicher  Ordnung  semidefinit  ist,  noch  nir- 
gends eingehender  behandelt  worden,  und  nach  den  complicirten 
Verhältnissen,  welche  schon  fttr  die  Functionen  von  zwei  Vari- 
abein in  diesem  Falle  auftreten  können  ^),  dttrfte  diese  Frage  sich 
wohl  überhaupt  noch  nicht  allgemein  erledigen  lassen. 

Indessen,  wenn  man  sich  ja  natürlich  auch  Beispiele  bilden 


4)  Vgl.  Ludwig  Scbeefper,  Theorie  der  Maxima  und  Minima  einer 
Function  von  zwei  Variabeln^  diese  Berichte  4  886,  p.  4  02 — 443,  abgedruckt 
in  den  Math.  Annalen,  Bd.  35.  Diese  Abhandlung  wird  im  Folgenden  unter 
dem  Zeichen  Seh,  citirU 
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kann,  die  alle  möglioben  Speoialitäten  aufweisen,  so  treten  doch 
bei  den  Anwendungen  in  der  Regel  nicht  gleichzeitig  mehrere 
Singularitäten  vereint  auf.  Solange  man  daher  die  Frage  nicht 
allgemein  anzugreifen  vermag ,  ist  es  jedenfalls  gerechtfertigt, 
ganz  unbekümmert  darum,  ob  sich  daraus  eine  allgemeine 
Lösungsmethode  entwickeln  könnte  oder  nicht,  die. Untersuchung 
zunächst  nur  auf  den  einfachsten  Fall  zu  beschränken ,  d.  h.  an 
Stelle  der  allgemeinen  Frage  zunächst  die  speciellere  in  Betracht 
zu  ziehen: 

Wenn  in  det*  Entwickelung  der^  Differenz  D  die  Glieder  erster 
Ordnung  identisch  verschwinden  und  die  Glieder  zweiter  Ordnung 
eine  semidefinite  Form  bilden ,  welche  Bedingungen  sind  alsdann 
hinreichend,  und  im  Allgemeinen,  d,  h.  vorausgesetzt,  dass  nicht 
wiederum  eine  neue  Singularität  eintritt j  zugleich  auch  nothwendig 
für  ein  Maximum  oder  Minimum  der  gegebenen  Function  f  an  der 
Stelle  a^'"  a„? 

Mit  andern  Worten  also,  es  wird  nur  nach  solchen  Kriterien 
gefragt,  welche  das  Maximum  oder  Minimum  an  der  betrachteten 
Stelle  nicht  bloss  för  die  gegebene  Function  selbst,  sondern  zu- 
gleich auch  für  jede  andere  Function  f^  [x\  •  •  •  x^)  sichern  sollen, 
für  welche  die  Entwickelung  der  Differenz 

AK  +  *4 »    •  •  • »    «n  +  K)  —  A («4  •  •  •  «fi) 

sich  erst  in  den  Gliedern  fünfter  und  höherer  Ordnung  von  der 
Entwickelung  der  Differenz  D  unterscheidet. 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  ist  es,  die  im  Folgenden 
versucht  werden  soll,  allerdings  auf  einem  Wege,  der  von  vorn- 
herein nicht  ganz  einwurfsfrei  ist.  Wo  es  aber  an  einem  absolut 
sichern  Fundamente  noch  fehlt,  da  muss  man  sich  eben  auch 
mit  weniger  strengen  Methoden  behelfen,  falls  dieselben  nur 
tiberhaupt  ein  tieferes  Eindringen  in  das  Problem  gestatten. 

Um  den  Gegenstand  im  Zusammenhange  darzustellen,  wurde 
es  nöthig,  die  ganze  Untersuchung  ab  ovo  zu  beginnen  und  also 
aach  das  Bekannte  von  Neuem  kurz  abzuleiten.  Im  Besonderen 
konnte  namentlich  die  Reproduction  eines  Theils  der  Resultate, 
die  bereits  in  meiner  Note  »lieber  die  kürzesten  und  weitesten 
Abstände  eines  gegebenen  Punktes  von  einer  gegebenen  Oberfläche 
und  die  dritte  Variation  in  den  Problemen  des  gewöhnlichen  Maxi-- 
mums  und  Minimums  t,  diese  Berichte  4884,  erhalten  wurden, 
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deshalb  nicht  wohl  umgangen  werden,  weil  dieselben  sich  auch 
fttr  die  vorliegende  Untersuchung  als  höchst  wesentlich  heraus* 
stellten.   Ich  bezeichne  diese  Note  im  Folgenden  kun  durch  A. 

§1- 

Analytische  Definition  des  Minimums.    Allgemeine  Entwiekelangen. 

Die  zweite  Variation. 

Da  ein  Maximum  der  Function  f  identisch  ist  mit  einem 
Minimum  der  Function  —  f.  so  können  wir  uns  auf  den  Fall  des 
Minimums  beschranken,  und  demnach  die  Grundfrage  so  steilen : 

Unter  welchen  Bedingungen  erreicht  eine  gegebene  Func- 
tion f  x^  '  •  •  ii'J  einen  kleinsten  Werth  an  einer  solchen  Stelle 
x^  =  fi^,   '  '<-  j  Xf^  =  a„,  in  deren  Umgebung  die  Differenz 

D  =  f{a^  +k,,     .  .  .  ,     o«  +  AJ  —  /-(a,  •  •  •  o J 

sich ,  so  weit  als  man  will ,  nach  der  begrenzten  TAYLon'schen 
Reihe  entwickeln  lässt? 

Fttr  ein  Minimum  der  Function /* an  der  Stelle  a^  -  --  a^^  ist 
nun  jedenfalls  nothwendig,  dass  die  Function  auf  jeder  Gurve, 
die  sich  durch  einen  willkttriichen  Parameter  t  in  der  Form : 

(4)        Xi  =  ipi(t)  =  cii  +  §iU  +  ^V^*  +  i?^'  +  •  •  •  , 

1=  <,  2,  •  •  •  n  , 
ausdrücken  lässt,  im  Punkte  /  =  0  ein  Minimum  erreiche.  Dabei 
soll  natürlich  in  den  ^  A  (ebenso  wie  in  den  weiterhin  auftreten- 
den Grössen  F,-^)  der  Buchstabe  k  keinen  Exponenten ,  sondern 
nur  einen  obern  Index  bedeuten.  Desgleichen  versteht  es  sich 
von  selbst,  dass  diese  Reihencoefficienten  ganz  beliebige  Werthe 
erhalten  können  und  nur  nicht  alle  gleichzeitig  gleich  Null  ge- 
setzt werden  dürfen,  sowie  auch,  dass  hier  im  Gebiete  des  Gröss- 
ten  und  Kleinsten  das  Wort  Werth  immer  nur  in  der  Bedeutung 
»  endlicher  und  reeller  Werth  u  gebraucht  wird. 

Dass  diese  Forderung  umgekehrt  auch  hinreichend  ist,  dürfte 
wohl  allgemein  zugestanden  werden.  In  der  That  wird  dies  für 
den  Fall  n  =  2  implicite  bewiesen  durch  die  ScHEEPFSR^sche 
Theorie  der  Maxima  und  Minima  der  Functionen  von  zwei  Vari- 
abein, und  auch  die  Methode,  welche  Herr  Stolz  für  Functionen 
dreier  Yariabeln  angedeutet  hat  ^j ,   kommt  schliesslich  darauf 

1 )  Die  Maxima  und  Minima  der  Functionen  von  mehreren  Veränder- 
lichen, Sitzungsberichte  d.  Kais.  Akademie  d.  Wissenschaften  in  Wien. 
Malhem. -naturw.  Ciasse,  Bd.  XCiX.  Abth.  H.a.  Juni  4690. 
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larttck,  das  Verhalten  der  gegebenen  Function  auf  Gurven  von 
der  analytischen  Form  (1 )  in  der  Nahe  des  Punktes  /  =  0  zu 
untersuchen.  A  priori  lässt  sich  diese  Umkehrung  jedoch  wohl 
kaum  wirklich  beweisen,  und  es  ist  daher  möglicher  Weise 
immerhin  noch  eine  Beschränkung  des  allgemeinen  Minimum- 
begriffes, wenn  wir  die  obige  Forderung  im  Folgenden  auch  als 
hinreichend  annehmen,  mit  andern  Worten,  wenn  wir  das  Mini- 
mum —  unter  der  selbstverständlichen  Voraussetzung,  dass  das- 
selbe überhaupt  auf  dem  Wege  der  Potenzentwicklung  nach- 
weisbar sei*)  —  also  definiren: 
Setzt  man : 

so  ist  es  zu  einem  Minimum  der  gegebenen  Function  f[n\^  •  •  •  x^) 
an  der  Stelle  a^  . . .  a„  nothivendig  und  hinreichend ,  dass  für  alle 
nicht  gleichzeitig  verasch  windenden  Werthe  der  Reüiencoefficienten 
II  >  b?  >  •  •  •  j  ?n*»  ln*7  •  •  •  ^^  ^^^'  Entwickelung  der  Differenz 

P[t)  -  F(0) 

nach  steigenden  Potenzen  von  t  stets  das  erste  nicht  verschwin- 
dende Glied  von  einer  geraden  Ordnung  und  positiv  sei^). 

Aus  dieser  Definition  folgt  zunächst,  dass  an  einer  Mini- 
mumsstelle a^  . . .  a^^  die  ersten  partiellen  Differentialquotienten 
der  Function /^  sämmtlich  verschwinden,  die  Werthe  x^  =  a^, 
. . . ,  o*,,  =  a^  also  Wurzeln  der  n  Gleichungen  sein  müssen : 

;3)    r^i  =  ^ ,   r^.  =  o ,    •••,   r^n  =  o . 


1)  Vgl.  Seh.  namentlich  §  4. 

%]  Auch  ScHEEFFER  hatte,  als  er  anfing  sich  mit  der  Theorie  des  ge- 
wöhnlichen Maximums  und  Minimums  zu  beschäftigen,  zuerst  diese  De- 
finition zu  Grunde  gelegt,  und  verliess  dieselbe  erst  dann,  nachdem  er  in 
der  Theorie  der  algebraischen  Curven  eine  ungleich  bessere  und  strengere 
Begründungsart  erkannt  hatte.  Aus  diesem  Grunde  blieb  auch  seine  erste 
Arbeit  über  diesen  Gegenstand  unvollendet.  In  derselben  hebt  er  aber 
ausdrücklich  hervor,  dass  man  sich  über  die  Strenge  der  obigen  Definition 
nicht  täuschen  dürfe,  und  begründet  dies  sehr  treffend  mit  den  Worten : 

»Obschon  es  im  Falle,  dass  kein  Minimum  stattfindet,  dass  also  in 
jeder  Nähe  der  betreffenden  Stelle  Oj  •  •  •  a„  andere  Stellen  mit  kleineren 
oder  höchstens  gleichen  Functionswerthen  f{x^  •  •  •  x^]  existiren,  immer 
möglich  sein  wird,  durch  unendlich  viele  solcher  Stellen  eine  Curve  zu 
legen,  auf  welcher  alsdann  in  dem  betrachteten  Punkte  natürlich  eben- 
falls küein  Minimum  eintritt,  so  bleibt  doch  immerhin  die  Möglichkeit  offen, 
dass  keine  derartige  Curve  sich  in  der  Form  (1)  darstellen  lösst.« 
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Ich  setze  überdies  voraus,  dass  diese  Werthe  keinem  etwaigen 
solchen  Systeme  Auflösungen  der  Gleichungen  (3)  angehören,  wel- 
ches nicht  von  vornherein  für  alle  n  Unbekannte  x  bestimmte 
Werthe  ergeben  hatte.  Der  gegentheilige  Fall  wird  im  folgenden 
Paragraphen  besonders  untersacht  werden. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Werthe,  welche  die  höheren  par- 
tiellen Differentialquotienten : 

der  Function  f  für  die  betrachteten  Wurzeln  a?,  =  a^ ,  . . . , 
x^  =  a„  der  Gleichungen  (3)  annehmen,  zur  Abkürzung  durch: 

^ik  »  ^ikX  >  ^ikXu  >  '  '  '   i 

SO  ergiebt  sich  für  die  Differenz : 

(4)     J(e)  =  f[a,  +  eh,  ,  •  •  • ,  a^  +  eh^)  —  f(a,  -  •  •  aj 

die  Entwickelung: 

+ , 

in  der,  wie  überhaupt  im  Folgenden  immer  da.  wo  keine  beson- 
deren Summengrenzen  angegeben  sind,  alle  Summen  von  1  bis 
n  zu  nehmen  sind. 

Setzt  man  hierin  für  1  =  1 ,  2,  •  •  •  n: 

lö)  hi  =  SiU  +  SiU^  +  '"  +  Si't'  +  •  •  •  , 

so  folgt  weiter: 

(6)    J{s)  =  j{Vlt*  +  VU'  +  KJ<«  H +  V^U^  H ) 

+  2^  (Vit*  +  Vit*  + h  Vy't"  +  .  •  .) 

und  hierin  ist,  weil  die  Goefficienten  c^j.,  c^f^xi  -•-  ungefindert 
bleiben,  wenn  man  die  Reihenfolge  ihrer  Indices  ändert, 
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(7)  {  VI  ^a^J^^^'^Cial/^SV 


Vy'  =2'2^'2>  «^«A^^'.'  ^k'  h'-" 

+  (^i*  ?*'  +  &»!*•)  ?*"-»+  ••• 


Nimrot  man  nun  zunächst  e  =  4 ,  so  verwandelt  sich  ^{e)  gerade 
in  die  Differenz: 

J(^)  =  F{t]  -F(0)   , 
und  aus  (6)  erhält  man  die  Entwickelung : 

(8)  J{^)  =  ^{Vll*  +  {V*  +  ^Vl)t' 

Das  Anfangsglied  dieser  Entwickelung  ist : 

Soll  daher  der  betrachtete  Werth  f{a^  •  •  •  a„)  ein  Minimum  von 
/■  sein,  so  darf  seine  zweile  Variation : 

(9)  V,=  V\^_^i^kCik^,<§^^ 

keiner  negativen  Werthe  fähig  sein.  Und  umgekehrt,  wenn  die- 
selbe definit  positiv  ist,  wenn  sie  also  nicht  bloss  nie  negativ 
werden  kann,  sondern  auch  nur  dann  verschwindet,  wenn  ihre 
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n  Variabein  ^|  . . .  ^n  gleichzeitig  verschwinden ,  so  besitzt  die 
Function  f  an  der  Stelle  a^  ...  a^  sicher  ein  Minimum, 

In  derThat,  zunächst  erreicht  alsdann  /*auf  allen  denjenigen 
Curven,  in  deren  Gleichungen  (1)  die  n  ersten  Coefficienten 
^|...^„*  nicht  sämmtlich  Null  sind,  im  Punkte  ^  =  0  ein 
Minimum. 

Dasselbe  gilt  aber  auch  dann  noch,  wenn  man  die  Reihen 
(4j  nicht  mit  der  ersten,  sondern  mit  einer  beliebig  hohen,  etwa 
mit  der  7/i-ten  Potenz  von  t  beginnen  lässl.  Denn  nach  (4)  und 
(5)  kommt  dies  darauf  hinaus,  jetzt  e  =  P"*  zu  nehmen  und 
also  an  Stelle  von  z/(1)  die  Differenz  ^(P""*)  zu  betrachten. 
Nach  (6)  aber  beginnt  die  Entwicklung  dieser  Differenz  wie- 
derum mit  dem  definit  positiven  Gliede : 

4 

^  x/t  /im 

Ist  also  die  zweite  Variation  definit  positiv,  so  besitzt  die  Func- 
tion f  überhaupt  auf  alle^i  Curven  {\ )  im  Punkte  ^  =  0  ein 
Minimum,  und  damit  ist  nach  unserer  Grundconvention  das  Mini- 
mum auch  im  Räume  ^r^  .,,Xf^  selbst  sicher  constatirt,  was  man 
bekanntlich  auch  unabhängig  von  dieser  Convention  ganz  streng 
beweisen  kann<]. 

Offen  bleibt  die  Frage  demnach  nur  dann,  wenn  die  zweite 
Variation  weder  definit,  noch  indefinit,  d.  h.  (falls  sie  nicht  etwa 
identisch  verschwindet) ,  wenn  sie  semidefinit  und  zwar  (da  wir 
nur  den  Fall  des  Minimums  ins  Auge  fassen)  positiv  ist,  und 
dieser  singulare  Fall  soll  eben  den  Gegenstand  unserer  Betrach- 
tungen bilden. 

Für  alle  Werthsysteme  ^}  . ..  ^„*,  welche  \\  nicht  zum  Ver- 
schwinden bringen,  beginnt  dann  die  Entwickelung  von  J[\)^ 
wie  von  ^(P""*)  stets  mit  einem  positiven  Gliede  gerader  Ord- 
nung. Wir  haben  daher  diese  Entwickelungen  nur  noch  zu 
untersuchen  für  diejenigen  Werthe  der  n  Variabein  ^*,  welche 
F,  =  0  machen. 

Nun  ist,  da  die  zweite  Variation  semidefinit  und  positiv  sein 
soll.  Null  der  kleinste  Werth,  den  sie  überhaupt  anzunehmen 
vermag.  Jedes  Werthsystem  |J  . . .  |„*,  für  welches  \\  verschwin- 
det, muss  daher  nothwendig  den  n  Gleichungen  genügen: 


4)  Vgl.  z.  B.  die  Anmerkung  am  Schlosse  von  Seh.  §  6. 
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Aus  diesen  Gleichungen  folgt  rttckwärts: 

Umgekehrt  bringt  also  jedes  Werthsystem  der  Variabein  ^', 
welches  ihnen  genttgt,  K,  zum  Verschwinden,  und  man  hat  den 
wichtigen  Satz: 

/.   Wenn  die  ganze  homogene  Function  zweiten  Grades : 

semidefinit  ist,  so  lassen  sich  die  n  linearen  homogenen  Gleichungen : 

immer  erfüllen  durch  Werthe  von  ^{  . .  .  ^„*,  die  nicht  sämmtlich 
Null  sind,  und  zugleich  giebt  es  keine  anderen  Werthe  diesen*  n 
Variabein,  für  welche  F,  =  0  würde,  als  solche,  welche  diese  n 
Gleichungen  erfüllen^). 

Der  besondere  Fall,  in  welehem  sieh  die  ersten  partiellen  DiiTerential- 
f  uetienten  der  gegebenen  Fnnetion  znm  Verschwinden  bringen  lassen, 
•Ime  iass  alle  n  Variable  besÜMmte  Wertbe  zn  erbalten  branehen^). 

Im  Allgemeinen  lassen  sich  die  n  Gleichungen : 

falls  sie  überhaupt  gleichzeitig  bestehen  können,  nicht  anders 
erfüllen  als  dadurch ,  dass  alle  n  Unbekannte  x^  •  •  •  ^n  ^^ 
stimmte  Werthe  erhalten,  und  dann  ist  die  im  Vorhergehen- 
den über  das  Wurzelsystem  x^  =  a^,  . ..,  a*^  =  o^  gemachte 
Yoranssetzung  eo  ipso  erfüllt.   Unter  Umständen  kann  man  aber 


4)  Genau  ebenso  folgt  allgemein: 

Dm  allgemeinste  Werthsystem  ^^  •  •  •  |„ ,  welches  eine  gegebene  semi- 
definiie  ganie  homogene  Function  Arn*««»  Grades  F(li  •  •  •  |„)  zum  Verschwin- 
den bringt,  bestimmt  sich  aus  den  n  Gleichungen : 


bv      ^        ör  ör     , 


8)  A.  §  5. 
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diesen  Gleichungen  auch  genügen ,  indem  man  nur  fttr  einen 
Theil  der  n  Unbekannten  passende  Functionen  der  Ubrigen  setzt. 
Ein  Beispiel  für  diesen  besonderen  Fall  ist  uns  soeben  in  den 
semidefiniten  ganzen  homogenen  Functionen  zweiten  Grades  be- 
gegnet. Hier  tritt  diese  Singularität  dadurch  ein,  dass  eine  oder 
mehrere  von  den  Gleichungen  (3)  eine  blosse  Folge  der  übrigen 
werden,  und  dann  giebt  es  überhaupt  kein  System  Auflösungen 
dieser  Gleichungen,  welches  alle  n  Unbekannte  x  vollständig 
bestimmte.  Sie  kann  sich  aber  auch  nur  bei  gewissen  Auf- 
lOsungsarten  der  Gleichungen  (3)  einstellen,  während  die  Func- 
tionen f'x^j  ...  f'x^  an  sich  von  einander  unabhängig  sind.  Für 
die  Function 

2f[x^  x^)  ^  a*  sin*  x^  -f-  (b*  cos*  x^  +  c*  sin*  x^)  cos'  x^ 

z.  B.,  das  Quadrat  des  Radiusvectors  des  Ellipsoides 

ac  =  a  sin  flc^  ,     y  =  b  .cos  x^  cos  ir,  ,     z  =  c  cos  x^  sin  x^  , 

sind  die  beiden  ersten  Differentialquotienten: 

f  x^  ^  (a*  —  6*  cos*  x^  —  c'  sin*  x^)  sin  x^  cos  x^ 
f*  x^^  (c*  —  6*)  cos  JT,  sin  05,  cos*  x^ 

von  einander  unabhängige  Functionen  von  x^  und  o?,,  aber 
beide  verschwinden  bei  willkürlichem  x^  durch  die  Annahme 
cos  x^  =  0. 

Um  nun  zu  erkennen,  was  sich  in  unseren  Betrachtungen 
ändert,  wenn  das  Werthsystem  x^=^  a^,  ...,  jr„  =  a„  einer 
solchen  exceptionellen  Auflösung  der  Gleichungen  (3)  an- 
gehört, nehme  ich  jetzt  allgemein  an,  die  gegebene  Function  f 
sei  so  beschaffen,  dass  diesen  n  Gleichungen  bei  unbestimmten 
^r-^i  "'  ^n  identisch  genügt  werde  durch  die  r  Substitutionen: 

[\\)       x^  =  xp^{Xr^,  •••  ^n)  >         e=  ^  2,  ...  r  . 

Deutet  man  dann  die  Ausführung  dieser  Substitutionen  durch  ( ) 
an,  so  ist  jedes 

und  daher,  wenn  x^  irgend  eine  der  unbestimmt  gebliebenen 
Variabein  x^^^ .  •  •  «^n  bedeutet,  zugleich  auch 
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d.  h.  der  Werth  [f] ,  den  die  gegebene  Function  für  die  ange- 
nommene Auflösung  der  Gleichungen  (3)  erhält,  ist  unabhängig 

Setzt  man  also: 
so  ist  stets: 

Welche  Werthe  man  daher  auch  den  Variabein  Xj.^^  -  -  •  ^n  ^^^' 
legen  mag,  so  kann  der  erhaltene  Functionswerth  (/*)  doch  kei- 
nenfalls  ein  Minimum  von  f  im  früheren  Sinne,  d.  h.  ein  solcher 
Werth  sein,  welcher  kleiner  wäre  als  aWe  Nachbarwerthe  der 
Function.  So  oft  indessen  fttr  alle  hinreichend  kleinen  und  nicht 
gleichzeitig  verschwindenden  Werthe  von  k^  . . .  Ar^  die  Differenz 

fiW  +  K^  '"  J  V'r'  +  ^V>  «^V+i  »   •  •  •  O 

beständig  >>  0  bleibt,  während  a;V+i  •  •  •  ^n  willkürliche,  den 
betrachteten  Werthen  von  XJ.^^ . . .  cp„  nur  hinlänglich  benach- 
barte oder  auch  mit  ihnen  zusammenfallende  Grössen  bedeuten, 
ist  (/*)  doch  in  dem  Sinne  sicher  ein  kleinster  Werth  der  Function, 
als  dieselbe  dann  an  keiner  Nachbarstelle  kleinere  Werthe  an- 
nimmt.  Nach  (48.)  ist  aber  jene  Differenz 

und  unsere  Annahme  demnach  keine  andere  als  die,  dass  die 
Function 

die  neben  den  Yariabeln  x^  -  -  >  x^  noch  die  unbestimmten  Con- 
stanten  x'^^f-'X^^'  enthält,  an  der  Stelle  aj^  =?/;/,  ,,.x^=\fj^' 
ein  Minimum  im  alten  Sinne  besitzen  solle. 

Der  Eintritt  dieses  Minimums  kann  aber  jedenfalls  nur  noch 
von  der  Erfttllung  gewisser  Bedingungsungleichungen  abhängen, 
und  wenn  a^+^  . . .  a„  die  bestimmten  Werthe  der  Variabein 
x^^^  •  •  •  ^n  sind ,  die  man  ins  Auge  fassen  will ,  so  können  die 
absoluten  Beträge  der  Differenzen 

^V+i  —  «r+4  j      •  •  •  >      ^n  —  ^n 
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beliebig  klein  angenommen  werden.    Daher  kommt  die  letzte 
Bedingung  selbst  wieder  darauf  zurück,  dass  die  Function 

f[x^  .  .  .  x^a^^,  •  •  •  aj 
an  der  Stelle 

ein  wirkliches  Minimum  erreichen  muss, 

Uebrigens  braucht  man  sich  nicht  bei  dem  letzten  Schlüsse 
zu  beruhigen,  sondern  kann,  nachdem  man  einmal  bei  dem  Mi* 
nimum  der  Function 

angelangt  ist,  nun  auch  so  weiter  schliessen: 

Bleibt  das  Minimum  dieser  Function  an  der  Stelle  x^  =  ip^ , 
. . . ,  .T^  =  ip^'  ftir  alle  Werthe  der  Constanten  x^^^  . . .  .t„'  be- 
stehen, so  ist  auch  —  und  bei  der  Weiterführuug  der  allgemei- 
nen Untersuchung  werden  wir  im  Grunde  nur  dieses  Resultat 
brauchen  —  der  erhaltene  Werth  [f-,  für  alle  Werthe  der  Vari- 
abein Xy.^  , .  ,Xn  ein  kleinster  Werth  der  gegebenen  Function 
f{x^...  XfX^^^ . . .  Xf^]  in  dem  oben  angegebenen  neuen  Sinne 
des  Wortes. 

Ist  dagegen  /'(t/^/ •••!/// a;'^^^  ...a?,i')  nur  so  lange  ein 
wirkliches  Minimum  der  ersten  Function,  als  ihre  Gonstanten 
^  r-¥i  *"^n  etwa  zwischen  gewissen  Grenzen  bleiben,  so  ist 
auch  [f)  nur  so  lange  ein  kleinster  Werth  der  zweiten  Function, 
als  die  Variabein  x^^^  •  •  •  ^n  zwischen  denselben  Grenzen 
bleiben. 

Der  ganze  Unterschied  zwischen  dem  jetzigen  besondern 
und  dem  frtLheren  allgemeinen  Falle  reducirt  sich  also  darauf, 
dass  die  bei  der  betrachteten  Auflösung  der  Gleichungen  (3)  will^ 
kür  lieh  gebliebenen  Variablen  x^^^  . . .  a;„  sich  ganz  so  verhalten^ 
als  ob  ihnen  von  vornherein  diejenigen  gegebenen  Werthe  vorge- 
schrieben wären,  die  man  gei^ade  in  Betracht  ziehen  will.  Und 
wenn  im  Besondem  die,  unter  der  Voraussetzung  constanter 
x^^^  . , ,  XJ^  gebildete  zweite  Variation  von  (/*),  also,  nur  in  ver- 
änderter Bezeichnung,  der  Ausdruck: 


i'{n=2!'2!''  {rxi^k's.ridx^ , 
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ftlr  das  betrachtete  Werthsystem  x^^^  "  -  ^n  ^^fi^it,  positiv  aus- 
blit,  so  beweist  dies,  dass  in  der  Umgebung  der  Stelle 

^*  =  ^4   )      •  •  •    »     ^r  =  V^r  ^        ^r+i    7      '"  ^n 

kein  Werth  der  gegebenen  Function  f{x^  .  .  .  a?J  existirt,  der 
kleiner  wäre  als  (f)  ^). 

Damit  ist  der  betrachtete  Ausnahmefall  auf  den  allgemeinen 
Fall  zuiUckgeführt,  und  wir  können  nun  wieder  zu  diesem,  d.  h. 
also  zu  der  Voraussetzung  zurückkehren,  dass  die  Wurzeln 
Tj  =  a^ ,  .  . . ,  cc^  =  a„  keinem  System  Auflösungen  der  Glei- 
chungen (3)  angehören,  welches  ursprünglich  eine  oder  mehrere 
der  Unbekannten  x  unbestimmt  gelassen  hatte.  Ueberdies  sollte 
die  zweite  Variation  des  zugehörigen  Functionswerthes  f{a^  ...aj 
semidefinit  positiv  sein  und  es  waren  daher  die  Entwickelungen 


4)  Dagegen  wird  alsdann  die  bei  variabeWn  ^r+i  *"^n  gebildete 
rweite  Variation  von  {f] 


t.it.t 


v^=>'i>'k{rxixj,)^i'u 


nur  senUdeßnit  positiv.  Dies  folgt  einmal  schon  daraus,  dass  ja  überhaupt 
die  Differenz 

=  0  wird,  sobald  man  jedes 

setzt,  Ifisst  sich  andrerseits  aber  auch  direct  zur  Anschauung  bringen  durch 
die  Bemerkung,  dass  man  in  Folge  der  aus  den  Identittften  {f'Xf^^O 
hervorgehenden  Relationen :  ^ 

r 


iV'._ 


{r'x^xni  +^i  {f'x^xi)  5^  =  0 


r,  auch  so  schreiben  kann : 

r 


v^  =  >v>»  (r  «<«!*)  (f<*  -  Xf)  (&•  -  X*) , 


wo 


''.-i'''iS"'- 


r+1        ^* 

Man  sieht  also,  wie  in  diesem  besonderen  Falle  eine  in  bestimmter  Weise 
temidefinite  zweite  Variation  doch  allein  schon  hinreicht,  um  einen  kleinsten 
Werth  sicher  zu  constatiren. 

Mftih.-pliys.  ClasM.  1892.  5 
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der  Differenzen  J{h)  und  ^ (/"*"*)  nur  für  diejenigen  Werthe 
der  Variabeln  |*  zu  discutiren,  weiche  V^  zum  Verschwinden 
bringen,  d.  h.  nach  Satz  I,  welche  die  n  Gleichungen  (40)  be- 
friedigen. 

§3. 
Das  Yersehwinden  der  dritten  Yariation. 

Beschäftigen  wir  uns  unter  der  Festsetzung,  dass  nicht  alle 
n  Variabeln  ^J  .  . .  ^„*  gleichzeitig  verschwinden  sollen,  zunächst 
wieder  ausschliesslich  mit  der  Entwickelung  (8)! 

Diese  ist  jetzt  nur  zu  bilden  für  solche  Werthe  der  §*, 
welche  die  n  Gleichungen 

(40)        1  A^i  =^-^  Cifcl.«  =  0  ,      A  =  4,  2 ,  . . .  « 

erfüllen.  Für  alle  diese  Werthe  verschwindet  aber  mit  F,  gleich- 
zeitig auch: 

und  das  Anfangsglied  der  Entwickelung  (8)  wird  also  jetzt: 

4 


2-3 


Vit'. 


Soll  also  unser  Werth  f(a^  . . .  «n)  wirklich  ein  Minimum  von  /' 
sein,  so  muss  nothwendig  auch  noch  seine  dritte  Variation : 


in  Folge  der  Gleichungen  (40)  verschwinden. 

Diese  nächste  nothwendige  Bedingung  des  Minimums  nehme 
ich  daher  im  Folgenden  als  erfüllt  an.  Aus  ihr  ergiebt  sich  so- 
fort eine  Folgerung,  die  für  die  weitere  Untersuchung  von  gröss- 
ter  Wichtigkeit  ist. 

Bei  unserer  Voraussetzung  lassen  sich  die  n  Gleichungen  {\  0) 
durch  Werthe  der  ^*  erfüllen,  die  nicht  sämmtlich  Null  sind. 
Daher  ist  von  diesen  n  Gleichungen  nothwendig  wenigstens  eine 
eine  blosse  Folge  der  anderen.  Ich  will  allgemein  annehmen, 
dass  von  den  Gleichungen  (40)  die  r  ersten  von  einander  unab- 
hängig und  die  n  —  r  leinten  blosse  Folgen  der  r  ersten  seien^  und 
zwar  mögen  diese  die  r  Variabeln  S|  . . .  S/  bestimmen,  sodass  die 
Determinante 
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(u;  ^±CHC„--c,r  +  o 

sei.  —  Wir  werden  übrigens  in  §  6  sehen .  dass  die  letzte  Vor- 
aussetzung bereits  in  der  ersten  enthalten  ist.  — 
Sind  dann: 

(«5)  V=^'*  W  '       ?  =  <,  2,  ...r  , 

r+  I 

die  Äufldsangen  der  r  ersten  Gleichungen  (4  0],  so  wird,  da 
nach  Voraussetzung  die  Gleichung  F,  =  0  eine  blosse  Folge  der 
Gleichungen  (lO)  ist,  mit  diesen  n  Gleichungen  zugleich  auch 
die  Gleichung 

identisch  erfüllt  durch  die  Substitutionen  (15). 
Setzt  man  nun  zur  Abkürzung: 

M,  =  p^*  Ci^Sk'  +2!^ 2'  'M^lc'  k'  , 

wo  p  eine  beliebig  gewählte ,  von  Null  verschiedene  Zahl  be- 
xeichnet,  so  wird  nach  (1 3) : 

Deatet  man  daher  der  Klarheit  halber  die  Ausführung  der  Sub- 
stitutionen {^b)  durch  []  an,  so  hat  man: 


n 


r+  l  1 

d.  h.  es  bestehen  die  n  —  r  Relationen : 

Diese  aber  liefern,  weil  sich  die  r  in  den  ^  linearen  Glei- 
chungen: 

rifj=0,         ....,         [Mr]  =  ^ 

wegen  der  Voraussetzung  (H)  nach  den  r  Unbekannten  ^ . . .  ^^* 
auflösen  lassen,  sofort  den  folgenden  (von  den  Beziehungen 
c.j^  =  Cjt^.  unabhängigen)  Satz:  ^) 

IL  Lassen  sich  die  r  ersten  von  den  n  linearen  homogenen 
Gleichungen  (40)  nach  den  r  Unbekannten  §{  . . .  f/  ö^'^ä^w,  und 

\)  A.p.  46. 

5* 
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erfüllen  diese  Auflösungen  mit  den  n  —  r  übrigen  Gleichungen  (4  0) 
zugleich  die  Bedingung  identisch : 

SO  genügen  für  alle  Werthe  von  fj  . . .  ^n*,  welche  die  Gleichungen 
(40)  befriedigen  f  auch  die  Auflösungen  der  r  ersten  von  den  n 
linearen  nicht  homogenen  Gleichungen : 

(*  6)  PJS"  coc  k*  +  2^2'  'ikl  Ik'  li'  =  0 

p^zO,      1  =  4,2,  --n 

nach  den  r  Unbekannten  ^  •  •  •  •  f /  identisch  allen  n  Glei- 
chungen (4  6) . 

Ich  ftlge  hinzu ,  dass ,  bei  den  ttber  die  Gleichungen  (4  0) 
eingeführten  Voraussetzungen,  die  zweite  VaricUion  V^  eine 
definit  positive  Function  der  Variabein  S|  •  *  •  ?r*  ^^^rf»  sobald 
man  f J.^  =  .  .  .  =  ^^*  =  0  setzt.  Denn  giebt  man  den  n  —  r 
letzten  Variabein  ^*  den  gemeinsamen  Werth  Null,  wodurch 
F,  in  VI  übergehe,  so  lassen  die  Gleichungen  (40)  sich  nach 
(4  4)  nur  durch  gj  =  .  •  .  =  ^y.'  =  0  erfüllen ,  und  nach  Satz  I 
kann  daher  auch  FJ  nur  auf  diese  Weise  zum  Verschwinden 
gebracht  werden. 

Endlich  wird  uns  auch  noch  der  folgende  Satz  von  Nutzen 
sein,  den  man  unter  Beachtung  der  Beziehungen  c,H=^Aiti9  -  *  - 
sofort  als  selbstverständlich  erkennt ,  wenn  man  die  Form  der 
Bedingungen  ins  Äuge  fasst.  welche  nothwendig  und  hin- 
reichend sind,  um  die  Bedingung  F,  =  0  durch  n  lineare  Sub- 
stitutionen mit  n  —  r  unabhängigen  Variabein  i;^^,  *  '  '  Vn- 


n 


identisch  zu  erfüllen. 

///.    Wenn  die  n  von  einander  abhängigen  linearen  homo- 
genen Gleichungen: 

^.•c,.jfc?/  =  0,       A:  =  4,8,  ...n 

die  Gleichung  nach  sich  ziehen: 

'"S^  CikX^i'  h'  Ia'  =  0  , 
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so  sind  stets  zu  gleicher  Zeit  die  beiden  Gleichungen : 

'iS'H'  cm  l'  h'  h*  =  0 


und 

^22'  ^iki  li'  h*  Ia'  =  0     , 

blosse  Folgen  der  2n,  resp,  der  3n  Gleichungen: 

§*. 
Die  vierte  Yamtion. 

Fttr  alle  Werthe  der  Variabein  §*,  welche  die  Gleichungen 
(10)  erfttUen,  verschwindet  mit  V\  und  V]  nach  Voraussetzung 
zugleich  VI ,  beginnt  also  die  Entwickelung  (8)  mit  dem  Gliede 
4.  Ordnung 

In  diesem  hat  sich  wegen  der  Gleichungen  (4  0)  V\  auf: 

reducirt,  während   FJ  und  V\  ihre  ursprünglichen  Werthe  (7) 
beibehalten  haben. 

Soll  daher  der  betrachtete  Werth  f((l^  •  -  -  af^)  ein  Mini- 
mum der  Function  f  sein,  so  darf  seine  vierte  Variation : 

(<  7)      y.  =I!iS'  Cin  &•  Ix'  +I!!Si:'  Oi^  I,»  1^'  li- 


unter  den  Bedingungen  (4  0)  für  keine  Werthe  der  n  Variabein 
S\  '  '  '  ^^  negativ  werden. 

Wir  wollten  uns  aber  auf  den  allgemeinen  Fall  be- 
schränken, dass  nun  nicht  wiederum  eine  neue  Singularität 
eintreten  sollte,  oder,  was  auf  dasselbe  zurtLckkommt,  wir  frugen 
nur  nach  solchen  Kriterien,  welche  das  fragliche  Minimum  nicht 
blos  fttr  die  gegebene  Function  f{x^  •  •  •  jr J  selbst,  sondern 
gleichzeitig  auch  z.  B.  fttr  die  Function: 

f,(x^  •••  xj  =  f{x,  .  .  'Xj  +  (p,{x^  —  a,,  ...,  x„  — 0^) 


70  A.  Matbr, 

entscheiden,  in  der  q>^  irgend  eine  ganze  homogene  Function 
h^^^  Grades  ihrer  Argumente  ist,  und  so  oft  man  V^  zwar  nicht 
negativ  machen,  wohl  aber  noch  zum  Verschwinden  bringen 
könnte ,  wttrde  sich  offenbar  die  Function  (p^  immer  so  wählen 
lassen,  dass  jedenfalls  /\  an  der  Stelle  a^  -  -  ^  a^  kein  Minimum 
erreicht. 

Daher  müssen  wir  geradezu  verlangen,  dass  der  Ausdruck 
(4  7),  der  eine  ganze  ^  nicht  homogene  Function  2^^  Gi^ades  der 
n  willkürlichen  Variabein  ^  •  •  ^„*  ist^  für  jedes  gegebene  Werth- 
System  f |  •••?»*>  ^^*  ^^^  Gleichungen  {\  0)  befriedigt  und  nicht 
aus  lauter  Nullen  besteht^  beständig  positiv  bleibe. 

Hierzu  aber  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  der 
kleinste  Werth,  den  V^  überhaupt  anzunehmen  vermag,  für  jedes 
solche  Werthsystem  der  Variabein  ^*  positiv  sei. 

Nun  müssen  diejenigen  Stellen  ^f  •  •  •  ^n*  >  ®^  denen  V^ 
einen  kleinsten  Werth  erreichen  soll ,  nothwendig  den  n  line- 
aren Gleichungen  genügen : 

(<  8)  ^J  =  i^!'  Ci^  Ix*  +SS'^  Ci^X  Ix-  ^ä'  =  0  , 

i  =  1  ,  2 ,  •  •  •  n  , 

und,  weil  die  ^*  den  Bedingungen  (10)  unterliegen,  sind  nach 
Satz  II  wiederum  die  n — r  letzten  Gleichungen  (48)  blosse 
Folgen  der  r  ersten.  Sie  bestimmen  daher  nur  |J  •  •  •  ?r*  ^^^ 
Functionen  von  ^^^  •  •  •  f,^*  und  ertheilen  nach  §  2  der  Func- 
tion V^  einen  von  diesen  n  —  r  letzten  Variabein  unabhängigen 
Werth.  Dieser  Werth  ist  überdies,  wiederum  nach  §  *,  wirk- 
lich der  kleinste,  dessen  die  Function  \\  fähig  ist,  so  oft  seine 
zweite  Variation : 

definit  positiv  wird,  wenn  man  in  ihr  die  Variationen  (J^«*  der 
unbestimmt  gebliebenen  Variabein  ^^*  gleich  Null  setzt.  Diese 
Forderung  ist  aber  bei  unsem  Voraussetzungen  von  selbst  er- 
füllt.   Denn  wegen 

unterscheidet  sich  der  Ausdruck  d^V  nur  in  der  Bezeichnung 
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seiner  Tariabeln  und  durch  (deo  Factor  2  von  der  zweiten  Va- 
riation (9)  unseres  Functionswerthes  f{a^  •  •  •  a^]. 
Die  Gleichungen  (4  8)  ergeben  nun : 


i^tZ'  '^i»  ^i'  ^n'  +2JZ2:;'  <^inX  5<*  ?x*  h'  =  0 
und  reduciren  daher  die  Formel  (1 7)  auf  die  folgende : 

+  2-3  2222'"  <^i^^  ^i'  ^«'  ^^'  ^^'  }  . 

die  man,  unter  VI  und  V\  die  Summen  derjenigen  Glieder  von 
(17)  verstanden,  die  in  Bezug  auf  die  Variabein  §*  von  der  0*^®" 
und  von  der  1^*"  Ordnung  sind,  so  schreiben  kann: 

Für  unsere  Forderung  ist  daher  nothwendig  und  hinreichend  ^j , 
dass  der  Werth,  den  der  Ausdruck  (4  9)  durch  die  Gleichungen 
(<8)  erhält,  stets  >  0  bleibt. 

Damit  hat  sich  das  folgende  Resultat  ergeben : 
IV.    Soll  an  einer  Stelle  x^  =  a,,   •  .  •  a?„  =  a,i,  ivelche 
unter  der  in  §  K  angegebenen   Voraussetzung  den  Bedingungen 
(3)  genügt  und  für  welche  die  zweite  Variation  des  zugehörigen 
Functionswerthes  f{a^  •  •  •  On) 


sich  als  semideßnit  positiv  ausgewiesen  hat,  ein  Minimum  der 
gegd)enen  Function  f  eintreten ,  so  muss  mit  der  zweiten  zugleich 
auch  die  dritte  Variation 


V.=i:iS'^<=ixX^i'^n'k' 


dieses  Functionswerthes  in  Folge  der  n,  vo7i  einander  nicht  wwafc- 
hängigen  Gleichungen 

bV 

^  =  0  ,         x  =  4,2,  ...  72  , 

verschwinden^  und  wenn  dies  der  Fall  isty  so  kann  man  nach 
Substitution  der  allgemeinsten  Auflösungen  dieser  7i  Gleichungen 

1}  Letzteres  wird  in  §  6  bei  der  Betrachtung  der  ganzen  Functionen 
zweiten  Grades  noch  weit  anschaulicher  hervortreten. 
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mit  Hülfe  der  wiederum  von  einander  abhängigen  n  Gleichungen 
(18)  die  Variabein  IJ  •  •  •  ^n*  vollständig  aus  der  vierten  Varia- 
tion (47)  odeTj  was  dasselbe  ist,  aus  dem  AusdrtMJce  (19)  elimi- 
nirenj  der  hierdurch  übergeht  in  eine  ganze  homogene  Function 
jjien  Qradßs  ^on  weniger  als  n  Variabein,  Vermag  dann  diese 
ganze  homogene  Function  4^^  Grades  {oder  direct  die  4^  Varia- 
tion (17)  unter  den  Bedingungen  (10))  auch  negative  Werthe 
anzunehmen ,  so  ist  f[a^  •  •  •  ^n)  *'cÄer  kein  Minimum  von  f.  Ist 
sie  dagegen  definit  positiv,  so  erreicht  die  Function  f  auf  allen 
Curven,  in  deren  Gleichungen  (1)  die  n  ersteti  Reihencoefficienten 
^i  •  •  •  Sn  ^^l  sämmtlich  =  0  sind,  im  Punkte  /  =  0  stets  ein 
Minimum, 

§6. 
Das  Kriterium  lY  ist  liinreicliend  aneli  für  das  Minimnm  ttberhaapt 

Nun  fragt  es  sich  aber  wieder ,  ob  bei  der  letzten  Voraus- 
setzung des  Satzes  IV  unsere  Function  f  auch  auf  allen  Curven, 
deren  Gleichungen : 

Xi  =  ^i'i:^  +  ^iU^^'  +  .  .  .,         r  =  1,  2,  .  .  .  n 

mit  einer  beliebig  hohen  Potenz  von  t  beginnen ,  an  der  Stelle 
t  =  0  gleichfalls  ein  Minimum  besitzt,  d.  h.  also,  ob  alsdann 
auch  für  alle  nicht  gleichzeitig  verschwindenden  Werthe  von 
?{  •  •  •  ^ni  welche  die  Gleichungen  (10)  crftllien,  die  Entwicke- 
iung  der  Differenz  J[V^~^)  stets  mit  einem  positiven  Gliede 
gerader  Ordnung  beginnt? 

Nach  (5)  und  (6)  ist  nun: 

(80)     ^(P-«)  = 

=  4 { r; ^*"'+  v\ f»'«-^* H \'Vi i«*»**-« H \-  vi,^, /»»'*-* } 

+k{[y'm..+\v\)t^^+^-^Mvi^H+\yi.,r^^^^ 

+  i(^Wt  +  \  V\n..  +  3^  Fl)/*'"+  .... 

Nach  Voraussetzung  erfüllen  aber  die  Variabein  ^*  die  Glei- 
chungen (10)  und  mit  ihnen  zugleich  die  Gleichung: 

n  =222'  '^.»«aI«*  ?k*  sV = 0 . 
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Ueberdies  ist  nach  (7) 

und  in  \\}  kommen  keine  ^  vor,  deren  oberer  Index  '^  v  —  2 
wäre.  Aus  den  Formeln  (7)  ergiebt  sich  daher  durch  Anwen- 
dung des  Satzes  HI  sofort  das  Resultat: 

V.  Gelten  für  jedes  h'^g  die  n  Gleichungen  : 

50  wird  gleichzeitig  auch  : 
Während  V\g^  und  FJ^.,  sich  auf: 


(«2) 


reduciren. 

Dies  vorausgeschickt  seien  die  Gleichungen  (i\)  nun  eben 
für  jedes  h^^g  erfüllt. 

Ist  dann  2  </  +  1  <;  //i  +  4 ,  also  2  r/  +  2  ^  m  +  1 ,  so 
erhält  nach  V  die  Entwickelung  (20)  das  Anfangsglied  gerader 
Ordnung: 

(23)  ^^17+.«**^**^. 

Ist  zweitens  m+1^2j+4<!2/w+4,d.  h.  m^2j<[2w, 
so  hat  man : 

y— w<0,       m+4<2^+2^2m+4 

und  daher,  m  +  Ä  =  2^  +  2  gesetzt: 

A  =  2(7  +  2  —  m^2  , 

Ä+1=2(/4-3-m<(/  +  3, 

3m  +  A  —  2  =2m  +  23  . 

Wieder  also  beginnt  die  Entwickelung  (20)  mit  dem  Gliede  (23). 


^4W 
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Ist  endlich  g  =  m,  so  wird : 

und  folglich  jetzt: 

(24)        ^  ( »'j«^, + j  »'i;,*,  +  g^j  y\\ 

das  Anfangsglied  von  ^(P"*). 

Solange  also  g  <C.fii  bleibt ,  stellt  sich  immer  das  Anfangs- 
glied (23)  ein,  das  nach  (22)  nie  negativ  werden  kann  und  nur 
dann  verschwindet,  wenn  die  Gleichungen  (21)  auch  noch  für 
h^=z  g  -\-  \  erfüllt  werden.  Für  g  =  m  aber  tritt  an  Stelle 
dieses  semidefiniten  Gliedes  das  Anfangsglied  (24),  in  weichem 
nach  (22)  der  Factor  von  ^t*^  bis  auf  die  Bezeichnung  eines  Theiis 
der  Variablen  vollständig  mit  der  vierten  Variation  (4  7)  über- 
einstimmt, und  welches  daher  (unabhängig  davon ,  ob  man  die 
Gleichungen  (21)  auch  noch  für  A}>  m  gelten  lässt  oder  nicht) 
für  alle  nicht  gleichzeitig  verschwindenden  Werthe  der  Va- 
riabein ^*,  welche  die  Bedingungen  (10)  erfüllen,  beständig 
positiv  bleibt,  so  oft  dasselbe  von  der  vierten  Variation  Kt  gilt. 

Hiermit  haben  wir  als  Endresultat  unserer  allgemeinen 
Untersuchung  den  Satz  gewonnen : 

VI.  Sind  die  sonstigen  Voraussetzungen  des  Satzes  IV  er- 
füllt, und  ist  überdies  für  alle  nicht  gleichzeitig  verschwindenden 
Werthe  der  ^\  welche  die  Gleichungen  (10)  erfüllen^  die  vierte 
Va7^iation  (17)  eine  beständig  positive  Function  der  Variabein  ^, 
oder^  was  nach  dem  Vorhergehenden  dasselbe  besagt^  ist  ausser- 
dem diejenige  ganze  homogene  Function  4^^  Grades  von  weniger 
als  n  Variabein  definit  positiv,  welche  man  erhält,  wenn  man 
nach  Substitution  der  allgemeinsten  Auflösungen  der  Gleichungen 
(10)  die  Variabein  ^  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (18)  aus  dem 
Ausdrucke  (1 9)  eliminirt^  so  erreicht  die  gegebene  Function  f  über- 
haupt auf  allen  Curven  (1 )  im  Punkte  i  =  0  stets  ein  Minimum 
und  daher  ist  alsdann  im  Sinne  unserer  Grunddefinition  jeden- 
falls f(a^  •  •  •  o J  sicher  ein  Minimum  von  f, 

§5. 
Beispiele  und  Bemerkungen. 

Um  diese  Kriterien  auf  einen  gegebenen  Fall  anzuwenden, 
wird  man  [selbstverständlich  in  der  Regel  die  Variationen  V^ , 
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\\,  V^  nicht  unmittelbar  aus  den  allgemeinen  Formeln  (9),  (13), 
(17)  berechnen,  sondern  man  wird  bequemer  successive  so 
verfahren ,  dass  man  zuerst  durch  directe  Ausführung  der  Ent- 
Wickelung 

\\  und  F,  ermittelt  und  damit  verificirt,  ob  auch  wirklich  F, 
semidifinit  positiv  ist  und  V^  zugleich  mit  V^  verschwindet. 
Hat  man  dann  die  allgemeinsten  Werlhe : 


^J=C,,  •••,!• 


et y 


rn 


gefunden,  welche  die  Forderung  K,  =  0  oder  die  n  Gleichungen 

erfüllen,  so  liefert  die  Entwickelung  der  Differenz : 

durch  ihr  Anfangsglied  \  V^t*  unmittelbar  die  4**  Variation  K^, 
und  man  hat  nun  schliesslich,  falls  das  Zeichen  von  V^  sich 
nicht  unmittelbar  erkennen  lässt,  mit  Hülfe  der  n  Gleichungen 

— ^  =  0 

und  eventuell  der  Formel 

(<9')  V,  =  ^V\+Vl 

den  kleinsten  Werth  von  V^  zu  berechnen  und  sein  Vorzeichen 
zu  untersuchen.  So  oft  dieser  kleinste  Werth  eine  definite  oder 
indefinite  Function  derjenigen  unabhängigen  Variabein  ist,  in 
welchen  man  die  allgemeinen  Auflösungen  der  Gleichungen 
(10)  ausgedrückt  hatte,  geben  die  Sätze  IV  und  VI  sichern 
AuCschluss  darüber,  ob  nicht  nur  die  gegebene  Function 
A(^i  '  '  '  "fd  selbst,  sondern  mit  ihr  zugleich  auch  jede  andere 
Function  f^  {a^  -  -  *  aj,  für  welche  die  Differenzen: 

/"K  +  kij'"  an  +  K)  — /"(«!  •  •  •  ön) 
und 

Ala  +  *i ,  •  "  an  +  K)  —AK  *  *  *  «n) 
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sich  erst  in  den  Entwicklungsgliedem  5^*'  und  höherer  Ord* 
nung  unterscheiden ,  an  der  Stelle  a^  •  •  •  a^  ein  wirkliches 
Minimum  erreicht  oder  nicht.  Offen  bleibt  diese  Frage  und 
zwar  schon  für  die  gegebene  Function  selbst  nur  in  dem  Falle, 
wo  jener  kleinste  Werth  wiederum  semidefinit  positiv  aus- 
fallen sollte. 

Im  Folgenden  mögen  zunächst  diese  Kriterien  an  einigen 
einfachen  und  bekannten  Beispielen  erprobt  und  erläutert 
werden,  bei  denen  immer  die  zu  untersuchende  Stelle  der  Null- 
punkt ist  und  die  Function  selbst  hier  den  Werth  Null  erhält, 

so  dass  man  \V^  und  -^—^V^  unmittelbar  durch  Yertauschung 

der  Yariabeln  x  mit  den  entsprechenden  Variabeln  ^*  aus  den 
beiden  ersten  Gliedern  der  Function  erhält.  Der  Bequemlich- 
keit halber  schreibe  ich  jedoch  jetzt  ^^  ftlr  ^,*,  und  tj^  für  ^,*. 

\ .     /'( j',  x^)  =  ojj  —  (p*  +  9«)  x^  xl  +  p«  9*  x\,    p«  4=  g*.  ») 
Hier  ist : 

Beide  verschwinden  für  ^|  =  0  und  man  erhält: 

r(ii  <* .  1,0  =  (•??  -  ii>* + 9*) "?!  U  +  p*q'^*)i' , 

also 

U«  =  1??  -  y  +  9*)'?,^ +  pV^1  • 

Die  Gleichuns  r — -  =  0  liefert 
und  damit: 

v,  =  -  {p*  +  ?•) .?.  i;  +  «/)»?•?. = -  ^^?^  ej 

als  kleinsten  Werth  von  V^,  Dieser  Werth  ist  negativ.  Daher 
hat  nicht  nur  die  gegebene  Function  selbst,  sondern  auch  jede 
andere  Function^  welche  aus  ihr  durch  Vermehrung  um  Glieder 
b^^^  und  höherer  Ordnung  entsteht,  im  Nullpunkte  weder  ein 
Minimum  noch  ein  Maximum.  — 


4)  Seh.  §  8,  4.  (PEANo'sches)  Beispiel. 
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Hier  werden : 

wiederum  beide  =  0  für  5^  =  0 ,  und 


•  •  •  > 


sodass  i  ^4  =  'J?  +  §1  sich  schon  ohne  Weiteres  als  bestimmt 
positiv  darstellt.  Die  gegebene  Function,  sowie  jede  andere, 
die  in  den  Gliedern  4**'  bis  4*®'  Ordnung  mit  ihr  tiberein- 
stimmt, erreicht  also  im  Nullpunkte  ein  sicheres  Minimum.  — 

3.  f(^i^^)  =  .tJ  —  2  x^  x\  +  x\±x\.  2) 

4 

verschwinden  beide  für  ^^  =  0.    Es  wird  aber: 

/•('?.  '*,  1, 0  =  (»??  -  2 »?.  u  +  ?,)<*  ±  »Jt  <" , 

also  kann  i^«=  (ly^  —  IJ)*  zwar  nie  negativ  werden,  wohl 


4)  Serret -Harvack  II,  1,  p.  380.  Das  Kriterium,  welches  Harnack 
dort  für  das  Minimum  in  dem  betrachteten  Ausnahmeralle  angiebt,  ver- 
langt^ dass 

Lim  ^  =  0 
Vi 

werde,  wie  man  auch  die  Variabein  ||  •  •  •  l,»*  sich  der  Grenze  Null  möge 
nähern  lassen,  und  dass  überdies  V^  (nicht  V^)  für  diejenigen  Wertbe 
dieser  Variabein,  welche  V^^s  o  machen,  beständig  positiv  bleibe.  Dies 
Kriterium  ist  indess,  was  bereits  Scheeffer  seiner  Zeit  mir  brieflich  mit- 
theilte, nur  hinreichend,  nicht  zugleich  auch  nothwendig.  So  wird  z.  B. 
für  die  Function 

fifD^x^  =  a?f  4-  Xixl  4-  xl  =  (flCi  4-  |-*|  -\-  —  x* , 

welche  nach  VI  im  Nullpunkte  ein  Minimum  von  derselben  Natur  wie  das 
beispiel  2.  besitzt, 

y 
und  die  Forderung  Lim  -^  =  0  hier  also  nicht  erfüllt. 

9)  Seh,  §  8,  4.  Beispiel. 
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aber  noch  verschwinden,  und  wir  haben  einen  solchen  Fall  vor 
uns,  in  welchem  unsere  Kriterien  versagen. 

Man  braucht  aber  die  gegebene  Function  nur  in  der  Form 
zu  schreiben 

um  unmittelbar  zu  erkennen ,  dass  dieselbe  im  Nullpunkte  ein 
oder  kein  Minimum  besitzt,  jenachdem  man  das  obere  oder  das 
untere  Zeichen  nimmt.  Dies  gilt  aber  nur  fttr  die  gegebene 
Function  selbst,  nicht  mehr  gleichzeitig  auch  fttr  jede  Function, 
die  mit  ihr  die  Glieder  4  *•'  bis  4**'  Ordnung  gemein  hat.  In  der 
That  erreicht  von  den  beiden  Functionen : 

und 

lt\^i  ^t)  ^^^  (^4  ^iJ  ^1  "T"  ^1 

die  erste  kein,  die  zweite  dagegen  ein  Minimum  im  Nullpunkte. 
Dass  bei  Annahme  des  unteren  Zeichens   die  gegebene 
Function  selbst  hier  kein  Minimum  besitzt,  lehrt  auch  unmittel- 
bar die  Formel : 

Dagegen  darf  man  diese  Formel  jedenfalls  nicht  ohne  Weiteres 
als  ein  sicheres  Kennzeichen  des  Minimums  der  gegebenen 
Function  im  Falle  des  obem  Zeichens  ansehen. 

In  solchen  Fällen,  wo  auch  die  vierte  Variation  wiederum 
sich  semidefinit  positiv  verhält ,  tritt  nämlich,  wenn  auch  wohl 
noch  nicht  bei  den  ganzen  Functionen  4^*^^  Grades  ^  eiiie  neue 
Eigenthümlichkeit  auf. 

In  der  That,  während  es  bei  unserer  Beschränkung  auf  die- 
jenigen Fälle,  in  denen  nur  die  zweite  Variation  semidefinit 
ist,  nach  §§  4  und  5  ausreicht,  das  Verhalten  der  gegebenen 
Function  im  Punkte  t  =  0  auf  allen  denjenigen  Curven  zu 
erkennen,  in  deren  Gleichungen  (4)  die  n  ersten  Coefficienten 
li  '  *  *  Sn  ^^^^^  sämmtlich  Null  sind,  gilt  dagegen  nicht  noth- 
wendig  mehr  dasselbe,  so  oft  sich  dieser  ersten  Singularität 
noch  andere  höhere  Singularitäten  hinzugesellen,  d.  h.  wenn 
im  Punkte  t  =  0  das  Minimum  der  gegebenen  Function  auf 
allen  Curven  dieser  besonderen  Classe  sich  erst  durch  Hinzu- 
ziehung solcher  Entwicklungsglieder  der  Differenz  Z>,  deren 
Ordnung  }>  4  ts/,  sicher  nachweisen  lässt,  so  braucht  dieses 
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Minimum   deshalb  doch  noch  durchaus  nicht  auch  iä)erhaupt 
auf  allen  Curven  (1]  einzutreten;  daher  denn  das  Minimum  auf 
allen  Curven  der  ersten  Art  auch  noch  keineswegs  das  Mini- 
mum im  Räume  x^  -  '  -  x^  selbst  irgendwie  sichert. 
Entwickelt  man  z.  B.  die  Function  6*®°  Grades : 

f{xy)  =x*—  (p*  +  9*)  x*y^  +  p*9' «/*  , 

nachdem  man  darin : 

{V)  a:  =  ?^  +  ?4^*H ,    y  =  i?^  +  ^i^*H 

gesetzt  hat,  nach  steigenden  Potenzen  von  tj  so  erhalt  man,  so 
lange  ^  und  r]  nicht  gleichzeitig  verschwinden,  stets  ein  posi- 
tives Anfangsglied  gerader  Ordnung,  nümlich  ^*/*,  wenn  §  +  0, 
und  p^q^  if  t^,  wenn  §  =  0  ist. 

Auf  allen  Curven  (4'),  in  denen  ?  und  rj  nicht  beide  =  0 
sind,  erreicht  also  die  Function  f(xy]  im  Punkte  ^  =  0  stets  ein 
Minimum.     Es  wird  aber: 

/■(?.<',  >?.«')  =(IJ  -  {p*  +  q*mv'.  +  p*q*^t)t'\ 

und  die  biquadratische  Function  von  ^, 

erhält  durch  die  aus  dem  Ansätze  yf~  =^  ^  folgende  Substitu- 
tion : 

den  negativen  Werth 

Es  giebt  also  Curven  von  der  analytischen  Form : 

auf  denen  unsere  Function  im  Nullpunkte  nicht  mehr  ein  Mini- 
mum, sondern  ein  Maximum  erreicht. 
Ja  die  Function : 

f[xy)  =  x^'^  —  (p»  +  q*)  x^»!/'^-^'  +  p^q^y*"^-^* 

zeigt  sogar  die  Eigen thttmlichkeit,  dass  sie  erst  dann,  wenn  man 
in  jeder  der  beiden  Reihen  {\ ')  die  sämmtlichen  m  ersten  Coef- 
ficienten  =  0  setzt,  auf  den  Curven  {i')  im  Nullpunkte  nicht 
mehr  stets  ein  Minimum  besitzt.. 
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§6. 

Vollständige  Erledigung  der  Theorie  für  die  ganzen  Functionen 

zweiten  nnd  dritten  Grades. 

Es  sind  aber  nicht  bloss  diese  Gomplicationen,  welche  eine 
WeiterfQhrung  unserer  früheren  allgemeinen  Untersuchung 
jedenfalls  ausserordentlich  erschweren  und  es  fast  aussichtslos 
erscheinen  lassen,  auf  diesem  Wege  die  Theorie  des  Maximums 
und  Minimums  der  Functionen  von  n  Yariabeln  allmählich  zu 
einem  befriedigenden  Abschlüsse  bringen  zu  können.  Denn  in 
dem  Ausnahmefalle,  wo  auch  die  vierte  Variation  sich  wiederum 
semidefinit  positiv  verhält,  wird  es  voraussichtlich  schon  nicht 
ganz  leicht  sein,  diejenigen,  nicht  mehr  linearen  Substitutionen 
allgemein  zu  ermitteln,  welche  V^  und  V^  gleichzeitig  zum  Ver- 
schwinden bringen.  Daher  dürfte  die  allgemeine  Erledigung 
dieses  Falles  bereits  für  die  ganzen  Functionen  4^®°  Grades 
ziemliche  Schwierigkeiten  darbieten. 

Dagegen  reichen  die  vorhergehenden  Betrachtungen,  vor 
allem  die  Resultate  des  §  i  noch  vollständig  aus  zur  Beantwor- 
tung der  Frage,  wann  eine  gegebene  ganze  Function  2^°  oder 
3**°  Grades  f(x^  •  •  •  x^)  an  einer  solchen  Stelle  a^  •  •  •  «n  wirk- 
lich einen  kleinsten  Werth  erreicht,  für  welche  in  der  Entwicke- 
lung  der  Differenz  D  die  Glieder  erster  Ordnung  identisch  ver- 
schwinden und  die  Glieder  zweiter  Ordnung  eine  semide6nit 
positive  Form  bilden ;  und  diese  specielle  Untersuchung  ist  auch 
deshalb  wichtig,  weil  sie  in  ihrem  ersten  Theile  den  inneren 
Grund  der  Resultate,  die  in  §  4  über  die  vierte  Variation  er- 
halten wurden,  klar  zu  Tage  treten  lässt. 

Bei  einer  ganzen  Function  zweiten  Grades 

(25)  ^f=a  +  ^J^ibiXi  +  i(p 

kann  der  fragliche  Fall  nur  eintreten,  wenn  die  Glieder  zweiter 
Ordnung 

8  q>  =SiS*  ^•« ^« ^«  '     ^««  =  ^«» 

selbst  eine  semidefinit  positive  Form  bilden,  und  dann  sind  nach 
Satz  I  die  n  linearen  homogenen  Functionen  (p*x^,  -  --  q>' x^^ 
von  einander  abhängig.     Man  hat  also  etwa : 
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r 

(26)  fp'x^  =2^Yq^¥^q  »     (x  —  r  +  \'"n, 

während  (p'  x^^  •  •  •  (p'x^  unabhängig  von  einander  sind. 

Soli  daher  die  Function  überhaupt  einen  kleinsten  Werth 
erreichen  können,  d.  h.  soll  es  möglich  sein,  den  n  linearen 
Gleichungen 

(3)       rx,=(s,  r^t=o,  •••  rx^={s 

zu  genügen  durch  endliche  Werthe  von   x^^  x^  •  •  •  ir^ ,  so 
muss  notbwendig  gleichzeitig  auch 


(27)       rxf.=^<iy^f'r^Q,  fi=r  +  \, 


n 


sein.  Dann  aber  haben  wir  eben  den  in  §  2  behandelten  be- 
sonderen Fall  vor  uns,  und  daher  ist  der  Werth,  den  die  Func- 
tion /'  durch  die  r  unabhängigen  Gleichungen : 

erhält,  sicher  der  kleinste  Werth,  den  diese  Function  überhaupt 
anzunehmen  vermag. 

/  Der  innere  Grund  dieses  Resultates  liegt  darin ,  dass  bei 
unsem  Voraussetzungen  sich  f  überhaupt  auf  eine  blosse  Func- 
tion der  r  unabhängigen  Yarlabeln 

(«8)  V'^h  =  yh,        Ä  =  4,2,...r 

reduciri.  Die  Theorie  der  vollständigen  Systeme  von  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  lehrt,  dass  eine  ähnliche  Re- 
duction  überhaupt  für  jede  Function /*  möglich  ist,  deren  erste 
partielle  Differentialquotienten  Relationen  von  der  Form : 

identisch  erfüllen.  Im  vorliegenden  Falle  lässt  sich  aber  der 
behauptete,  übrigens  wohl  nicht  neue  Satz  auch  ganz  elementar 
so  beweisen : 

Die  Voraussetzungen  (27) ,  welche  die  ursprünglichen  An- 
nahmen 26)  von  selbst  einschliessen ,  zerfallen  nach  (25)  in 
die  Relationen : 

Mnib^'PhjM,  ClMM.  189Z  6 
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(29)  c,^=^eyp'*c,(,, 


1 

r 


t  =  4 ,  2 ,  •  •  •  n 


fir=r -{-  \j  '  '  '  n  . 


(30)  V  =^(?  y^,'*  6(,  , 

1 

Durch  die  Relationen  (26)  und  (30)  geht  aber 
über  in 


(34) 


i  ^  r+l  ' 


und  nach  (29)  lassen  sich  die  r  Gleichungen  (28)  so  schreiben : 

1  ^  r+l  ' 

Nach  Voraussetzung  sind  diese  r  Gleichungen  von  einander  un- 
abhängig, also  ist,  wie  bereits  in  §  3  behauptet  wurde,  noth- 
wendig  ihre  Determinante : 

und  die  Gleichungen  bestimmen  die  r  Unbekannten : 

n 
r  +  l 

also  blosse  Functionen  von  y^  '  -  '  Vn  verwandeln  daher  auch 
den  Ausdruck  t34)  in  eine  blosse  Function  dieser  r  Yariabeln. — 

Anders  dagegen  liegt  der  Fall  bei  den  ganzen  Functionen 
dritten  Grades, 

Sei  nämlich  f[X^  •  •  •  crj  jetzt  eine  gegebene  ganze  Func- 
tion dritten  Grades  und  x^=a^'^'X^=af^  irgend  ein  Werth- 
system  der  n  Unbekannten  a?,  welches  die  n  Gleichungen  (3) 
befriedigt. 

Dann  bat  man : 

(38)  /•(o.  +  |I,...,o„  +  ?.') 

wo  F,  und  F,  die  alten  Wertbe  haben : 
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(9)  V,=22'''^.«^<*^x  . 

H  3)  V,  =21S2^  ^.«i  ?.'  ^x'  ^A*  . 

und  es  fragt  sich  nur  noch ,  welche  Bedingungen  sind  in  dem 
Falle,  dass  die  zweite  Variation  F,  semidefinit  positiv  ist,  für 
einen  kleinsten  Werth  der  Function  f  an  der  Stelle  Oj  •  •  •  fln 
Dothwendig  und  hinreichend? 

Nach  §  3  muss  dann  zunächst  die  Gleichung  K,  =  0  eine 
blosse  Folge  derselben  Gleichungen 

:">       i  |Ä  =2'« '^.x  ^x*  =  <> '     t=<,...« 

sein,  in  welche  die  Forderung  \\  =  0  zerfällt,  und  von  denen 
wiederum  nur  die  r  ersten  von  einander  unabhängig  sein  mögen. 
Ueberdies  aber  darf  die  vierte  Variation,  die  sich  nach  (i7) 
jetzt  auf: 

(33.  \\  =22' '^.x ^* ^x*  +222'  «''xA I«*  Ix*  h' 
reducirt,  unter  den  Bedingungen  (<0)  für  keine  Werthe  der  ^ 
negativ  werden.  Daher  ist,  auch  wenn  F,  gleichzeitig  mit  V^ 
verschwindet,  f[a^  •  •  •  o^)  doch  sicher  kein  kleinster  Werth 
von  /*,  falls  die  Gleichungen  (10]  nicht  etwa  auch  noch  die  n 
Gleichungen  nach  sich  ziehen: 

(34)       JS'^  c<xi  ?«' ?i' =  0  ,        ,=  <,2,...n. 

Denn  jedem  gegebenen  Werthsysteme  der  ^*,  das  die  Glei- 
chungen (40),  nicht  aber  zugleich  auch  die  Gleichungen  (34) 
erfallt,  kann  man  solche  Werthe 

U  =  m  t 

der  Variabein  f,*  zuordnen ,  dass  der  Ausdruck  (33)  die  Form 

erhalt 

V^  =  At  +  Bt\ 

in  der  i4  4=  0  ist,  und  dieser  Werth  von  \\  wechselt  sein 
Zeichen,  wenn  man  t  durch  Null  hindurchgehen  lässt.  In  dieser 
Weise  verhält  sich  die  Function 

f  \X^  x^)  =  x^  -f-  x^  x^  ) 

im  Nullpunkte. 

Andererseits  folgt  aus  [\  3)  durch  totale  Differentiation : 

\]  Seh,  §  8,  S.  Beispiel. 

6* 


S4  A.  MiTiR, 


und  daher  lassen  sich  die  Gleichungen  (34)  so  schreiben: 

— ^  =  0 

Sind  also  auch  die  Gleichungen  (34)  wiederum  nur  Folgen  der 
Gleichungen  (i  0) ,  so  ziehen  nach  (32)  die  letzteren  überhaupt 
die  n  Gleichungen  nach  sich: 

und  daher  werden  die  n  Gleichungen  /*'.t,-  =  0  durch  jedes 
Werthsystem  der  n  Unbekannten  o^^  •  •  •  a?^  befriedigt,  welches 
die  n  Gleichungen  erfüllt : 

Diese  n  Gleichungen  bestimmen  aber  nur  x^  —  a^,  •  •  • ,  x^  —  a^ 
als  Functionen  von  x^.^^  —  a^^.^ ,  •  •  • ,  a?^  —  a,^ .  Das  betrach- 
tete Wurselsystem  x^  =  a^  gehört  jetzt  also  nothwendig  einer 
solchen  Auflösung  der  Gleichungen  (3)  an,  welche  ursprünglich 
a'r^i  •  •  •  ^n  unbestimmt  gelassen  hatte.  Wieder  also  tritt 
nunmehr  der  besondere  Fall  von  §  2  ein,  und  da  nach  Voraus- 
setzung V\  definit  positiv  wird ,  wenn  man  ^^+4 ,  •  •  •  ?  Sn  =  ^ 
setzt,  so  ist  der  von  Xy,^^  •  •  •  er,»  unabhängige  Werth,  den  /'bei 
dieser  Auflösung  der  Gleichungen  (3)  erhält,  an  der  betrachte- 
ten Stelle  a^  '  •  '  af^  insofern  sicher  ein  kleinster  Werth  der 
Function,  als  dieselbe  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  kleinere 
Werthe  nicht  anzunehmen  vermag. 

Afcer  einerseits  ist  jener  Werth  von  f  nun  nicht  mehr  der 
kleinste,  dessen  die  Function  überhaupt  fähig  ist,  und  anderer- 
seits geht  aus  dem  Beispiele  : 

/  [X^  X^j  =  X^  -f-  X^  X^  , 

für  welches  der  auf  der  ganzen  Geraden  x^  =  0  eintretende 
Nullwerth  im  Intervall  x^  >  —  1  ein  kleinster  (und  im  Inter- 
vall x^<^  —  \  ein  grösster)  Werth  ist ,  unmittelbar  hervor, 
dass  der  Eintritt  eines  solchen  kleinsten  Werthes  hier,  bei  den 
Functionen  dritten  Grades,  schon  nicht  mehr,  wie  bei  den  Func- 
tionen zweiten  Grades,  nothwendig  an  die  Bedingung  gebunden 
ist,  dass  sich  die  gegebene  Function  durch  weniger  als  n  unab- 
hängige Variable  ausdrücken  lassen  muss.  — 
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Nachtrag. 

Die  vorstehende  Arbeit  war  bereits  im  Satz  begriffen ,  als 
ich  von  Herrn  Stolz  den,  in  den  Wiener  Sitzungsberichten  vom 
November  489i  veröffentlichten  Nachtrag  zu  seiner  Abhand- 
lung über  die  Maxima  und  Minima  der  Functionen  von  meh- 
reren Veränderlichen  erhielt.  Daher  konnte  ich  diesem  neue- 
sten Aufsatze  im  Vorhergehenden  selbst  nicht  mehr  die  Berück- 
sichtigung angedeihen  lassen ,  die  er  entschieden  verdient ,  und 
muss  mich  jetzt  darauf  beschränken,  nachtrciglich  hervorzu- 
heben, dass  durch  denselben  nun  allerdings  wohl  ein  Weg  vor- 
gezeichnet sein  dttrfte,  auf  welchem  man ,  wenn  auch  natürlich 
erst  nach  einer  sehr  grossen  Anzahl  von  Einzeluntersuchungen, 
schliesslich  doch  stets  zur  Entscheidung  des  Maximums  oder 
Minimums  muss  gelangen  können.  Dabei  ist  mir  der  Umstand 
mit  am  Merkwürdigsten,  dass,  während  alle  neueren  Methoden 
mehr  oder  weniger  versagen ,  es  gerade  das  älteste  Verfahren 
ist,  welches  zum  sicheren  Ziele  zu  führen  scheint.  Der  Grund- 
gedanke nämlich,  dass  man,  um  die  Minima  einer  Function  von 
ac  und  y  zu  finden,  erst  ihre  Minima  bei  constanten  o?,  und 
hierauf  diejenigen  Stellen  x  aufsucht ,  an  welchen  diese  Mini- 
malwerthe  selbst  wieder  ein  Miniraum  erreichen,  ist  ja  derselbe, 
den  bereits  Lagrangb  (am  Klarsten  in  der  Theorie  des  fonctions, 
II,  No.  54)  benutzt  hat,  um  seine  Kriterien  des  Maximums  und 
Minimums  abzuleiten  und  damit  einen  Fehler  Euler's  zu  be- 
richtigen. 
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C.  Venmaniiy  Analogien  zwischeti  Hydrodynamik  und  Elek- 
trodynamik, 

Will  man  über  die  vielfachen  und  zum  Theil  weitgehenden 
Analogien  zwischen  Hydrodynamik  und  Elektrodynamik  eine 
ungefähre  Uebersicht  erhalten,  so  hat  man  hinzublicken  auf  die 
Untersuchungen  von  Poiseuille,  Helmholtz,  Kircbhoff,  Boltz- 
mann,  Bjerknes  und  Riecke.  Dabei  tritt  sofort  zu  Tage,  dass 
diese  Analogien  in  zwei  weit  auseinander  liegende  Kategorien 
zerfallen,  nämlich  erstens  in  solche,  bei  denen,  wie  z.  B.  beim 
Poiseuille^schen  Gesetz  (über  die  Bewegung  des  Wassers  in 
Röhren)^  die  Reibung  der  Flüssigkeit  eine  wesentliche  Rolle 
spielt,  und  zweitens  in  solche,  bei  denen  die  Reibung  als  Null 
zu  betrachten  ist,  wie  z.  B.  in  den  Untersuchungen  von  Helm- 
holtz.  Kirchhoff  und  Boltzmann. 

Der  hier  vorliegende  Aufsatz  wird  ausschliesslich  die  Ana- 
logien zweiter  Kategorie  zum  Gegenstand  haben. 

Auf  solche  Analogien  dürfte  zum  ersten  Male  wohl  auf- 
merksam gemacht  worden  sein  durch  die  bekannte  Helmholtz- 
sehe  Abhandlung  über  Wirbelbewegungen;  (1858,  Crelle's  J. 
Bd.  55,  Seite  25). 

Sodann  aber  sind  später  derartige  Analogien  auch  bei 
wirbelfreien  Bewegungen  entdeckt  worden;  und  zwar  von  Kirch- 
hoff  in  seinem  Aufsatz  über  die  Kräfte ,  welche  zwei  unendlich 
dünne  Ringe  in  einer  Flüssigkeit  scheinbar  auf  einander  aus- 
üben; (1869,  Grelles  J.,  Bd.  71,  Seite  263). 

Die  überraschend  einfachen  und  schönen  Resultate,  zu 
denen  Kirchhoff  in  diesem  Aufsatz  gelangte,  haben  zu  mancher- 
lei Ideen  Veranlassung  gegeben.     Namentlich  aber  haben  sie 
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eine  höchst  interessante  Abhandlung  von  Boltzmann  hervor- 
gerufen (4870,  Crelle's  J.,  Bd.  73,  Seite  4  41),  in  welcher  eine 
Aasdehnung  der  KirchbofiTschen  Resultate  auf  Ringe  von  belieb 
bigem  Querschnitt,  womdglich  auch  auf  Körper  von  ganz  belie^ 
biger  Gestalt  angestrebt  wird.  Insbesondere  verdanken  wir 
dieser  Boltzmann'schen  Abhandlung  auch  die  höchst  wichtige 
Bemerkung  (1.  c.  Seite  4  28),  dass  das  Hamilton^sche  Princip  in 
seiner  gewöhnlichen  (z.  B.  von  Thomson  und  Tait  benutzten) 
Form  auf  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit  nur  dann  anwendbar 
sei,  wenn  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  SU  einfach  zu- 
sammenhangend ist,  und  dass  man  zu  unrichtigen  Resultaten 
gelangen  würde,  wenn  man  das  Princip  in  jener  Form  auf  den 
Fall  eines  mehrfach  zusammenhängenden  Raumes  91  anwenden 
wollte. 

Ob  es  überhaupt  möglich  sei,  dem  Princip  eine  Form  zu 
geben,  in  der  es  ohne  Ausnahme  auf  alle  Fälle  anwendbar 
wäre,  —  diese  Frage  blieb  dabei  völlig  offen. 

Nach  vielen  Bemühungen  ist  es  mir  gelungen ,  diese  Frage 
zum  Austrag  zu  bringen ,  sie  bejahend  zu  beantworten,  und  die 
verlangte  allgemeine  Form  des  Princips  wirklich  hinzustellen. 
Man  vergleiche  meine  hydrodynamischen  Untersuchungen  (4  883, 
Verlag  von  Teubner,  Seite  63). 

Nach  Ausfüllung  dieser  Lücke  habe  ich  nun  seit  längerer 
Zeit  jene  von  Kirchhoff  und  Boltzmann  entdeckten  und  in- 
zwischen auch  von  Rieche  (4887,  Math.  Annal.  Bd.  32)  in  Be- 
tracht gezogenen  Analogien  zwischen  Hydrodynamik  und  Elek- 
trodynamik zum  Gegenstande  eingehender  Studien  gemacht. 
Die  hierbei  gewonnenen  Resultate  beabsichtige  ich  hier  —  ohne 
Angabe  der  Beweise  —  in  möglichster  Genauigkeit  darzulegen. 
Dabei  habe  ich  der  wesentlichen  Dienste,  die  mir  die  Boltz- 
mann'schen Untersuchungen  theils  als  Stütze ,  theils  als  Anre- 
gung, geleistet  haben,  mit  grösster  Anerkennung  zu  gedenken. 

§<• 

Das  zu  betraehtende  materielle  System. 

Es  seien  (n  +  4)  starre  Körper  Äq  ,  Ä^,  Ä, ,  . . .  S„  gegeben. 
Der  Körper  ^^  enthalte  in  seinem  Innern  einen  Hohlraum.  Und 
die  Begrenzungsfläche  dieses  Hohlraumes  d.  i.  die  innere  Ober- 
fläche des  Körpers  A^  sei  mit  a^  bezeichnet.  Andererseits  mögen 
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die  äusseim  Oberflachen  der  Körper  ^^  ,$,,...  5t„  mit  a^ , 
a^,  >  -  •  (Jn  bezeichnet  sein.  Jede  dieser  (n  +  1)  Flächen  a  ist 
beliebig,  also  im  Allgemeinen  eine  mehrfach  zusammenhangende. 
Uebrigens  sollen,  wie  aus  dem  Folgenden  sofort  ersichtlich 
werden  wird ,  die  Flachen  a^ ,  a^  . , .  a^^  eine  gewisse  Kleinheit 
besitzen  im  Vergleich  mit  a^. 

Der  Hohlraum  des  Körpers  5l\  enthalte  nämlich  eine  in- 
compressible  Flüssigkeit.  Und  innerhalb  dieser  mögen  —  wie 
einzelne  Inseln  —  die  Körper  Ä| ,  Sf ^ ,  . . .  Ä«  gedacht  werden ; 
der  Art,  dass  jener  Hohlraum  durch  die  Flüssigkeit  und  die 
Körper  A^ .  j^, ,  . . .  ^^  vollständig  ausgefüllt  ist.  Alsdann  wird 
offenbar  der  von  der  Flüssigkeit  selbst  occupirte  Raum  91  durch 
die  (n  +  4)  Flächen  (^o »  ^<  >  ^« ?  •  •  ^»  vollständig  begrenzt  sein. 

§2. 
Die  Flächen  <i^o,  «^i,  <^s,  •  •  -  (f»» 

Auf  einer  solchen  Fläche  a  wollen  wir  —  und  zwar  inner- 
halb der  Flüssigkeit  —  in  Gedanken  eine  kleine  menschliche 
Figur  fortschreiten  lassen,  und  dieser  Figur  entsprechend  die 
Worte  »linksa  und  s rechts«  anwenden.  Ist  z.  B.  auf  der  Fläche 
a  eine  Curve  von  bestimmter  Richtung  gezogen,  und  lassen  wir 
jene  kleine  Figur  längs  dieser  Curve  und  in  der  Richtung  der- 
selben fortwandern,  so  soll  unter  der  linken  Seite  der  Curve  die- 
jenige verstanden  werden,  welche  jene  Figur  bei  ihrer  Wande- 
rung zur  Linken  hat.     U.  s.  w. 

Ist  also  die  Richtung  einer  auf  a  gezeichneten  Curve  gegeben, 
so  bestimmen  sich,  mittelst  dieser  Regel,  sofort  die  linke  und 
rechte  Seite  der  Curve  oder  (nach  Riemann'scher  Ausdrucks- 
weise) das  linke  und  rechte  Ufer  derselben.  —  Und  umgekehrt: 
Sind  für  eine  auf  a  gezeichnete  Curve  die  linke  und  rechte  Seite 
gegeben,  so  bestimmt  sich,  mittelst  jener  Regel,  sofort  die  Rich- 
tung der  Curve. 

Sind  auf  der  Fläche  a  zwei  Curven  s^  und  s^  gezeichnet, 
jede  von  bestimmter  Richtung,  so  mag  unter  dem  Symbol 

eine  gewisse  den  beiden  Curven  zugehörige  ganze  Zahl  verstan- 
den werden.  Ueberschreitet  nämlich  s^  die  Curve  s^  im  Ganzen 
(L  +  i?)mal,  und  zwar  Lmal  vom  rechten  zum  linken,  anderer- 
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seiis  aber  ümal  vom  linkei)  zum  rechten  Ufer,  so  soll 

sein.     Aus  dieser  Defioition  entspringt,  beiläufig  bemerkt,  so- 
fort die  Formel : 

(la)  [«i,^«]=  — [«,,5i]- 

Jede  Fläche  a  ist,  wie  schon  betont  wurde,  im  Allgemeinen 
mehrfach  zusammenhängend.  Die  Schnitte  oder  Curven,  deren 
es  bedarf,  um  eine  solche  Fläche  a  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende zu  verwandeln,  mögen  —  genau  in  der  Riemann'schen 
Art  und  Weise  —  mit  a,  6,  c  bezeichnet  sein;  so  dass  also  jede 
der  Curven  a,  h  geschlossen^  hingegen  jede  der  Curven  c  unge- 
schlössen  ist.  [In  meinen  Vorlesungen  über  die  Riemann'sche 
Theorie  (zweite  Auflage,  Seite  184)  findet- maq  eine  schematische 
Darstellung  dieser  Curven  a,  6,  c]  Auch  mdgen  all'  diesen  Cur- 
ven a,  6,  c  —  genau  in  der  Riemann'schen  Art  und  Weise  — 
bestimmte  Richtungen  zuertheilt  sein.  Ferner  mögen,  der  Be- 
quemlichkeit willen,  die  Curven  a,  6  die  Hmiptcurven  genannt, 
andrerseits  aber  die  Curven  c  (als  weiterhin  überflüssig)  wieder 
gelöscht  werden. 

Schliesslich  wollen  wir  uns  die  Hauptcurven  a,  b  der  Reihe 
nach  für  sämmtliche  Flächen  (^o  j  ^i »  ^*  j  '**  ^n  construirt  denken, 
und  air  diese  Curven  zusammengenommen  kurzweg  mit  a,  6 
bezeichnen. 

§3. 
Der  von  der  Flüssigkeit  eingenommene  Ranm  9}. 

Dieser  von  den  Flächen  o^o  ^  ^i  ?  ^«  ?  ' '  *  ^n  begrenzte  Raum 
9t  ist  im  Allgemeinen  mehrfach  zusammenhängend.  Es  seien 
q\  q" ,  q"\  •••  diejenigen  Schnittflächen^  deren  es  bedarf,  um 
ihn  in  einen  einfach  zusammenhängenden  zu  verwandeln.  Unter 
den  Randcurven  //,  A:"  ,  A*"',  •  •  •  dieser  Flächen  q' ,  q"  ,  9'",  •  •  • 
mögen  diejenigen  geschlossenen  Curven  verstanden  werden,  in 
denen  diese  Flächen  q\  (f\  q"\  •••  mit  der  Begrenzung  des 
Baumes  91,  d.  i.  mit  den  Flächen  (^o  7  ^4  >  ^«  >  *  "  *  ^n  zusammen- 
stossen.  Dabei  wird  z.  B.  auch  der  Fall  vorkommen  können, 
dass  ein  und  dieselbe  Fläche  q'  mehrere  solche  Randcurven  k' 
besitzt. 

Jedweder  Fläche  q  mag  nun  —  und  zwar*  ganz  nach  Will- 
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kttr  —  ihre  bestimmte  linke  und  rechte  Seite  zuertheilt  sein. 
Hierdurch  sind  alsdann,  der  Continuität  entsprechend,  bereits 
mitbestimmt  die  linken  und  rechten  Seiten  der  Gurven  A%  und 
also  (auf  Grund  der  in  §  2  festgesetzten  Regel)  auch  bereits 
mitbestimmt  die  Richtungen  der  Gurven  k\ 

Es  seien  irgend  welche  Constanten  gegeben:  //,  x",  x'",  •  •  •, 
der  Reihe  nach  entsprechend  den  Schnittflachen  q\  </' ,  (/",  •••. 
Zugleich  mögen  unter  den  adjungirten  Constanteri  M^ ,  Mf,  fol- 
gende verstanden  sein : 


(2) 


Ma  =  -  ^[a,  i(0]x«, 


die  Summationen  ausgedehnt  gedacht  ttber  alle  Gurven  /^ ,  k'\ 
^♦'",  •  •  .  Dabei  sollen  die  Symbole  [o,  A(0]  und  [6,  AW]  die 
in  {\)  angegebene  Bedeutung  haben,  also  bestimmte  ganze 
Zahlen  sein. 

Es  sind  hier  also  zwei  Systeme  von  Gonstanten  zu  unter- 
scheiden, nämlich  erstens  die  einstweilen  willkürlich  gewählten 
Gonstanten  x',  x",  x'",  •  •  •  (entsprechend  den  einzelnen  Schnitt- 
flächen 9' ,  q" ,  q'" ,  •  •  O)  w"d  andererseits  die  diesen  x',  x", 
x'",  •  •  •  adjungirten  Constanten  Mf^,  M^  (entsprechend  den  ein- 
zelnen Hauptcurven  a,  6). 

§*• 
Das  za  behandelnde  hydrodynamische  Problem. 

Nach  all'  diesen  Vorbereitungen  wollen  wir  jetzt  das  aus 
der  incompressiblen  Flüssigkeit  und  den  starren  Körpern  S^, 
^1,  £,,  '  - '  ^n  bestehende  System  unter  dem  Einfluss  gegebener 
äusserer  Kräfte  in  irgend  welcher  Bewegung  begriffen  uns  den- 
ken. Dabei  mögen  die  auf  die  Körper  ^  einwirkenden  äussern 
Kräfte  A  ganz  beliebig^  andererseits  aber  die  auf  die  Flüssigkeit 
einwirkenden  äussern  Kräfte  mit  einem  Potential  V=V(x, y,  s) 
behaftet  sein. 

Ueberdies  sei  vorausgesetzt,  dass  keine  Reibung  stattfindet, 
und  dass  der  Anfangszustand  der  Flüssigkeit  wirbelfrei  war. 
Alsdann  wird  bekanntlich  der  Zustand  der  Flüssigkeit  fort- 
dauernd wirbelfrei  bleiben.     Oder  mit  andern  Worten:  Die 
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Flassigkeit  wird  alsdann  fortdauernd  ein  sogenanntes  Geschwin^ 
digkeitspolential  <Z)  =  <Z)(cc,  y,  z)  besitzen  ^). 

Das  Geschwindigkeitspotential  <Z>  =  0{x,  y,  z)  ist  bekannt- 
lich eine  Function,  die  in  den  Schnittflächen  q'y  </",  q"\  •  •  •  mit 
Constanten  Differenzen  behaftet;  sonst  aber  samnit  all'  ihren  Ab- 
leitungen im  Räume  St  überall  stetig  ist?  Dabei  ist  zu  beachten, 
dass  die  genannten  Differenzen  nicht  nur  räumlich  (d.  i.  in  ganzer 
Ausdehnung  der  einzelnen  Schnittflächen),  sondern  auch  zeit- 
lich constant  sind,  und  dass  also  die  Werthe  dieser  Differenzen 
durch  den  gegebenen  Anfangs  zustand  ohne  Weiteres  bestimmt 
sind.  Wir  bezeichnen  diese  constanten  Differenzen  mit  x',  x", 
'/" ,  •  •  • ,  und  zwar  in  dem  Sinne,  dass  x(0  den  Betrag  reprä- 
senlirt,  um  welchen  O  auf  der  linken  Seite  der  Schnittfläche 
q^*)  grösser  ist  als  auf  der  rechten.  Aus  x',  x",  x'",  •  •  •  ergeben 
sich  nun  sofort,  nach  Maassgabe  der  Formeln  (2),  die  denselben 
adjungirten  Constanten  M^^  Mf,;  so  dass  also  alP  diese  Constanten 

(3)  x',  x",  x'",  '"  Ma,Mi, 

als  von  Hause  aus  gegebene^  nämlich  durch  den  Anfangs  zustand 
bestimmte  Constanten  anzusehen  sind. 

Wir  betrachten  nun  irgend  eine  der  Flächen  a^,  a^,  er^, 
•  •  c7„ ,  etwa  die  Oberfläche  a  des  Körpers  ß,  und  denken  uns 
auf  einem  Element  da  dieser  Oberfläche  die  in  die  Flüssigkeit 
(d.  i.  in  den  Raum  91)  hineinlaufende  Normale  31  errichtet.    Als- 
dann repräsentirt  offenbar  r-^  die  dieser  Richtung  31  entspre- 

chende  Geschwindigkeitscomponente  des  das  Element  da  be- 
rührenden Plüssigkeitstheilchens.  Andererseits  mag  die  der  Rich- 
tung 91  entsprechende  Geschwindigkeitscomponente  des  bei  da 
liegenden  Kurpertheilchens  mit  s  bezeichnet  sein.  Diese  beiden 
Geschwindigkeitscomponenten  —  sie  mögen  kurzweg  die  Nor- 


\)  In  Uebereinstimmung  mit  allen  Autoren  und  z.  B.  auch  mit  Boltz- 
mann,  werde  ich  das  Geschwindigkeitspotential  0  der  Art  einführen,  dass 
seine  positiven  Ableitungen  die  Geschwindigkeitscomponenten  sind.  An- 
dererseits aber  werde  ich  die  gewöhnlichen  Potentiale  (wie  z.  B.  V  und 
weiterhin  P,  P)  nach  dem  Vorgänge  meines  Vaters  der  Art  einführen,  dass 
ihre  negativen  Ableitungen  die  Kräfte  vorstellen.  Demgemäss  haben  diese 
gewöhnlichen  Potentiale  bei  mir  und  Boltzmann  entgegengesetzte  Werthe. 
Denn  Boltzmann  definirt  dieselben  so,  dass  ihre  positiven  Ableitungen  die 
Kräfte  sind  [Crelle's  J.  Bd.  78,  Seite  116]. 
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malgeschwindigkeiten  heissen   —   sind  bekanntlich   in   jedem 
Augenblick  einander  gleich.    Es  ist  also: 


h3l 


=  s 


Denkt  man  sich  nun  die  Normalgeschwindigkeiten  s  für 
alle  Oberflächenpunkte  aller  Körper  ^^,  &^,  ff, ,  •  •  ff«  in  ir- 
gend einem  Zeitaugenblick  gegeberi,  so  sind  die  Differential- 
gleichungen 

unter  Hinzunahme  der  schon  genannten  Stetigkeitseigenschafton 
von  Oj  und  unter  Benutzung  der  gegebenen  Gonstanten  x%  x'\ 
*/"  y  '  '  '  (3),  ausreichend  zur  Berechnung  des  augenblicklichen 
Werthes  von  O.  Ist  dieser  aber  gefunden,  so  ergiebt  sich  hier- 
aus sofort  auch  die  augenblickliche  lebendige  Kraft  T  der  Flüs- 
sigkeit. 

Die  augenblicklichen  Werthe  i^on  0  und  T  sind  also  in  ganz 
bestimmter  Weise  abhängig  von  jenen  augenblicklichen  Normal- 
geschwindigkeiten  s  der  einzelnen  Oberflächenpunkte  der  starren 
Kiirper.  Und  das  zu  behandelnde  hydrodynamische  Problem 
oder  wenigstens  ein  wesentlicher  Theil  desselben  besteht  darin, 
diese  Abhängigkeit^  welche  einstweilen  nur  durch  Differential- 
gleichungen ausgedrückt  ist,  näher  zu  untersuchen,  und  womög- 
lich in  endlicher  Form  darzustellen. 

So  wenigstens  lautet  die  gewöhnliche  Aufgabe  der  Hydro- 
dynamik. Hier  aber  soll  gezeigt  werden,  dass  die  in  Rede 
stehende  Abhängigkeit  elektrodynamisch  construirbar  ist. 

Ich  werde  diese  Construirbarkeit  zuerst  in  voller  Allge- 
meinheit darlegen,  sodann  aber  zu  denjenigen  specielleren  Er- 
gebnissen mich  hinwenden,  welche  für  den  Fall  der  ruhenden 
oder  festgehaltenefi  Körper  sich  ergeben. 

§6. 
Allgemeiiie  Resultate. 

Jene  Normalgeschwindigkeiten  s  seien  für  irgend  einen 
Zeitaugenblick  gegeben.  Unsere  Aufgabe  besteht  darin,  die  augen- 
blicklichen Werthe  von  O  und  T  elektrodynamisch  zu  construiren. 
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Zu  diesem  Zweck  versehen  wir  die  gegebenen  Oberflächen 
<^o  >  ^4  j  ^« »  '  •  •  ^n  ^^  ^^^  gegebenen  Zeitaugenblick  mit  zweier- 
lei Belegungen,  nämlich  erstens  mit  gewissen  magnetischen  Be- 
legungen {s)y  und  zweitens  mit  gewissen  stationären  elektrischen 
Strombelegungen  (J). 

Was  die  magnetischen  Belegungen  (^)  betrifil,  so  soll  bei 
ihnen  die  magnetische  Flächendichtigkeit  für  jedweden  Ober- 
flächenpunkt  genau  ebenso  gross  sein  wie  die  augenblickliche 
Normalgeschwindigkeit  5  dieses  Punktes. 

Andererseits  sollen  die  stationären  elektrischen  Strombele- 
gungen (J)  von  solcher  Art  gedacht  werden,  dass  die  Haupt- 
durchgangsmengen derselben  identisch  sind  mit  den  gegebenen 
Ck>nstanten  M^ ,  Mf,  (3),  und  dass  überdies  die  Gesammtwirkung 
air  dieser  Belegungen  (s)  und  (j)  auf  jedweden  ausserhalb  Vi 
gelegenen  Magnetpol  Null  ist.  Was  unter  einer  stationären  elek- 
trischen StrombeleguDg,  und  unter  ihren  Hauptdurchgangs- 
mengen zu  verstehen  sei,  ist  bereits  früher  von  mir  dargelegt 
worden  (diese  Berichte,  4891,  Seite  571,  572). 

Durch  die  soeben  gemachten  Angaben  sind  nicht  nur  die 
Belegungen  (s),  sondern  auch  die  Belegungen  (j)  eindeutig  be- 
stimmt; wie  sich  solches  ergiebt  auf  Grund  eines  gewissen  Uni- 
täts-Theorems,  welches  ich  hier  nur  seinem  Inhalt  nach  —  ohne 
Beweis  —  mir  mitzutheilen  erlaube.     Dasselbe  lautet: 

Unitatfl-Theorem.  Jede  der  Flächen  <^o  >  ^i  >  ^« »  '  '  '  ^n  ^^* 
behaftet  mit  einer  stationären  elektrischen  Strombelegung,  Für 
diese  sonst  unbekannten  Belegungen  seien  gegeben  die  Haupt- 
durchgangsmengen.  Und  überdies  sei  die  Wirkung  derselben  auf 
jedweden  ausserhalb  31  gelegenen  Magnetpol  gegeben,  —  Als- 
dann werden  hierdurch  jene  Belegungen  eindeutig  bestimmt  sein. 
Auf  einen  speciellen  Fall  dieses  Theorems  ist  bereits  früher 
(diese  Berichte,  4891,  Seite  574)  von  mir  aufmerksam  gemacht. 

Nachdem  in  solcher  Art  und  Weise,  nämlich  auf  Grund 
der  Normalgeschwindigkeiten  5,  der  Reihe  nach  die  Belegungen 
{s)  und  ij)  construirt  sind,  ist  es  nun  leicht,  die  augenblicklichen 
Werthe  von  O  und  T  wirklich  anzugeben.  Es  wird  nämlich 
das  Geschwindigkeitspotential  O  für  jedweden  innerhalb  9t  lie- 
genden Punkt  (,r,  y,  z)  den  Werth  haben: 
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wo  S  und  P  diejenigen  Potentiale  bezeichnen,  welche  resp.  die 

Belegungen  (s)  und  (j)  auf  den  Punkt  {x,  y,  z)  ausüben  würden, 

falls  derselbe  ein  Magnetpol  von  der  magnetischen  Masse  Eins 

wäre. 

Andererseits  wird  die  augenblickliche  lebendige  Kraft  T 

der  Flüssigkeit  den  Werth  besitzen: 

S  — P 

(6)  r=  +  e-^j^. 

Hier  bezeichnet  q  die  constante  Dichtigkeit  der  incompressiblen 
Flüssigkeit,  femer  S  das  Potential  des  Systems  der  Belegungen 
{s)  auf  sich  selbst,  und  P  das  Potential  des  Systems  der  Bele- 
gungen 0)  auf  sich  selber. 

Man  könnte  noch  fragen  nach  dem  Druck  der  Flüssigkeit^ 
namentlich  z.  B.  nach  derjenigen  Wirkung,  welche  dieser  Druck 
auf  die  einzelnen  starren  Körper  S^ ,  fö^ ,  fö, ,  •  •  •  ^^  ausübt. 
Diese  Wirkung  aber  mittelst  der  Belegungen  {s)  und  [j)  con- 
struiren,  resp.  deßniren  zu  wollen,  dürfte  ein  Ding  der  Unmög- 
lichkeit sein;  es  sei  denn,  dass  man  voraussetzt,  die  starren 
Körper  ßo »  ^4  >  ^«  ?  '  *  '  ®n  würden  durch  die  auf  sie  einwirken- 
den äussern  Kräfte  i4,  trotz  der  in  Bewegung  begriffenen  Flüs- 
sigkeit, in  fortdauernder  Ruhe  erhalten ;  was  im  folgenden  §  ge- 
schehen soll. 

Selbst  wenn  die  Körper  lauter  unendlich  dünne  Ringe  sind, 
ist  die  Bestimmung  jener  Druckwirkung,  solange  die  Ringe  in 
Bewegung  gedacht  werden,  nicht  so  einfach ,  wie  Kirchfaoff  glaubte, 
und  auch  von  Boltzmann  nur  durch  Herbeiziehung  weiterer 
Hiilfsmiitel  (nämlich  des  von  ihm  mit  Q  bezeichneten  Potentials) 
einigerroassen  erreicht.  Es  ist  meine  Absicht,  auf  die  Betrach- 
tung solcher  unendlich  dünnen  Ringe  in  einer  späteren  Publi- 
kation genauer  einzugehen,  hier  aber  nicht. 

HiBtoriBoheg.  Schon  Bolizmann  hat  die  hier  mit  (j)  bezeich- 
neten Belegungen  untersucht  (Crelle's  J.,  Bd.  73.)  Entgangen 
sind  ihm  aber  die  Belegungen  {s).  Auch  fehlte  ihm  das  von  mir 
aufgestellte  Unitäts-Theorem.  Und  in  diesen  beiden  Umständen 
liegt  der  Grund  dafür,  dass  er  jene  Belegungen  (/)  elektrodyna- 
misch zu  construiren  ausser  Stande  war.  Auch  konnte  er,  in 
Ermangelung  der  Belegungen  {$),  nicht  zu  den  Ausdrücken  5,  S 
gelangen,  mithin  auch  nicht  zu  den  Formeln  (5),  (6). 

Augenscheinlich  hat  Boltzmann  nach  solchen  Formeln ,  wie 
sie  in  (6),  (6)  angegeben  sind,  mit  grossem  Eifer  gesucht,  und 
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dabei  jene  ihm  unzugfingiichen  Ausdrücke  S,  8  ge'wissermassen 
zu  eliminiren  sich  bemüht.  Zu  diesem  Zwecke  hat  er  (1.  c. 
Seite  424)  die  Körper  St  als  Flüssigkeitsmassen  sich  vorgestellt, 
der  Art,  dass  bloss  noch  ihre  Oberflächen  a  aus  einer  starren 
(resp.  biegsamen)  Substanz  bestehen  sollten.  Auch  hat  er  zu 
diesem  Zwecke  (1.  c.  Seite  423)  ein  neues  Potential  Q  zu  Hülfe 
genommen,  welches  in  jedem  Augenblick,  aber  in  ziemlich  com- 
plicirter  Weise,  durch  den  augenblicklichen  Bewegungszustand 
jener  starren  (resp.  biegsamen)  Flächen  a  sich  bestimmt. 

Sodann  geht  Boltzmann  über  zur  Betrachtung  des  Falles 
unendlich  dünner  BingCy  und  zeigt  (1.  c.  Seite  426),  dass  der  in 
diesem  Fall  von  KirchhofT  für  die  lebendige  Kraft  T  der  Flüssig- 
keit gefundene  elektrodynamische  Ausdruck  auch  dann  noch 
gültig  bleibt,  wenn  die  Querschnitte  der  Ringe  unendlich  klein, 
aber  nicht  kreisförmig  sind. 

Hierauf  discutirt  Bolizmann  die  Frage,  ob  es  möglich  sei, 
die  Wirkung  der  von  der  Flüssigkeit  auf  die  Ringe  ausgeübten 
Druckkräfte  aus  jenem  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  T,  sei  es 
durch  Differentiation,  sei  es  durch  Variation,  abzuleiten. 

Boltzmann  deutet  an  (1.  c.  Seite  426),  dass  von  einer  Ab- 
leitung durch  Dt/ferenttaf  ton  nicht  die  Rede  sein  könne,  ausser 
im  Fall  der  ruhenden  Ringe  (I.  c.  Seite  44  4).  Will  man  also, 
wie  es  Kirchhoff  gethan,  das  Verfahren  der  blossen  Differentia- 
tion in  Anwendung  bringen  auf  in  Bewegung  begriffene  Ringe, 
so  wird  man  für  die  Wirkung  jener  Druckkräfte  einen  Werth 
erhalten ,  der  noch  irgend  welcher  nachträglichen  Correction  be- 
dürftig ist. 

Andererseits  verbietet  sich,  wie  Boltzmann  bemerkt,  das 
Verfahren  der  Variation  von  selber,  so  lange  man  die  Form  noch 
nicht  kennt,  welche  dem  Hamilton'schen  Princip  für  den  Fall 
der  Ringe,  d.  i.  für  einen  n»e/^r/ac/^ zusammenhängenden  Flüssig- 
keitsraum zuzuertheilen  ist. 

Ohne  nach  dieser  Form  weiter  zu  suchen ,  schlägt  sodann 
Boltzmann  (1.  c.  Seite  129),  einen  möglichst  directen  Weg  ein 
zur  Bestimmung  der  Wirkung  der  Druckkräfte,  und  findet  hier- 
bei (1.  c.  Seite  4  33),  dass  jene  noch  fehlende  n€ichträgliche  Cor- 
rection im  Werthe  dieser  Wirkung  ausdrückbar  sei  mittelst  des 
schon  genannten  Potentials  Q. 

§6. 
Resultate  für  den  FaU  ruhender  Rdrper. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen ,  die  auf  die  Körper  Sq  ,  S^ , 
^19  '  *  '  ^n  einwirkenden  äussern  Kräfte  A  (vgl.  §  4)  seien  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass  diese  Körper,  trotz  der  in  Bewegung 
begriffenen  Fittssigkeit,  in  Ruhe  bleiben. 

Alsdann  werden  offenbar  jene  Norroalgeschwindigkeiten  s 
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alle  =  0  sein,  mithin  die  Belegungen  (s)  verschwinden.  Demge- 
mäss  sind  im  gegenwärtigen  Fall  (vgl.  §  5)  die  Belegungen  {j)  als 
diejenigen  zu  definiren^  welche  die  gegebenen  Hauptdurchgangs- 
mengen Mfij  Jl/ft  besitzen^  und  welche  überdies  auf  alle  ausserhalb 
SR  liegefideyi  Magnetpole  die  Wirkung  Null  gebeii.  Zugleich  re- 
duciren  sich  in  diesem  Fall  die  Formeln  (5)  und  (6)  resp.  auf 

(7)  <^=-4^. 

und  auf 

(8)       '       ^=-^L^ 

wo  P  und  P  dieselben  Bedeutungen  haben  wie  damals. 

Dass  die  Belegungen  (j)  durch  die  soeben  angegebene  De- 
finition eindeutig  bestimmt  sind,  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  aus 
meinem  im  vorhergehenden  §  angegebenen  Unitäts-Theor-em. 

Wir  gehen  über  zum  Druck  der  Flüssigkeit  auf  die  starren 
Körper.  Dieser  Druck  wird  gegenwärtig,  wo  die  Körper  in  Ruhe 
sich  befinden,  ein  auf  dieselben  einwirkendes  Kräftesystem  reprä- 
sentiren,  welches  die  Eigenschaft  hat,  den  die  Körper  soUicitirenden 
äussern  Kräften  A  das  Gleichgewicht  zu  halten,  und  wird  daher 
als  äquivalent  zu  bezeichnen  sein  mit  jedwedem  andern  Kräfte- 
system, welches  dieselbe  Eigenschaft  besitzt.  Ein  in  diesem  Sinne 
mit  dem  Druck  der  Flüssigkeit  äquivalentes  Kräftesystem  ist  nun 
leicht  angebbar.     Es  ergiebt  sich  nämlich  folgender  Satz : 

Aequivalenz-Satz.  Die  von  der  Flüssigkeit  auf  die  starTen 
Körper  fto»  ®i  >  ®«»  * '  *  ®»  ausgeübten  Druckkräfte  sind  äqui- 
valent mit  denjenigen  Kräften^  welche  die  Körper  selbst^  vermöge 
ihrer  Strombelegungen  (j),  nach  den  bekannten  elektrodynamischen 
Gesetzen^  gegenseitig  aufeinander  ausüben^  diese  Kräfte  noch  mul- 

tiplicirt  mit  dem  constanten  Factor  l —  j^J .  Dabei  ist  voraus- 
gesetzt^ dass  auf  die  Flüssigkeit  selbst  keinerlei  äussere  Kräfte 
einwirken^  dass  also  da^  mit  V  (vgl.  §  4)  bezeichnete  Potential 
=  0  sei. 

Lässt  man  diese  Voraussetzung  fallen,  nimmt  man  also  an, 
V  sei  eine  beliebig  gegebene  Function  der  Goordinaten,  so  hat 
man,  um  die  soeben  genannte  Aequivalenz  zu  einer  vollstän- 
digen zu  machen,  zu  jenen  mittelst  der  Belegungen  (j)charakteri- 
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sirien  Kräften  noch  diejenigen  hinzuzufügen^  welche  aus  dem 
hincip  des  Archimedes  sich  ergeben. 

HlBtoriflohM.  —  Ausser  der  Bollzmann^schen  Arbeit  (4  870, 
Crelle's  J.,  Bd.  73)  kommt  hier  auch  eine  Arbeit  von  Rieche 
(4887,  Math.  Annal.  Bd.  32)  in  Betracht.  Da  indessen  diese 
beiden  Arbeiten,  obwohl  verschieden  durch  verschiedene  Me- 
thoden, doch  den  Resultaten  nach  im  Wesentlichen  überein- 
stimmen, so  wird  es  zu  entschuldigen  sein,  wenn  ich  hieraus^ 
schliesslich  auf  die  Boltzmann' sehe  Untersuchung  eingehe. 

Der  Einfachheit  willen  mag  die  Fläche  (Tq  eine  völlig  fest 
aufgestellte  Kugelfläche  sein,  deren  Centnim  irgendwo  im  End- 
lichen liegt,  und  deren  Radius  unendlich  gross  ist ;  so  dass  also 
diese  Fläche  a^  ebenso  wie  der  Körper  ^^  unsern  Augen  ent- 
schwindet ,  und  nur  noch  die  Körper  ^j ,  ^2 '  •  •  •  ^n  übrig 
bleiben. 

Alsdann  sind  die  Sätze  (7)  und  (8)  und  der  soeben  ausge- 
sprochene Aequivalenz-Salz  —  wenigstens  für  rinflr/örmiflfe  Körper 
Stit  Sti,  .  .  .  ^n  —  ii^  befriedigender  Uebereinstimmung*)  mit 
den  betreffenden  ^o^^jsmann'schen  Resultaten,  (1.  c.  Seite  M6, 
HO  und  4  30).  Trotzdem  aber  bleibt  dabei  zwischen  Boltzmann 
und  mir  ein  wesentlicher  Unterschied  vorhanden  in  Betreff 
jener  Belegungen  {ß,  welche  den  eigentlichen  Angelpunkt  all' 
dieser  Sätze  bilden. 

Boltzmann  hat  nämlich  —  wenigstens  für  den  Fall  ring- 
förmiger Körper  —  eine  gewisse  Minimum- Eigenschaft  der  Be- 
legungen (/)  entdeckt  (1.  c.  Seite  14  6 — 4  48).  Er  folgert  hieraus, 
dass  das  System  der  Belegungen  (j)  eine  Gleichgewichts- Änord^ 
nung  der  betreffenden  elektrischen  Ströme  repräsentirt  (1.  c. 
Seite  448),  und  benutzt  sodann,  falls  ich  ihn  richtig  verstanden 
habe,  (1.  c.  Seite  4  49),  diese  Eigenschaften  des  Minimums  und 
Gleichgewichts  zur  elektrodynamischen  Definition  der  Belegungen 
(f).  —  Dass  aber  diese  letztem  durch  eine  solche  Definition  ein- 
deutig bestimmt  seien,  dürfte  wohl  nicht  ohne  Weiteres  evident 
sein,  und  scheint  auch  von  Boltzmann  nicht  gradaus  behauptet 
zu  werden  (1.  c.  Seite  449). 

Wesentlich  anders  liegen  die  Dinge  bei  mir.  Ich  gebe  näm- 
lich für  die  Belegungen  (j)  —  und  zwar  nicht  nur  für  den  Fall 
ringförmiger  Körper,  sondern  ganz  allgemein  für  völlig  beliebig 
gestaltete  Körper  —  jene  höchst  einfache  zu  Anfang  des  gegen- 
wärtigen §  ausgesprochene  Definition  ,  und  liefere  zugleich  mit 


4)  Wie  schon  (in  der  Note  zu  §4)  erwähnt  wurde,  haben  die  gewöhn- 
lichen Potentiale  (wie  z.  B.  P,  P)  bei  Boltzmann  und  mir  entgegengesetzte 
Vorzeichen.  Beachtet  man  dies ,  so  ist  die  Uebereinstimmung  des  Satzes 
(8j  und  des  Aequivalenzsatzes  mit  den  Boltzmann'schen  Resultaten  (l.  c. 
Seite  420  und  430)  eine  vollständige.  Hingegen  bleibt  dabei  zwischen  dem 
Satze  (7)  und  dem  betreffenden  Boltzmann'schen  Ergebnisse  (I.e.  Seite  4 16) 
immer  noch  ein  Zeichenunterschied  bestehen.  Dieser  Unterschied  bedarf 
Doch  der  Aufklärung. 
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telst  meines  Unitöts-Theorems  (§  5)  den  strengen  Beweis  dafür» 
dass  die  Belegungen  (j)  durch  diese  Definition  eindeutig  be- 
stimmt sind. 

Wenn  nun  in  diesen  Dingen  meinem  Verfahren  wohl  ohne 
Zweifel  der  Vorzug  einzuräumen  ist,  so  muss  doch  andererseits 
betont  werden,  dass  jene  von  Boltzmann  für  ringförmige  Körper 
entdeckte  Minimum -Eigenschaft  den  eigentlichen  Kern  eines 
Theorems  von  hervorragender  Bedeutung  und  grösster  Wichtig- 
keit repräsentirt 

Denkt  man  sich  (ebenso  wie  in  §  1)  einen  Raum  fR,  be- 
grenzt von  (n  +  1 )  Flächen  cTq  ,  a^ ,  a^ ,  •  •  •  cr„,  so  lautet  dieses 
Theorem  folgendermassen : 

Minimnm-Theorem.  —  Die  Flächen  a^,  er,,  a^,  '  ' '  <^n  seiefi 
mit  irgend  welchen  stationären  elektrischen  Strombelegungen  (j) 
versehen^  die  indessen  von  solcher  Beschaffenheit  sein  sollen,  dass 
ihre  Wirkung  auf  alle  ausserhalb  SR  gelegenen  Magnetpole  Null 
ist.  Ferner  sei  P  das  Potential  des  Systems  der  Belegungen  (J) 
auf  sich  selbst. 

Unterwirft  man  alsdann  diese  Belegungen  (j),  ohne  Ver- 
letzung ihres  stationären  Charakters  und  ohne  ihre  Hauptdurch- 
gangsmengen zu  änderny  irgend  welchen  Variationen,  so  wird  der 
hierdurch  entstehende  Zuwachs  6P  des  Potentials  P  stets  =  0  sein. 

Von  Wichtigkeit  ist  dieses  Theorem  z.  B.  fttr  den  Beweis 
des  in  diesem  §  angegebenen  Aequivalenz -Satzes,  ebenso  wie 
auch  Boltzmann  (1.  c.  Seite  120)  von  seinem  specielleren  Theo- 
rem zu  analogem  Zwecke  Gebrauch  gemacht  hat. 


§7. 

lieber  die  elektrodynamische  Constmirbarkeit  wUlkiirlieh  gegebener 

Fnnetionen. 

Jedwede  Function  F=  F{x,  y,  z)  ist,  falls  sie  nur  ge- 
wissen Stetigkeits-Anforderungen  entspricht,  physikalisch  con- 
struirbar,  Ist  nämlich  die  Function  nebst  ihren  Ableitungen 
innerhalb  eines  gegebenen  Raumes  9i  stetigy  so  wird  sie  inner- 
halb dieses  Raumes  SR  darstellbar  sein  als  das  Potential  eines 
gewissen  Massensystems ,  welches  theils  in  continuirlicher  Ver- 
theilung  den  Raum  9i  erfüllt,  theils  in  Form  einer  Flächenbele- 
gung an  der  Grenze  des  Raumes  SR  sich  befindet,  theils  endlich 
in  Gestalt  einer  Doppel-Flächenbelegung  ebenfalls  über  diese 
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Grenze  sich  ausdehnt.  —  Solches  ergiebt  sich  leicht  mittelst 
eines  bekannten  Green'schen  Satzes. 

Wollte  man  diese  Darstellangsweise  auf  drei  Functionen 
u  =  u(Xj  y,  «),  t;  =  v{Xj  y,  js),  w  =  w{Xj  y,  z)  anwenden,  so 
hatte  man  drei  solche  Massensysteme  einzuftüiren. 

Eine  einfachere  und  fttr  viele  Zwecke  vortheilhaftere  Dar- 
stellungsweise ergiebt  sich  aus  der  vielgenannten  Boltzmann- 
sehen  Abhandlung  (Grelle^s  J.,  Bd.  73,  Seite  113).  Diese  besteht 
darin,  die  Functionen  u,  v,  w  auszudrücken  als  die  Gompo- 
nenten  derjenigen  Kraft,  welche  ein  bestimmtes  System  elektri- 
scher Ströme  auf  den  variablen  Punkt  {Xy  y,  z)  ausübt ,  wobei 
alsdann  dieser  Punkt  als  ein  Magnetpol  anzusehen  ist.  Aller- 
dings wird  bei  dieser  Boltzmann'schen  Darstellungsweise  vor- 
ausgesetzt, dass  die  Functionen  u,  v,  w  folgende  Bedingungen 
erfüllen : 


bto 

öto       hu                   hu       iv 

hx       hz         '        hy       hx         ' 

bv 
bz' 

^u  +  f8v  +  {S.w  =  0  , 

von  denen  die  vier  ersten  auf  das  Innere,  die  letzte  auf  die 
Oberfläche  des  zu  betrachtenden  Baumes  9i  sich  beziehen.  Da- 
bei sind  unter  9,  83,  (S  die  Bichtungscosinus  der  auf  dieser 
Oberfläche  errichteten  Normale  zu  verstehen. 

Doch  lassen  sich  diese  lästigen  Bedingungen  oder  Beschrän- 
kungen abstreifen,  wodurch  man  alsdann  zu  folgendem  allge- 
meinen Theorem  gelangt. 

Theorem.  —  Sindu,  i?,  w  irgend  welche  Functionen  von  x,  y,  z, 
die  sammt  ihren  Ableitungen  innerhaU)  eines  beliebig  begrenzten 
Raumes  91  stetig  sind,  und  sind  u^,  v^ ,  w^  die  Werthe  dieser 
Functionen  im  Punkte  {x^ ,  y^ ,  zj,  so  gelten  die  Formeln : 

i.  bS,.lbH,       bGA 

*    *  bx^       \by^        bzj 


{A.) 


*  *  by^       \bz^       bxj 

.  bS^.ibG,       bFA 

*  *  bz^       \bx^       byj 
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wo  e^  =  \  oder  =  0  ist,  je  nachdem  der  Punkt  (a?^,  y^J  z^)  inner- 
halb SR  oder  ausserhalb  SR  liegt. 

Hier  sind  5, ,  F, ,  G, ,  H^  Summen  gewisser  Potentiale.  Und 
diese  Potentiale  rühren  von  Massenvertheilungen  her ,  die  mit  ge- 
wissen Dichtigkeiten  theils  über  die  Oberfläche  a  des  Raumes  9i, 
theils  über  diesen  Raum  selbst  ausgebreitet  sind.    Es  ist  nämlich : 

fsda       fs*dT 
^^  =J  T"  +J  ~7~  ' 


(»■) 


} 


^0  5,  fy  j,  A  und  s*,  /**,  g*f  A*  die  Bedeutung  haben : 


(C.) 


^ bu       hv       hw 

/-*  _  ^  _  ^ 
'  hy       bz' 

^ bu       bw 

hv  hu 

hx       by 


Dabei  repräseniiren  8,  S5,  K  die  Richtungscosinus  der  auf  irgend 
einem  Oberflächenelement  da  errichteten^  in  den  Raum  SR  hinein- 
laufenden Normale  5R. 

Die  Integrationen  in  (B.)  sind  hinerstreckt  zu  denken  über  alle 
Oberflächenelemente  da  {x,  y,  z),  respective  über  alle  Volumelemente 
dr  (cc,  y,  z)  des  Raumes  9t.  Uyid  dabei  ist  unter  r  der  Abstand 
eines  solchen  Elementes  vom  Punkte  {x^,  y,,  z^)  zu  verstehen. 

Besonders  hervorzuheben  ist  nun,  dass  die  rechten  Seiten 
der  Formeln  (A.)  einfache  elektrodynamische^  respective 
magnetische  Bedeutungen  haben ^  sobald  man  den  Punkt 
{x^ ,  y, ,  Zj)  als  einen  Magnetpol  von  der  magnetischen  Masse  Eins 
ansieht.    Alsdann  nämlich  repräsentiren 


(/).) 
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die  Componenten  der  auf  jenen  Pol  {x^,  y,,  z^)  von  einer  gewissen 
magnetischen  Materie  ausgeübten  Wirkung.    Diese  Materie 
ist  theils  über  die  Oberfläche  a  des  Raumes  /?,  theils  über  den 
Kaum  91  selber  ausgebreitet,  resp.  mit  den  Dichtigkeiten  s  und  s*. 
Gleichzeitig  repräsentiren  alsdann 

iE.)  ^  -  ^  ^Ja^^"^.  ^^^  _  ^J\ 

5y,         ÖJ5^    '  hz^        öiT,  '  hx^        by^ 

die  Componenten  der  auf  den  Pol  (ar^,  t/^,  z^)  von  einer  gewissen 
stationären  elektrischen  Stromvertheilung  ausgeübten 
Wirkung.  Diese  Stromvertheilung  ist  theils  über  die  Oberfläche  a 
des  Raumes  9?,  theils  über  den  Raum  9i  selber  ausgebreitet ^  respec- 
tive  mit  den  Slrömungscomponenten  (/',  r/,  h)  und  (/'*,  (/*,  /}*). 

In  Anbetracht  dieser  Bemerkungen  über  die  Ausdrücke 
(/>.),  (£".),  können  wir  sagen,  dass  durch  die  Formeln  (A,)  die 
Werthe  der  stetigen  Functionen  w,  v,  w  in  irgend  einem  Punkte 
(,2-^,  y^,  z,)  des  Raumes  9{  elektrodynamisch  construii^t  sind.  Auch 
können  wir  hinzufügen ,  dass  diese  Gonstruction  eine  ziemlich 
einfache  ist,  insofern  als  die  Dichtigkeiten  und  StrOmungscom- 
ponenten  der  dabei  erforderlichen  magnetischen  und  Strom- 
Vertheilungen  sofort  angebbar  sind. 

Demgemäss  dürfte  zu  erwarten  sein,  dass  wir  die  meisten 
physikalischen  Vorgänge,  so  weit  dieselben  in  stetiger  Weise 
erfolgen,  d.  i.  durch  stetige  Functionen  sich  ausdrücken,  elektro- 
dynamisch zu  conslruiren  oder  (anders  ausgedrückt)  mittelst  der 
elektrodynamischen  Gesetze  zu  beschreiben  im  Stande  sein 
werden.  Und  hierin  liegt  nach  meiner  Ansicht  z.  B.  auch  der 
Grund  dafür,  dass  die  Hydrodynamik  so  viele  Beziehungen  zur 
Elektrodynamik  darbietet. 

Diese  Beziehungen  oder  Uebereinstimmungen  haben  also 
nach  meiner  Ansicht  keine  tieferen  Gründe.  Sie  sprechen  nicht 
etwa  für  einen  noch  weiter  zu  erforschenden  gemeinschaftlichen 
Bfiden  der  beiden  Disciplinen,  sondern  sie  repräsentiren  nur 
äusserHche  Analogien,  deren  Existenz  aus  dem  Umstände  re- 
sultirt,  dass  es  sich  in  den  betreffenden  Theilen  der  Hydro- 
dynamik immer  nur  um  stetige  Functionen  handelt,  derartige 
Functionen  aber  elektrodynamisch  construirbar  sind. 
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§8. 
Beiläufige  Bemerknngeii. 

Ich  benutze  diese  Gelegenheit  zur  beiläufigen  Mittheilung 
zweier  Sätze ,  von  denen  der  eine  auf  hydrostatischen  üeberle- 
gungen  beruht ,  wahrend  der  andere  einen  merkwürdigen  Fall 
des  hydrostatischen  Gleichgewichts  zum  Gegenstande  haben  wird. 

Erster  Satz.  —  Es  sei  gegeben  ein  ganz  unregelmässiges 
Standes  Polyeder,  begrenzt  von  lauter  ebenen  Seitenflächen.  Auf 
jeder  solchen  Seitenfläche  markire  man  den  Schwerpunkt  der- 
selben. Sodann  lasse  man  in  diesen  Punkten  auf  das  Polyeder 
Kräfte  einwirken,  die  gegen  die  einzelnen  Seitenflächen  senk- 
recht, den  Grössen  der  Flächen  proportional,  und  alle  nach 
aussen  gerichtet  sind.  —  Alsdann  wird  das  Polyeder  unter  dem 
Einfluss  all  dieser  Kräfte  im  Gleichgewicht  sein. 

Beweis.  —  Man  denke  sich  das  Polyeder  hohl,  etwa  zu- 
sammengelöthet  aus  einzelnen  starren  Blechstttcken.  Der  Inüen- 
raum  dieses  hohlen  Polyeders  sei  nun  erfüllt  von  einer  beliebig 
stark  comprimirten  Flüssigkeit.  Alsdann  wird  das  Polyeder 
durch  das  Expansionsbestreben  dieser  Flüssigkeit,  d.  i.  durch 
die  von  der  Flüssigkeit  auf  die  einzelnen  Seitenflächen  ausge- 
übten Druckkräfte  unmöglich  in  Bewegung  gerathen  können. 
ü.  s.  w. 

NB.  Ein  analoger  Satz  ist  von  Despeyrous  (1 884 ,  Gours 
de  M^canique,  Paris,  Tome  I,  pag.  84)  für  das  Polygon  ausge- 
sprochen, von  ihm  aber  nicht  durch  hydrostatische  Ueber- 
legungen,  sondern  direct  (auf  Grund  der  allgemeinen  Gleich- 
gewichtsbedingungen eines  starren  Körpers)  bewiesen  worden. 

NB.  Man  kann  den  vorstehenden  Satz  z.  B.  auf  ein  un- 
endlich kleines  starres  Tetraeder  anwenden.  Alsdann  aber 
gelangt  man,  weil  ein  solches  Tetraeder  als  ein  materieller 
Punct  anzusehen  ist,  zur  Regel  des  Parallelepipedums ,  mithin 
auch  zur  Regel  des  Parallelogramms. 

Setzt  man  also  vor^aus,  dass  irgend  eine  dem  Gesetz  des 
isotropen  Druckes  entsprechende  Flüssigkeit  existirt,  so  er- 
giebt  sich  hieraus  mit  ^othwendigkeit,  dass  die  Restdtante  zweier 
auf  einen  materiellen  Punkt  einwirkenden  Kröfte  durch  die 
Diagonale  des  Ober  diesen  beiden  Kräften  conslruirten  Parailelo- 
gramms  dargestellt  ist. 
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Zweiter  Satz.  —  Es  sei  gegeben  eine  absolut  fest  aufge- 
stellte starre  homogene  Schale^  begrenzt  von  zwei  confocalen 
abgeplatteten  Rotationsellipsoiden.  Der  Bequemlichkeit  willen 
seien  die  beiden  Pole  der  äussern  Ellipsoidflache  mit  Aj  B,  und 
die  der  innern  in  entsprechender  Weise  mit  a,  ß  bezeichnet. 

Ausserdem  wollen  wir  uns  ein  System  von  Tlotations-Hyper- 
holoiden  vorstellen,  die  alle  ein  und  denselben  Asymptoten- 
kegel haben.  Dieser  Kegel  besitze  denselben  Mittelpunkt  und 
dieselbe  geometrische  Axe  wie  die  gegebene  Schale.  Seine 
Kanten  seien  gegen  jene   Axe  unter  einem   Winkel   geneigt, 

dessen  trigonometrische  Tangente  =  V2  ist.  Der  innere  Hohl- 
raum der  Schale  zerfällt  offenbar  durch  den  Kegel  in  drei 
Theile.  Diese  mögen  mit  Z7,  V  und  W  bezeichnet  sein,  und 
zwar  der  Art,  dass  U  den  Punkt  a ,  andrerseits  V  den  Punkt  ß 
enthält. 

Die  gegebene  Schale  sei  längs  der  geraden  Linie  A  a  von 
einer  äusserst  engen  Oeffnung  durchbohrt.  Und  durch  diese 
Oeffnung  mag  von  aussen  her  in  den  bis  dahin  leeren  Hohl- 
raum der  Schale  sehr  langsam  mehr  und  mehr  Flüssigkeit  hin- 
eingedrückt  werden.  Diese  Flüssigkeit  sei  homogen  und  in- 
eompressibel. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  diese  Flüssigkeit  von  der 
gegebenen  Schale  nach  dem  Newton'schen  Gesetz  angezogen 
werde,  sonst  aber  keinen  weiteren  Kräften  (also  weder  der 
Schwere  noch  auch  einer  gegenseitigen  Einwirkung  der  ein- 
zelnen Flüssigkeitstheilchen)  unterliege.  —  Es  handelt  sich  um 
die  Gleichgewichtsfigur  der  in  irgend  einem  Augenblick  in  den 
Hohlraum  der  Schale  hineingebrachten  Flüssigkeitsmasse. 

Diese  Aufgabe  führt  zu  dem  Resultat ^  dass  die  Gleichgewichts-- 
figur  stets  von  der  innern  Ellipsoidfläche  und  von  einer  oder  meh- 
reren Flächen  jenes  Hyperboloidsystems  begrenzt  ist.  Zugleich 
aber  ergiebt  sich^  dass  diese  Gleichgewichtsfigur  ^  bei  allmähliger 
Zunahme  der  im  Hohlraum  befindlichen  Flüssigkeitsmasse,  nicht 
immer  stetig,  sondern  zuweilen  auch  unstetig  sich  ändert, 

Ist  die  hineingebrachte  Flüssigkeitsmasse  sehr  klein,  so 
wird  sie  um  den  Punkt  a  herum  sich  ausbreiten,  und  eine  Ge- 
stalt annehmen,  die  theils  von  der  innern  Ellipsoidfläche,  theils 
von  einer  Fläche  jenes  Hyperboloidsystems  begrenzt  ist.  Drückt 
man  nun  von  aussen  her  durch  die  Oeffnung  A  a  sehr  langsam 
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mehr  und  mehr  Flüssigkeit  in  den  Hohlraum  hinein,  so  wird  die 
Gleichgewichtsfigur  sich  mehr  und  mehr  ausdehnen,  dabei  aber 
hinsichtlich  ihrer  Begrenzung  stets  den  soeben  genannten  Cha- 
rakter behalten,  bis  sie  schliesslich  in  einem  gewissen  Augen- 
blicke den  Regelraum  Unvollständig  erfüllt. 

Bringt  man  jetzt  —  immer  durch  die  Öffnung  Aa  —  noch 
mehr  Flüssigkeit  hinein,  so  erfolgt  eine  Discontinuität^  indem  an 
der  Spitze  des  Kegels  U  mehr  und  mehr  Tropfen  sich  losreissen, 
und  an  der  gegenüberliegenden  Seite  des  Hohlraumes,  nämlich 
bei  ß  sich  ansammeln,  und  hier  wiederum  eine  Gestalt  an- 
nehmen ,  die  theils  von  der  innem  EUipsoidfläche,  theils  von 
einer  Fläche  jenes  Hyperboloidsystems  begrenzt  ist.  Dieser  Pro- 
cess  dauert  so  lange  fort,  bis  in  einem  gewissen  Augenblicke  beide 
Kegelräume  U  und  V  von  Flüssigkeit  vollständig  erfüllt  sind. 

Wird  jelzt  endlich  durch  die  Oeffnung^la  noch  mehr  Flüssig- 
keit hineingebracht,  so  erweitert  sich  dieser  Doppelkegel  {U-\-  V), 
und  zwar  in  der  Art,  dass  die  statt  der  Kegelfläche  eintretende 
neue  Begrenzungsfläche  stets  durch  eine  Fläche  jenes  Hyper- 
boloidsystems repräsentirt  ist ,  bis  schliesslich  der  ganze  Hohl- 
raum der  Schale  vollständig  von  Flüssigkeit  erfüllt  ist. 

Zusatz.  —  Ist  die  gegebene  homogene  Schale  von  zwei 
(/unz  beliebigen  Rotationsellipsoiden  begrenzt,  die  aber  einerlei 
Mittelpunkt  und  einerlei  Axe  besitzen ,  so  gilt  Wort  für  Wort 
dasselbe ;  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  alsdann  der  soeben 
beschriebene  Process  je  nach  Umständen  entweder  in  der  näm- 
lichen Weise,  oder  aber  auch  in  inverser  Weise  erfolizen  wird. 
Der  inverse  Process  besteht,  wie  wohl  kaum  zu  bemerken  er- 
forderlich ist,  darin,  dass  zuerst  ein  Flüssigkeitsring  am  Aequator 
sich  ansammelt,  sodann  der  Raum  W  erfüllt  wird,  u.  s.  f. 

Der  inverse  Process  wird  z.  B.  dann  eintreten,  wenn  die 
Schale  begrenzt  ist  von  zwei  gestreckten  confocalen  Rotations- 
Ellipsoiden. 

Besonders  zu  betonen  ist,  dass  in  allen  Fällen  das  in  Betracht 
kommende  System  von  Rotationshyperboloiden  stets  ein  und 
dasselbe  bleibt,  so  dass  also  die  Kanten  des  zugehörigen  Asymp- 
toten-Kegels mit  der  geometrischen  Axe  Winkel  bilden,  deren 
trigonometrische  Tangente  jederzeit  =  Vi  ist. 

Beweis.  —  Für  den  vorhin  genannten  Fall  der  gestreckten 
confocalen  Ellipsoide  kann,  wenn  überdies  die  Dicke  der  Schale 
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äusserst  klein  ist,  der  Satz  sofort  bewiesen  werden  mittelst  eines 
früher  von  mir  gefundenen  Satzes,  den  ich  gelegentlich  der 
Heraasgabe  der  Vorlesungen  meines  Vaters  publicirt  habe.  (Vgl. 
F.  Neumann's  Vorl.  über  Potential  und  Kugelfunctionen,  Leipzig 
1887,  Seite  360.) 

Leichter  aber  führen,  in  diesem  wie  auch  in  den  übrigen 
Fällen,  andere  bekannte  Methoden  zum  Ziel.  Kurz,  der  Beweis 
der  Sätze  ist  so  leicht  und  bequem,  dass  ich  dieselben  gar  nicht 
mitgetheilt  haben  würde,  wenn  mir  nicht  die  dabei  auftreten- 
den Discontinuitäten  einigermassen  beachtenswerth  erschienen 
wären. 


Sophui  Lie,  Bemerkungen  zu  neueren  Untersuchungen  über 
die  Grundlagen  der  Geometrie. 

In  meiner  zweiten  Abhandlung  über  die  Grundlagen  der 
Geometrie  (Diese  Berichte  1890,  S.  355  ff.)  habe  ich  gezeigt, 
dass  im  gewöhnlichen  dreifach  ausgedehnten  Räume  das  soge- 
nannte Monodromieaxiom  des  Herrn  v.  Helmholtz  eine  Folge 
von  dessen  drei  ersten  Axiomen  ist ,  sobald  man  die  Definition 
der  freien  Beweglichkeit,  die  Herr  v.  Helmholtz  aufgestellt  hat, 
in  ihrem  engsten  Sinne  fasst  < j . 

Herr  Yeronbsb  giebt  nun  in  seinem  neuerdings  erschie- 
nenen Werke:  Pondamenti  di  Geometria  die  wichtigsten  Ergeb- 
nisse,  zu  denen   ich   bei   meinen  Untersuchungen   ttber   die 


4)  Ich  hebe  hier  ausdrücklich  hervor,  dass  die  Definition  der  freien 
Beweglichkeit  nach  dem  Wortlaut  der  HELMHOLTz'schen  Auseinander- 
setzungen in  ihrem  engsten  Sinne  verstanden  werden  muss,  Herr  v.  Helm- 
holtz verlangt  nämlich  erstens,  dass  zwei  beliebige  Punkte  durch  eine  bei 
jeder  Bewegung  invariante  Gleichung  verknüpft  seien  und  zweitens,  dass 
die  Beweglichkeit  eines  jeden  Punktes  nur  durch  die  Gleichungen  be- 
schränkt sei,  die  ihn  mit  den  andern  Punkten  verknüpfen  (s.  Gott.  Nachr. 
4  868,  S.  498 — ^SOO).  Es  ist  daher  sicher,  dass  Herrn  v.  Helmboltz's  Mono- 
dromieaxiom eine  Folge  seiner  andern  Axiome  ist,  wenn  man  diese  nach 
ihrem  Wortlaute  nimmt.  Es  ist  aber  denkbar,  dass  seine  Formulirung 
seine  Meinung  nicht  ganz  correct  darstellt.  An  einer  andern  Stelle  werde 
ich  zeigen,  dass  nicht  allein  das  Monodromieaxiom,  sondern  zugleich  ein 
Theil  des  Axioms  der  freien  Beweglichkeit  überflüssig  ist;  es  genügt  an- 
zunehmen, dass  nach  dem  Festhalten  eines  Punktes  jeder  anderer  Punkt 
sich  frei  auf  einer  Fläche  bewegt,  welche  den  festen  Punkt  nicht  enthält. 
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Grundlagen  der  Geometrie  gelangt  bin,  ganz  richtig  wieder, 
insbesondere  auch  das  soeben  mitgetheilte  Ergebniss  ttber  das 
Monodromieaxiom.  Er  fdgt  aber  hinzu,  bereits  Herr  db  Tillt 
habe  in  seinem  Essai  sur  les  principes  fondamentaux  de  la 
geomälrie  eine  ähnliche  Behauptung  aufgestellt,  überdies  habe 
Herr  Klein  später  einen  einfacheren  Beweis  für  die  Richtigkeit 
dieser  Behauptung  geliefert. 

Ich  werde  zeigen ,  dass  diese  Darstellung  des  Herrn  Vbro- 
NBSB  durchaus  unrichtig  ist. 

Herr  de  Tillt  hat  gar  nicht  versucht  zu  beweisen,  dass  das 
Monodromieaxiom  eine  Folge  von  Herrn  v.  Hblmholtz's  drei 
ersten  Axiomen  ist,  er  hat  etwas  Derartiges  nicht  einmal  be- 
hauptet; dagegen  hat  er  gezeigt,  oder  wenigstens  zu  zeigen  ver- 
sucht, dass  das  Monodromieaxiom  überflüssig  wird ,  wenn  man 
jene  drei  ersten  Axiome  durch  andere  Axiome  ersetzt. 

Herr  Klbiii  seinerseits  hat  allerdings  geglaubt,  meinen  Be- 
weis durch  einen  ungleich  einfacheren  ersetzen  zu  können,  aber 
sein  Beweis  beweist  zuviel  und  ist  infolge  dessen  nicht  stich- 
haltig. 

Ich  werde  im  Folgenden  die  eben  aufgestellten  Behaup- 
tungen näher  begründen ;  ausserdem  werde  ich  noch  mit  ein 
paar  Worten  auf  eine  Stelle  in  Herrn  Linbemann's  «Vorlesungen 
über  die  Geometrie  des  Raumes«  eingehen.  Herr  Lindbmann  er- 
wähnt nämlich  dort  meine  ältere  Note :  Bemerkungen  zu  v.  Helm- 
HOLTz's  Arbeit  u.  s.  w.  (d.  Ber.  4886,  S.  337  ff.),  er  hat  aber 
nicht  bloss  diese  meine  Note ,  sondern  auch  die  HELMHOLTz'sche 
Arbeit  missverstanden. 


Zunächst  will  ich  zeigen,  dass  bei  Herrn  de  Tillt  die  Helm- 
HOLTz^schen  Axiome  durch  andere  ersetzt  sind. 

Herr  v.  Helmholtz  bestimmt  ohne  weiteres  den  Punkt  des 
Raumes  von  n  Dimensionen  durch  n  Goordinaten  x^  -  -  -  a?„, 
sodann  definirt  er  die  Linie  als  den  Ort  aller  Punkte,  die  n  —  \ 
unabhängige  Gleichungen  zwischen  x^  -  •  •  x^  ecfüllen,  die 
Fläche  als  den  Ort  aller  Punkte ,  die  n  —  S  unabhängige  Glei- 
chungen befriedigen,  und  so  weiter.  Die  Bewegungen  des 
Raumes  fasst  er  auf  als  eine  Schaar  von  Transformationen  der 
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Punkte  des  Raumes,  er  denkt  sie  sich  also  bestimmt  durch  Glei- 
chungen von  der  Form : 

die  gewisse  Parameter  a,  •  •  •  a,.  enthalten.  Den  Begriff  der 
Entfernung  führt  er  ein,  indem  er  verlangt,  dass  zwischen  je 

zwei  Punkten  x^  •  •  •  a"„  und  //,  •  •  •  2/n  ^^^^  ^'^^  ^^^  ^^B®  ^^^ 
Punkte  unabhängige  Gleichung: 

bestehe,  die  bei  allen  Bewegungen  invariant  bleibt.  Der  Zahl 
n  ertheilt  Herr  v.  Hblmboltz  erst  spater  den  bestimmten  Werth: 
n  =  3  und  zwar  ist  diese  Annahme  bei  ihm  ein  Axiom. 

Ganz  anders  Herr  db  Tilly.  Er  definirt  die  Fläche  als 
Grenze  eines  Raumtheils ,  die  Curve  als  Grenze  eines  Flächen- 
theils, den  Punkt  als  Grenze  eines  Curventheils.  Es  führt  den 
Begriff  »geschlossene  Fläche a  ein,  und  sucht  mit  deren  Hülfe 
zu  beweisen,  dass  der  Punkt  durch  drei  Goordinaten  bestimmt 
ist.  Er  versucht  also  zu  beweisen,  was  Herr  v.  Helmholtz  als 
Axiom  festsetzt. 

Unter  der  Entfernung  zweier  Punkte  versteht  Herr  db  Tilly 
zunächst  nur  eine  Grösse,  die  durch  die  beiden  Punkte  be- 
stimmt ist.  Um  den  Begriff  genauer  festzustellen,  denkt  er  sich 
zwei  Punkte  A  und  B  durch  eine  Curve  verbunden  und  lässl 
sodann  einen  Punkt  P  diese  Curve  von  B  aus  in  der  Richtung 
nach  A  durchlaufen;  er  verlangt,  dass  sich  dabei  die  Enifcr- 
niüig  AP  stetig  ändere^  immer  positiv  bleibe  und  gegen  Ntdl  con- 
vergire. 

Herr  v.  Hblmholtz  macht  keine  derartige  Voraussetzung, 
dass  die  Entfernung  zweier  Punkte  immer  positiv  bleibe  und 
sich  stetig  mit  den  Coordinaten  der  beiden  Punkte  ändere. 
Diese  Voraussetzung  ist  auch  keineswegs  in  allen  Fällen  erfüllt. 
Zum  Beispiel  hat  bei  der  Gruppe: 

p,   q,   xp  +  Ty   yq  +  kr,   x'^p  +  %xr,   y^q  +  ikyr 

die  Entfernung  der  beiden  Punkte  x, ,  y^J  z^  und  a?, ,  y, ,  a, 
den  Werth: 

i(«i  +  ^f)  —  ^ i^t  '-x,)-k'  /(y,  —  y,) 
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und  dieser  Ausdruck  wird  stets  unendlich ,  sobald  die  Verbin- 
dungslinie der  Punkte  mit  der  ^-Axe  parallel  ist. 

Herr  v.  Helmholtz  setzt  freie  Beweglichkeit  voraus,  Herr 
DsTiLLY  dagegen  gar  nicht*);  er  setzt  nur  Folgendes  voraus:  Hat 
man  gewisse  Punkte  i4,  Ä,  C,  Z)  •  •  •  und  ausserdem  noch  einen 
Punkt  ff^  der  so  beschaffen  ist,  dass  die  Gleichung: 

besteht,  so  giebt  es  stets  auch  gewisse  Punkte  C,  [/,'-•  ^  die 
den  Gleichungen: 

AC  =  Aa  ,         AD  =  AD\ 
BC^ffC  ,        BD  =  B'iy, 

ßD  =  aiy  U.S.W. 

genügen.  Von  dieser  Annahme  aus  versucht  er  das  Vorhanden- 
sein der  freien  Beweglichkeit  zn  beweisen. 

Herr  de  Tilly  beweist,  dass  Kugeln  mit  verschiedenen 
Mittelpunkten  verschieden  sein  müssen;  aus  dem  Princip  der 
freien  Beweglichkeit  folgt  das  jedoch  nicht,  wie  die  vorhin  an- 
geführte Gruppe  zeigt,  bei  der  freie  Beweglichkeit  stattfindet. 

Dass  sich  ein  starrer  Körper  um  zwei  feste  Punkte  drehen 
kann,  setzt  Herr  v.  Helmholtz  in  seinem  Axiom  der  freien  Be- 
weglichkeit ohne  Beweis  voraus.  Herr  de  Tilly  will  es  be- 
weisen, was  ihm  allerdings  nicht  gelingt. 

Augenscheinlich  sind  die  Ausgangspunkte  Beider  so  ver- 
schieden, wie  nur  möglich. '  Es  kann  daher  nicht  überraschen, 
wenn  Herr  de  Tilly  beweist,  dass  bei  der  Drehung  um  zwei 
feste  Punkte  alle  andern  Punkte  geschlossene  Bahncurven  durch- 
laufen, während  Herr  v.  Helmholtz  dies  als  Axiom  festsetzt; 
das  eben  ist  ja  sein  Monodromieaxiom. 

Alles  in  Allem  hat  Herr  de  Tilly  ganz  sicher  nicht  bewiesen, 
dass  das  Monodromieaxiom  eine  Folge  der  drei  ersten  Helm- 
BOLTz'schen  Axiome  ist.    Thatsache  ist  nur,  dass  Herr  de  Tilly, 


4)  Allerdings  könnte  man  aus  den  Anmerkungen,  die  Herr  de  Tilly 
unterm  Teit  macht,  den  Eindruck  gewinnen,  als  ob  auch  er  die  freie  Be- 
weglichkeit als  Axiome. festsetzte;  aus  meinen  folgenden  Mittheilungen 
aber  seine  Arbeit  geht  jedoch  hervor,  dass  es  sich  anders  verhält. 
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dessen  Voraussetzungen  von  den  Hblmholtz' sehen  grundver- 
schieden sind,  von  seinen  Voraussetzungen  ausgehend  die  Hblh- 
HOLTz'schen  Axiome  und  insbesondere  auch  das  Monodromie- 
axiom  zu  beweisen  versucht.  Hieran  kann  auch  der  Umstand 
nichts  änderUi  dass  Herr  de  Tillt  behauptet,  er  befinde  sich  In 
den  meisten  Punkten  mit  Herrn  v.  Helmholtz  in  Uebereinstim- 
mung,  aber  in  zwei  Punkten  weiche  er  von  ihm  ab  ^). 

Welche  Axiome  Herr  de  Tillt  eigentlich  zu  Grunde  legen 
willf  ist  aus  seiner  Arbeit  schwer  zu  ersehen.  Sicher  ist  nur, 
dass  er  von  dem  Princip  der  freien  Beweglichkeit  bloss  den 
ersten  Theii  voraussetzt,  nSmlich  die  Möglichkeit  der  Drehung 
um  einen  festen  Punkt,  während  er  dem  Begriff  Entfernung 
Eigenschaften  beilegt  j  welche  Herr  von  Helmholtz  nicht  voraus- 
setzt, 

« 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  Herrn  F.  Kleines  Betrachtungen 
(s.  Math.  Ann.  Bd.  37,  S.  564  f.). 

Herr  Klein  beginnt  mit  der  Behauptung ,  das  Monodromie- 
axiom  stelle  zunächst  die  Forderung,  »dass  volle  Umdrehung 
um  eine  Axe  möglich  sei«,  es  werde  dadurch  zum  Beispiel  der 
Raum  mit  indefinitem  Bogenelement  ausgeschlossen.  Dieser 
Theil  des  Axioms  scheint  Herrn  Klein  berechtigt. 

Hiergegen  muss  man  einwenden,  dass  auf  dem  Helmholtz- 
sehen  Standpunkt  der  Begriff  »volle  Umdrehung  um  eine  Axe« 
zunächst  keinen  bestimmten  Sinn  hat,  einen  wirklichen  Sinn 
bekommt  dieser  Begriff  erst  dann ,  wenn  man  verlangt ,  dass 
jeder  Punkt  bei  der  Umdrehung  um  zwei  feste  Punkte  eine  ge- 
schlossene Gurve  beschreibt,  wenn  man  also  das  HELMHOLTz'sche 
Monodromieaxiom  in  seinem  vollen  Umfange  benutzt.  Vielleicht 
versteht  aber  Herr  Klein  die  Möglichkeit  der  vollen  Umdrehung 
um  eine  Axe  so:  jedes  Flächenelement  kann  sich  um  jedes  in 
ihm  enthaltene  Linienelement  drehen  und  kann  durch  Drehung 
ohne  Umkehr  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückkommen.  In 
diesem  Falle  muss  man  Herrn  Klein  entgegenhalten,  dass  eine 
derartige  Forderung  im  Monodromieaxiom  keineswegs  steckt; 


i  ]  Herr  de  Tillt  sagt  nicht,  dass  er  nur  in  diesen  beiden  Punkten  von 
Herrn  v.  Helhholtz  abweiche ;  das  würde  auch  den  Thatsachen  nicht  ent- 
sprechen. 
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es  könnte  ja  der  Fall  eintreten ,  dass  die  infinitesimale  Trans- 
formation, die  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte  in  Ruhe 
lässt,  von  zweiter  Ordnung  wäre.  Alsdann  blieben  alle  Flächen- 
elemente,  welche  die  beiden  festgehaltenen  Punkte  enthielten, 
in  Ruhe.  Ich  habe  an  einem  Beispiele  gezeigt ,  dass  dieser  Fall 
wirklich  eintreten  kann,  wenn  man  das  Princip  der  freien  Be- 
weglichkeit in  seinem  weitern  Sinne  versteht. 

Als  zweiten  Theil  des  Monodromieaxioms  bezeichnet  Herr 
Klein  die  Forderung ,  dass  bei  der  Drehung  um  eine  Axe  alle 
Punkte  geschlossene  Bahncurven  beschreiben  sollen.  Diesen 
Theil  des  Axioms  erklärt  er  für  überflüssig,  weil  er  beweisen 
zu  können  glaubt,  dass  überhaupt  bei  jeder  Gruppe  von  oo^ 
Drehungen  um  eine  Axe  alle  Punkte  nothwendig  geschlossene 
Bahncurven  beschreiben.  Wären  die  Ueberlegungen,  deren  er 
sich  hierbei  bedient  richtig,  so  müsste  zum  Beispiel  die  ein- 
gliedrige Gruppe,  die  von  der  infinitesimalen  Transformation: 

dx     3y        dz » 


y  +  cx      — x  +  cy       cz 

erzeugt  wird,   geschlossene  Bahncurven  haben,  was  augen- 
scheinlich nicht  der  Fall  ist.    Herr  Klein  beweist  also  zuviel. 

Ich  kann  unter  diesen  Umständen  keineswegs  zugeben, 
dass  Herr  Klein  mein  Ergebniss  auf  einfachere  Weise  abgeleitet 
habe.  Es  ist  überhaupt  sicher,  dass  man  ganz  anders  tief- 
gehende Untersuchungen  als  die  Herren  v.  Helhholtz  und  Klein 
angestellt  haben,  unternehmen  muss,  um  diese  Theorie  zum 
Abschluss  zu  bringen. 

Wenn  übrigens  Herr  Klein  die  Ansicht  ausspricht,  ein 
Theil  des  Monodromieaxioms  müsse  aufrecht  erhalten  werden, 
um  den  Raum  mit  indefinitem  Bogenelement  auszuschliessen,  so 
kann  ich  auch  hierin  ihm  nicht  beipflichten ;  die  betreffenden 
Ramuformen  erfüllen  nämlich  das  Princip  der  freien  Beweg- 
lichkeit nicht.  In  einem  Räume  mit  indefinitem  Bogenelement 
gehört  ja  zu  jedem  festgehaltenen  Punkte  0  eine  Kugel  (eine 
reelle  Kegelfläche} ,  die  durch  ihren  Mittelpunkt  0  (die  Kegel- 
spitze) hindurchgeht;  ein  von  0  verschiedener  Punkt  P  dieser 
Kugel  kann  aber  bei  der  Drehung  um  0  nicht,  wie  es  das  Prin- 
cip der  freien  Beweglichkeit  verlangt^  in  alle  andern  Punkte  der 
Kugel  übergehen,  denn  er  kann  nicht  nach  0   übergeführt 
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werden.  Ich  muss  daher  auch  fernerhin  daran  festhalten,  dass 
das  Monodromieaxiom  aus  den  drei  ersten  HELiiHOLTz'schen 
Axiomen  folgt,  wohl  bemerkt ,  wenn  man  diese  ihrem  Wortlaute 
nach  versteht. 

Endlich  komme  ich  zu  den  Bemerkungen ,  die  Herr  Linde- 
mann meiner  ersten  Note  über  den  in  Rede  stehenden  Gegen- 
stand gewidmet  hat. 

Wenn  Herr  Lindehann  ausführt,  dass  Herr  v.  Helmholtz  sich 
ebenso  wie  Herr  Lindemann  selbst,  auf  projective  Gruppen  be- 
schränke, so  thut  er  Herrn  v.  Helmholtz  Unrecht.  Es  mag  sein, 
dass  dieser  in  seinen  populären  Vorträgen  die  gerade  Linie  als 
die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei  Punkten  bezeichnet  hat  —  in 
seiner  Abhandlung  über  die  Thatsachen ,  die  der  Geometrie  zu 
Grunde  liegen,  gebraucht  er  jedenfalls  keinen  Ausdruck  dieser 
Art,  er  denkt  darin  überhaupt  gar  nicht  daran,  zu  verlangen, 
dass  bei  den  Bewegungen  gerade  Linien  in  gerade  Linien  über- 
gehen sollen. 

Ferner  irrt  sich  Herr  Lindbmann,  wenn  er  behauptet ,  unter 
diesen  Umständen  werde  mein  Bedenken  hinfällig,  dass  es  nicht 
ohne  Weiteres  erlaubt  sei ,  die  unendlich  kleinen  Bewegungen 
durch  lineare  Gleichungen  darzustellen ,  denn  selbst  wenn  die 
HELMHOLTz'sche  Arbeit  bloss  projective  Transformationen  in  Be- 
tracht zöge ,  wäre  es  doch  nicht  von  vorn  herein  erlaubt,  anzu- 
nehmen ,  dass  unter  den  infinitesimalen  Transformationen ,  die 
den  Punkt:  X'=x^^  !/=yo»  ^  =  ^o  ii^variant  lassen,  keine  auf- 
trete, die  bloss  Glieder  von  zweiter  Ordnung  in  rr  —  a:^ ,  y  —  y^, 
z  —  z^  enthielte.  Eine  andere  Sache  ist  es ,  dass  in  Folge  der 
von  Herrn  v.  Helmholtz  begangenen  Fehler,  seine  Resultate 
factisch  nur  für  lineare  (also  nicht  einmal  für  projective)  Grup- 
pen erwiesen  sind. 

Missverstanden  hat  mich  Herr  Lindemann  endlich ,  wenn  er 
mir  die  Aeusserung  zuschreibt,  ich  hätte  es  für  wahrscheinlich 
erklärt,  dass  die  Forderung,  der  Kreis  solle  eine  geschlossene 
Curve  sein,  sich  aus  den  übrigen  HELHHOLTz'schen  Axiomen  als 
Folgerung  ergäbe ,  und  wenn  er  hinzufügt,  dass  meine  Vermu- 
thung  für  die  parabolische  Geometrie  unzutreffend  sei.  Be- 
schränkt man  sich  auf  die  Ebene,  so  unterliegt  es  keinem 
Zweifel,  dass  man  die  Forderung:  der  Kreis  soll  eine  geschlos- 
sene Curve  sein,  als  Axiom  aufstellen  muss.  Fasst  man  dagegen 
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die  Ebene  als  einen  Theil  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes 
auf,  so  liegt  die  Sache  anders:  das  Monodromieaxiom  ist  in 
diesem  Falle  überflüssig,  sobald  man  das  HELMnoLTZ^sche  Prin- 
cip  der  freien  Beweglichkeit  nach  seinem  Wortlaute  deutet. 


Um  nicht  missverstanden  zu  werden ,  füge  ich  noch  das 
Folgende  hinzu. 

Meine  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie 
sind  vielfach  missverstanden  worden.  Um  solchen  Missverständ- 
nissen in  der  Zukunft  zu  entgehen  und  einmal  die  noch  schwe- 
benden Fragen  zur  Entscheidung  zu  bringen,  habe  ich  in  dieser 
Note  versucht  mich  möglichst  präcis  auszudrücken.  Wenn  ich  hei 
berühmten  Verfassern  wesentliche  Irrthümer  gefunden  habe,  so 
habe  ich  dies  ganz  offen  gesagt.  Dies  darf  nicht  missverstanden 
werden.  Wenn  ich  z.  B.  jetzt  offen  sage,  dass  Herr  v.  Helm- 
HOLTZ  in  seiner  viel  besprochenen  Note  die  Aufgabe  die  er  sich 
gestellt  hat,  nicht  erledigt  hat,  da  seine  Entwickelungen  keines- 
wegs zeigen,  dass  seine  Axiome  hinreichen,  während  auf  der 
anderen  Seite  sein  Monodromieaxiom  und  sogar  ein  Theil  seines 
Princips  der  freien  Beweglichkeit  eine  Folge  seiner  anderen 
Axiome  ist,  so  hege  ich  doch  fortwährend  grosse  Bewunderung 
für  eben  diese  seine  Arbeit,  ja  ich  betrachte  sie  gewissermas- 
sen  als  bahnbrechend.  Auf  der  andern  Seite  muss  ich  ge- 
stehen, dass  Herr  de  Tilly's  unzweifelhaft  sehr  werth vollen 
Untersuchungen  mir  nicht  ganz  präcis  erscheinen,  indem  sie 
mit  complicirten  Begriffen  operiren,  deren  Sinn  mir  zuweilen 
unklar  ist. 

Bei  einer  neuen  Redaction  meiner  Untersuchungen  über 
die  Grundlagen  der  Geometrie  werde  ich  den  Nachweis,  dass 
bei  den  von  mir  betrachteten  Beispielen  freie  Beweglichkeit  im 
weiteren  Sinne  stattfindet,  wirklich  durchführen. 

Bei  dieser  Gelegenheit  will  ich  noch  einige  Bemerkungen 
über  Herrn  Sghur's  Untersuchungen  über  Transformations- 
gruppen hinzufügen. 

Ich  habe  schon  mehrmals  anerkannt ,  dass  seine  Arbeiten 
auf  diesem  Gebiete  Werth  haben;  ich  muss  aber  jetzt  hervor- 
heben, dass  er  die  Beziehungen  seiner  Untersuchungen  zu  den 
meinigen  nach  meiner  Ansicht  nicht  correct  wiedergegeben  hat. 

Math.-pbjrs.  Ciasso.  1892.  3 
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Einmal  kann  ich  nicht  anerkennen,  dass  seine  EnUvickelungen 
eine  wesentliche  Vereinfachung  der  Grundlagen  meiner  Theorie 
liefern,  zumal  da  alle  seine  Entwickelungen  unter  einem,  seiner- 
zeit von  Herrn  Prof.  Engel  bemerkten,  an  der  Spitze  seiner 
ersten  Arbeit  begangenen  Fehler  leiden.  Andererseits  rouss 
ich  bemerken,  dass  seine  Verweisungen  fast  ohne  Ausnahme 
entweder  unbestimmt  oder  uncorrect  sind.  Endlich  möchte 
ich  an  Herrn  Schur  die  Bitte  richten ,  in  Zukunft  nicht  bloss 
seine  eignen  Beweise  meiner  Sutze  zu  citiren ,  sondern  jeden- 
falls gleichzeitig  zu  bemerken,  dass  die  Sätze  von  mir  her- 
rtlhren. 
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E«  Drechsely  lieber  die  Spallungsproducte  des  CdseXns. 

Id  meiDer  letzten  Mittheilung  ^)  über  die  Producte ,  welche 
bei  der  Spaltung  des  GaseYns  durch  Salzsäure  entstehen ,  habe 
ich  bereits  darauf  hingewiesen,  dass  das  Lysin:  C^H^^N^O^ 
seiner  empirischen  Zusammensetzung  nach  als  das  nächst  höhere 
Homologe  des  von  Jaff*^)  entdeckten  Ornithins:  C^H^^N^O^ 
betrachtet  werden  kann.  Jaff^  hat  bekanntlich  Hühner  mit 
Benzoesäure  gefüttert ,  und  dann  in  dem  Harn  der  Thiere  eine 
Säure,  die  Ornithursäure,  gefunden,  welche  bei  der  Spaltung 
mit  Salzsäure  in  S  Mol.  Benzoesäure  und  1  Mol.  Ornithin  zerfiel, 
sich  also  in  dieser  Hinsicht  der  Hippursäure  ähnlich  verhielt. 
Man  durfte  hiernach  erwarten,  dass  sich  das  Ornithin,  und,  falls 
es  diesem  wirklich  homolog  war,  auch  das  Lysin,  nach  der 
Schotten -BAUHANN'schen  Methode  leicht  werde  benzoyliren 
lassen.  Ich  habe  deshalb  verschiedene  Mutterlaugen,  welche 
neben  Lysin  erhebliche  Mengen  von  Ghloralkalien  enthielten, 
mit  Natronlauge  und  Chlorbenzoyl  behandelt,  und  zwar  so,  dass 
die  angewandte  Menge  Chlorbenzoyl  bei  weitem  nicht  hinreichte, 
um  sofort  die  ganze  vorhandene  Menge  des  Lysins  zu  benzoy- 
liren; die  alkalische  Lösung  wurde  sodann  mit  Salzsäure  über- 
sättigt, der  harzartige  Niederschlag  entfernt,  die  Mutterlauge 
durch  Eindampfen  vom  Ghlomatrium  befreit,  und  dann  wieder 
mit  Natronlauge  und  Ghlorbenzoyl  behandelt.  Man  erhält  auf 
diese  Weise  in  der  That  leicht  Benzoylderivate  des  Lysins ,  wel- 
che in  ihren  Eigenschaften  die  grösste  Aehnlichkeit  mit  der  Or- 

4)  Arch.  f.  (Anat.  u  )  Physiol.  1891,  3^8. 
3J  Der.  d.  d.  ehem.  Ges.  X,  1933 :  XI,  406. 

HaUL-ph/f.  Cluee.  1892  9 
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nithursäure  von  JiiFFfi  zeigen ;  sie  fallen  aus  der  alkalischen  Lö- 
sung auf  Zusatz  von  Salzsäure  als  harzartige,  halbflttssige  Massen 
aus,  welche  in  Alkohol  sehr  leicht ,  in  Aether  dagegen  nur  sehr 
schwer  lOslich  sind  und  nach  einiger  Zeit  zu  krystallisiren  an- 
fangen. Leider  dauert  dieser  Krystallisationsprocess  sehr  lange, 
und  wenn  man  die  selbst  schön  in  weissen  Nadelchen  krystalli- 
sirte  Substanz  aus  Alkohol  umzukrystallisiren  versucht,  so 
scheidet  sich  dieselbe  doch  wieder  zunächst  als  ein  farbloses, 
in  Wasser  unlösliches  Oel  aus,  welches  nur  sehr  langsam  krystal- 
linisch  erstarrt.  Da  es  mir  bisher  nicht  gelungen  ist,  ein  krystal- 
lisirtes  und  schwerlösliches  Salz  dieses  Benzoyllysins  zu  erhalten, 
so  habe  ich  die  nähere  Untersuchung  desselben  einstweilen 
noch  verschoben,  um  so  mehr,  als  ich  bei  der  dritten  Benzoy- 
lirung  der  erwähnten  Mutterlaugen  noch  ein  anderes,  leicht 
und  schön  krystallisirendes  Benzoylderivat  erhalten  habe.  Als 
nämlich  die  alkalische  mit  Chlorbenzoyl  behandelte  Flüssigkeit 
mit  Salzsäure  im  Ueberschusse  versetzt  wurde,  schied  sich  zu- 
nächst wieder  ein  zäher,  halbflttssiger  Niederschlag  aus,  aus  der 
Mutterlauge  krystallisirte  aber  ttber  Nacht  eine  andere  Substanz 
aus,  welche  im  Gegensatze  zum  Benzoyllysin  in  Alkohol  fast 
ganz  unlöslich  war  und  durch  diesen  vom  ersteren  getrennt 
werden  konnte.  Sie  wurde  in  wenig  Natronlauge  gelöst,  durch 
Essigsäure  gefällt  und  aus  Wasser  umkrystallisirt.  Auf  diese 
Weise  wurden  schöne,  farblose  Prismen  erhalten,  welche  in 
kaltem  Wasser  wenig,  in  kochendem  leicht  löslich  sind;  der 
Schmelzpunkt  liegt  bei  227°,  doch  schwärzt  sich  die  Substanz 
schon  bei  24  3°.  In  concentrirter  Salzsäure  ist  die  Substanz 
ziemlich  leicht  löslich.  Die  Analyse,  welche  Herr  cand.  ehem. 
Welzbl  ebenso  wie  die  folgenden  auszuführen  die  Güte  hatte, 
ergab : 

1 )  0.2322  g  (4 .  Krystallisation)  gaben  0.4731  g  C 0,  =  0.1 29027  g  G, 
und  0.1 062  g  //,  0  =  0.01 1 8  g  //. 

2}     0.2599  g  (1.  Krystallisation)  gaben  32.2  ccm  N  bei  20?0  und 
749.6  mm  Hg  =  0,0371 7  g  iV. 

3)  0.1 992g (2. Krystallisation) gaben 0.4043g  CO,  =  0.1 10264g  C, 

und  0,0884  %H^0=  0.009822 g  H, 

4)  0.0963  g  (2.  Krystallisation)  gaben  1 1 .9  ccm  N  bei  1 9?0  und 

770  mm  Hg  =  0.01 38647  g  N, 
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Aus  diesen  Zahlen  berechnet  sich  die  Formel  C^H^^N^(\y 
welche  verlangt : 


Berec 

ihiiet: 

Gefun 

den: 

C,  II,, 

1. 

II. 

111. 

IV. 

C,  — 108 

55.67^. 

55.57 

55^5 

— 

/.,_    40 

5.<ö- 

.     5.08 

— — 

4.93 

a;—  28 

14.43- 

14.30 

U.4 

0,_    48 

24.74  - 

— 

494       99.99 

Die  Formel  C^H^^N^O^  aber  ist  die  einer  Monobenzoyldi- 
amidoessigsäure : 


.  CO'OH , 

und  in  der  That  lässt  sich  die  Substanz  durch  Erhitzen  mit  einer 
Mischung  gleicher  Volumina  concentrirter  Salzsäure  und  abso- 
luten Alkohols  im  Rohrauf  HO °  leicht  spalten,  wobei  Benzo6- 
äthylester  und  salzsaure  Diamidoessigsäure  entstehen.  Dampft 
man  die  vom  Ester  getrennte  saure  Lösung  auf  dem  Wasser- 
bade ein ,  so  hinterbleibt  ein  beim  Erkalten  prächtig  krystalli- 
sirender  Syrup.  Derselbe  wurde  in  Wasser  gelöst,  mit  Marmor 
auf  dem  Wasserbade  erhitzt ,  bis  die  saure  Reaction  (Lackmus] 
völlig  verschwunden  war,  vom  ttberschüssigen  Marmor  ge- 
lrennt, zum  Syrup  verdampft,  und  mit  absolutem  Alkohol  be- 
handelt ;  dabei  löste  sich  das  Chlorcalcium  und  es  fielen  präch- 
tige, anscheinend  rhombische  Täfelchen  aus,  welche  mit  Alkohol, 
in  welchem  sie  unlöslich  sind,  ausgewaschen  wurden.  Die  Ana- 
lyse ergab,  dass  sie  das  Monochlorhydrat  der  Diamidoessigsäure : 
C^H^N^O^'  HCl  sind: 

\]  0.4050  g  Substanz  gaben  0.0734  g  CO^  =  0.0499364  g  C  und 

0.0524  gH^O  =  0.005822  g  //. 

2)    0.0957  g  Substanz  gaben  4  8.22  com  iV  bei  22-90  und 

759.4  mm  Hg  =  0.020642  g  N. 

3,    0.4  004  g  Substanz  gaben  0.4  4  4  0  g  ^y  C/  =  0.02746  g  GL 

9* 
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BerechD( 

9t: 

HCl 

Gefunden : 

C,H,N,0, 

I. 

II. 

III. 

C,—    24 

4  8.99)^ 

18.99 

— 

ff,=      7 

5.54- 

5.54 



JV,—    28 

22.16- 

— 

21.54 

0,—   32 

25.33  - 

a=    35.34 

27.97  - 

— 



27.35 

126.34         99.99 

Digerirt  man  die  wässrige  Ldsung  dieses  Salzes  mit  Silber- 
oxyd, so  bildet  sich  Ghlorsilber,  und  eine  beträchtliche  Menge 
Silberoxyd  geht  in  die  stark  alkalisch  reagirende  Losung  über. 
Durch  Schwefelwasserstoff  wird  dasselbe  nicht  völlig  gefällt; 
die  tiefbraune  Lösung  wird  erst  durch  £rhitzen  mit  essigsaurem 
Kali  filtrirbar,  doch  geht  immer  etwas  Ag^S  mit  durch  das  Filter 
und  selbst  durch  anhaltendes  Gentrifugiren  sind  die  letzten 
Spuren  desselben  nicht  zu  entfernen.  Die  fast  völlig  klare  Lö- 
sung wurde  eingedampft  und  der  Syrup  mit  Alkohol  behandelt; 
dabei  schied  sich  die  Diapiidoessigsäui'e  in  schönen  flachen  Pris- 
men von  manchmal  augitähnlichem  Habitus  aus,  welche  in 
Wasser  sehr  leicht,  in  Alkohol  nicht  löslich  waren.  Die  Dia- 
midoessigsäure  ist  mit  der  Hydrazinessigsäure  von  Gurtius^) 
nur  isomer,  nicht  identisch,  da  sie  nicht  wie  diese  durch  Erhitzen 
mit  Salzsäure  zersetzt  wird ;  aus  diesem  letzteren  Grunde  geht 
auch  mit  grösster  Wahrscheinlichkeit  hervor,  dass  die  beschrie- 
bene Substanz  wirklich  Diamidoessigsäure  und  nicht  ein  an- 
deres Isomeres  ist,  doch  werde  ich  mich  bemühen ,  wenn  ich 
mehr  Material  unter  den  Händen  haben  werde,  noch  den  direc- 
ten  Beweis  zu  erbringen.  In  dem  Auftreten  und  dem  Verhalten 
der  Diamidoessigsäure  ist  aber  auch  eine  Stütze  für  die  Ansicht 
gegeben,  dass  das  Ornithin  Diamidovaleriansäure,  und  das 
Lysin  Diamidocapronsäure  ist;  wir  kennen  daher  jetzt  drei 
Glieder  dieser  Säurereihe  C„  ^,„+,  A^,  0, ,  welche  als  Spaltungs- 
producte  dos  Eiweisses  auftreten,  denn  dass  das  Ornithin  diesen 
Ursprung  besitzt,  kann  wohl  ebensowenig  einem  Zweifel  unter- 
liegen ,  wie  dass  das  GlykokoU  der  Hippursäure  dem  Gollagen 
entstammt.  Das  Auftreten  der  Diamidoessigsäure  unter  den 
Spaltungsproducten  des  CaseYns  erscheint  besonders  bedeutsam, 


i)  Ber.  d.  d.  ehem.  Ges.  XXUI,  3029. 
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wenn  man  bedenkt ,  dass  dieser  Eiweisskörper  lange  Zeit  hin- 
durch fast  der  einzige  ist,  der  sich  in  der  Nahrung  des  Säug- 
lings vorfindet.  Vielleicht  wird  er  im  Organismus  desselben 
zu  Glykokoll  umgewandelt  und  ermöglicht  so  die  Entwicklung 
des  Bindegewebes  y  überhaupt  des  Collagens  während  dieser 
Periode  raschesten  Wachsthums.  In  rein  chemischer  Hinsicht 
ist  dagegen  der  Umstand  interessant,  dass  die  Diamidoessig- 
säure  bei  der  Benzoylirung  nach  Schotten  nur  ein  Monobenzoyl- 
derivat  liefert,  während  das  Lysin  ein  Dibenzoylderivat  zu  geben 
scheint.  Vielleicht  liegt  die  Ursache  dieses  verschiedenen  Ver- 
haltens darin,  dass  die  Diamidoessigsäure  beide  Amidogruppen 
an  demselben  Kohlenstoffatom  gebunden  enthält,  das  Lysin  aber 
an  zwei  verschiedenen. 

Die  bisher  mit  Sicherheit  erkannten  Spaltungsproducte  des 
Eiweisses  durch  Salzsäure  sind  demnach,  mit  Ausnahme  des  Ty- 
rosins  und  der  Phenyl-a-amidopropionsäure,  Glieder  der  Reihen 
des  Leucins  (C„  'An+i  ^^t)i  ^®*  Lysins  (C,  //,«+, iV,  0,),  des  Lysa- 
tins  i^n^^iin-i  ^^s^«)  ^^^  ^^^  Glutaminsäure  (^n'^«n-i  ^^4)» 
wahrend  Schützenbergbr  unter  der  Einwirkung  des  Baryts  aus 
dem  Eiweiss  auch  noch  eigenthümliche  Producte  erhielt,  welche 
er  als  LeuceYne  und  GlykoproteYne  bezeichnet.  Hlasiwetz  und 
ÜABERHANN  habou  derartige  Substanzen  in  ihren  Versuchen  nicht 
gefunden ,  dagegen  gelang  es  vor  einiger  Zeit  M.  Siegfried  ^), 
einen  Körper  von  der  Zusammensetzung  (C^  H^^O^)^  in  geringer 
Menge  unter  den  Zersetzungsproducten  des  Conglutins  durch 
Salzsäure  aufzufinden,  der  also  zu  den  GlykoproteYnen  Schützen- 
bbrger's:  C„^fI^^N^O^  gehören  könnte.  Bei  der  principiellen 
Wichtigkeit  der  Frage,  ob  die  Eiweisskörper  mit  Salzsäure  und 
Barylhydrat  dieselben  Spaltungsproducte  liefern,  habe  ich  einige 
vorläufige  Versuche  angestellt,  ob  sich  nicht  in  den  Mutter- 
laugen von  der  Spaltung  des  CaseYns  noch  GlykoproteYne  oder 
ähnliche  Körper  fänden.  Zu  diesem  Zwecke  habe  ich  die  von 
der  überschüssigen  Phosphorwolframsäure  befreiten  Mutter- 
laugen eingedampft,  krystallisiren  lassen,  die  Mutterlaugen  ab- 
gesaugt, wieder  verdampft,  und  den  schliesslich  erhaltenen 
dicken  Syrup  mit  absolutem  Alkohol  ausgezogen.  Der  unlöslich 
gebliebene  Theil  wurde  in  sehr  concentrirter  wässriger  Lösung 
mit  einem  grossen  Ueberschusse  einer  sehr  concentrirten  wäss- 


i)  Ber.  d.  d.  Ges.  XXIV,  418. 
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rigen  Lösung  von  Phosphorwolframsäure  versetzt,  wodurch  zu- 
nächst ein  harzartiger,  dann  ein  mehr  pulvriger  Niederschlag 
entstand  (das  Ende  der  Fällung  ist  kaum  zu  beobachten).  Der- 
selbe wurde  abfiltrirt,  mit  wenig  schwefelsaurem  Wasser  ge- 
waschen, und  dann  mit  Baryt  zersetzt,  das  Filtrat  vom  Baryt 
befreit  und  hierauf  zum  Syrup  verdampft.  Aus  diesem  Syrup 
wurde  durch  Alkohol  eine  in  krümlichen  Massen  krystallisirende 
Substanz  abgeschieden ,  die  durch  Lösen  in  wenig  Wasser  und 
Fällen  mit  Alkohol  gereinigt  wurde.  Die  Analyse  derselben 
ergab : 

4 )       0.4  282  g  Substanz  gaben  0.2255  g  CO^  =  0.0G1 5  g  C, 

0.0839  g  //,0  =  0.009322  g  //  und  0.0036  g  Asche, 

2)       0.4  4  4  4  g  Substanz  gaben  4  4 .0  ccm  A'  bei  4  7?5  und 
747.8  mm  Hg  =  0.04  253  g  A'. 

Aus  diesen  Werthen  berechnet  sich  fttr  die  aschefreie  Sub- 
stanz die  Formel :  C^^ l^i^N^  0^ : 

Ber.:  Gef.: 


C„  — 120    48.78^ 
//,,—  18     7.32- 

1. 

49.36 
7.48 

A;  —  28    11.38- 

0,  —  80    32.52  - 

2i6   100.00 

II. 


—  44.57 


Die  alkoholische  Mutterlauge  dieser  Substanz  wurde  ver- 
dampft, der  Rückstand  in  Wasser  gelöst,  mit  ttberschttssigem 
Silberoxyd  versetzt,  filtrirt,  mit  Alkohol  gefällt;  dabei  entstand 
ein  weisser  Niederschlag  eines  Silbersalzes,  welches  mit  Alkohol 
gewaschen  und  über  Schwefelsäure  getrocknet  wurde.  Die 
Analyse  dieses  Salzes  ergab : 

4)         0.4857  g  gaben  0.4559  g  CO^  =  0.04252  g  C,  0.0467  g 

H^0  =  0.0054 9g//,  und  0.0965  g  Ag. 

2)  0.4504  g  gaben  8.0  ccm  N  bei  4  8?0  und 

759.4  mm  Hg  =  0.009228  g  A^. 

Diese  Werthe  führen  zu  der  Formel:  C^//,  ^Ag^N^O^J  welche 
verlangt: 
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Ber. :  Gef.: 


C,ff„My,iV,0, 

I. 

C,  —  96 

23.08^ 

22.89 

//..=  M 

2.88- 

2.79 

%.  =  816 

51.92  - 

51.97 

iV,  —  28 

6.74- 

0^   —  64 

15.38- 

iie 

100.00 

II. 


6.43 


Aus  diesen  Versuchen  geht  zum  mindesten  soviel  mit 
Sicherheit  hervor,  dass  bei  der  Spaltung  des  CaseYns  durch 
Säuren  ausser  den  Gliedern  der  oben  aufgeführten  Amidosäure- 
reihen  auch  noch  andere  Producte  gebildet  werden ,  welche  zu 
den  GlykoproteYnen  und  LeuceYnen  Schützbnbbrgbr's  in  naher 
Beziehung  stehen,  und  so  wird  eine  meiner  nächsten  Aufgaben 
sein,  diese  Substanzen  in  grösserer  Menge  darzustellen  und 
näher  zu  untersuchen.  Als  weiteres  nicht  uninteressantes  Re- 
sultat hat  sich  die  Thatsache  ergeben ,  dass  auch  schwächere 
Basen  durch  Phosphorwolframsäure  gefällt  werden  können, 
wenn  man  nur  mit  genügend  concentrirten  Lösungen  arbeitet 
und  dieselben  längere  Zeit  stehen  lässt;  sind  die  Niederschläge 
dann  einmal  entstanden ,  so  zeigen  sie  sich  so  schwer  löslich, 
dass  man  sie  bequem  und  ohne  grosse  Verluste  schnell  ein  paar 
Mal  auswaschen  kann.  Schüttelt  man  dann  die  stark  über- 
schüssige Phosphorwolframsäure  enthaltende  Lösung  im  Scheide- 
trichter mit  Aether,  so  fällt  eine  ätherische  Lösung  als  schweres 
Oel  aus ;  dieselbe  enthält  aber  nicht  reine  Phosphorwolframsäure, 
sondern  auch  noch  reichliche  Mengen  organischer  Körper,  wel- 
che den  beschriebenen  ganz  ähnlich  sind  und  demnächst  näher 
untersucht  werden  sollen. 


SITZUNG  VOM  9.  MAI  1892. 

E.  Study,  Zur  Theorie  der  Kummer'schen  Conßguration  und 
der  orthogonalen  Substitutionen,  Vorgelegt  v.  d.  ao.  Mitgliede  Engkl. 

In  der  Theorie  einer  jeden  Gruppe  von  linearen  Transfor- 
mationen ist  es  eine  fundamentale  Aufgabe,  alle  ganzen  ratio- 
nalen Invarianten  der  Gruppe  zu  finden.  Unter  einer  ^ Invariante ii^ 
wollen  wir  hier  im  engeren  Sinne  nur  eine  algebraische  Form, 
d.  i.  eine  homogene  Functtion  von  beliebig  vielen  (Reihen  von) 
Veränderlichen  verstehen ,  die  sich  bei  allen  Transformationen 
der  Gruppe  bis  auf  einen  numerischen  Factor  reproducirt. 

Solche  Aufgaben  sind  schon  in  einigen  Fällen  behandelt 
worden.  Nachdem  Herr  F.  Klein  das  Problem  für  die  im  binären 
Gebiet  auftretenden  endlichen  Gruppen  erledigt  hatte,  haben  die 
Herren  Mascbkb  und  Burkbahdt  sogleich  mehrere  der  schwierig- 
sten und  verwickeltsten  Beispiele  in  Angriff  genommen  ^). 

Die  gegenwärtige  Arbeit  schlägt  einen  neuen  Weg  ein.  In 
ihr  wird  die  Theorie  der  Invarianten  der  endlichen  Gruppen  von 
getrennten  linearen  Transformationen  auf  gewisse  Reihenent- 
wickelungen gegründet,  deren  Glieder  ähnlich  den  Lagrange- 
schen  Resolventen  gebildet  sind.  Diese  Reihen  haben  für  die 
Theorie  der  genannten  Gruppen  dieselbe  Bedeutung,  wie  die 
GoRDAN^schen  Reihen  für  die  gewöhnliche  Invariantentheorie. 
Zwischen  beiden  Arten  von  Reihenentwickelungen  findet  über- 
haupt eine  weitgehende  Analogie  statt.  Von  besonderen  Ergeb- 
nissen dieser  mit  sehr  einfachen  Hülfsmitteln  geführten  Unter- 


4)  Klein,  Vorlesungen  über  das  Icosaeder.  Leipzig,  4884.  —  Maschke, 
Math.  Ann.  Bd.  30,  S.  496  u.  ff.  Bd.  33,  S.  347  u.  flf.  —  Burkhardt,  Math.  Ann. 
Bd.  38,  S.  4  61  u.  ff. 
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sochung  mag  die  eigenthümliche  Bolle  hervorgehoben  werden, 
die  dem  Apolarttätsbegri ff  zuKtti,  und  der  Satz,  dass  man  zur 
Bestimmung  der  Invarianten  einer  Gruppe  der  genannten  Art  im 
ongttnstigsten  Falle  nur  reine  Gleichungen  aufzulösen  braucht. 

Sodann  wird  ein  Beispiel  genauer  untersucht,  die  Gruppe 
G^j  von  sechzehn  vertauschbaren  involutorischen  Transforma- 
tionen, von  der  die  Punkte  oder  Ebenen  des  Baumes  zu  Kummer-^ 
sehen  Configurationen  zusammengeordnet  werden.  Die  Behand- 
lung der  bei  dieser  Gruppe  invarianten  Flächen  gestaltet  sich 
überraschend  einfach  auf  Grund  eines  in  §  6  mitgelheilten  Satzes 
über  die  Goefficienten  einer  orthogonalen  Substitution,  deren 
Theorie  ja  mit  unserer  Gruppe  nahe  zusammenhängt.  — 

Zur  Rennzeichnung  des  vom  Verfasser  eingenommenen 
Standpunktes  mag  Folgendes  dienen : 

Beschränkt  man  sich  nicht  darauf,  die  Verhältnisse  der 
homogenen  Coordinaten  x^  zu  betrachten,  sondern  fasst  man 
diese  als  absolute  Grössen  auf,  so  kann  man  aus  jeder  Gruppe  G 
von  n  collinearen  Transformationen  des  Baumes  eine  isomorphe 
Gruppe  G'  des  quinären  Gebietes,  eine  Untergruppe  der  von 
Herrn  S.  Lie  so  genannten  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe 
des  Baumes  von  vier  Dimensionen  herleiten ,  die  mindestens  n 
oder  2n  oder  4  n  Transformationen  umfasst.  Stellt  man  nun,  wie 
es  zweckmässig  ist ,  die  quaternäre  Gruppe  G  analytisch  durch 
die  Transformationen  der  quinären  Gruppe  ^)  G'  dar,  so  werden 
gewisse  Invarianten  von  G  sich  bei  diesen  einfach  mit  dem  Factor 
+  i  reproduciren.  Solche  Invarianten  sind  »absolute  Invarianten« 
genannt  und  in  den  Mittelpunkt  der  Betrachtung  gestellt  worden. 
Man  scheint  zu  glauben,  dass  sie  um  der  genannten  Eigenschaft 
willen  der  Gruppe  G  oder  auch  nur  der  Gruppe  G'  gegenttber 
eine  Art  von  Vorzug  haben  vor  den  tlbrigen,  so  dass  man  z.  B. 
bei  der  Aufstellung  eines  sogenannten  vollständigen  Formen- 
systems der  Gruppe  nur  auf  sie  Bücksicht  zu  nehmen  nöthig  hätte. 

Ich  kann  einer  so  einseitigen  Auffassung  des  Invarianten- 


4)  Herr  Maschke  nennt  diese  in  vier  niciit-bomogenen  VerUnderlichen 
geschriebenen  Gruppen  quaternäre  Gruppen,  Er  befindet  sich  damit  in 
einem  wohl  unbeabsichtigten  Gegensatz  zur  gebräuchlichen  Terminologie, 
wonach  die  Theorie  der  quaternären  Formen  der  Geometrie  des  dreifach 
ausgedehnten  Raumes  entspricht,  und  es  nur  mit  den  Verhältnissen  der 
vier  Coordinaten  zu  thun  hat. 


124  E.  Study, 

begriffs  schon  deshalb  nicht  zustimmen,  weil  gewisse  interes- 
sante Sätze  dabei  vOUig  verloren  gehen.  Die  besprochene  An- 
nahme trifft  aber  auch  gar  nicht  immer  zu.  Man  kann  sogar  in 
manchen  Fallen  die  Gruppe  ff  durch  eine  andere  ff'  ersetzen, 
die  ganz  dieselben  {in  den  x^  homogenen)  Invarianten  hat,  bei  der 
aber  die  j» absoluten«  Invarianten  keineswegs  mit  denen  der  Gruppe 
G'  übereinstimmen.  Unsere  Gruppe  G^Q  ist  selbst  ein  schönes  Bei- 
spiel dieser  Art.  Sie  kann  auf  nicht  weniger  als  sechzehn  verschie- 
dene Weisen  durch  eine  Gruppe  ff  von  32  Transformationen  darge- 
stellt werden,  und  jedesmal  hat  sie  andere  »absolute  Invarianten«. 

Wenn  sonach  die  charakteristische  Eigenschaft  dieser  be- 
sonderen Invarianten  nur  eine  untergeordnete  Bedeutung  hat, 
so  kann  auch  wohl  ein  eigener  Name  für  sie  entbehrt  werden. 
Zudem  haben ,  wie  mir  scheint,  andere  Gebilde  gegründeteren 
Anspruch  auf  die  Bezeichnung. 

Der  Quotient  aus  irgend  zwei  Formen  einer  der  in  §  1  zu 
deßnirenden  Invariantenschaaren  hat  nämlich  folgende  Eigen- 
schaften : 

4)  Er  bleibt  völlig  ungeändert  bei  den  Transformationen  der 
Gruppe,  wie  man  diese  auch  schreiben  möge. 

2)  Er  bleibt  ungeändert,  wenn  man  alle  Goordinaten  a?^  u.  s.  w. 
proportional  vergrössert. 

Diese  rationalen  Invarianten  vom  Grade  Null,  und  sie  allein, 
sind  also  das  genaue  Seitenstück  zu  den  absoluten  Invarianten 
der  gewöhnlichen  Invariantentheorie ;  sie  kann  man  daher  passend 
als  absolute  Invarianten  bezeichnen. 

4. 

Allgemeines  über  Invariftiten. 

Die  Aufgabe,  alle  ganzen  rationalen  Invarianten  einer  ge- 
gebenen Gruppe  darzustellen )  kann  in  zwei  Schritte  zerlegt 
werden:  Erstens,  man  sucht  alle  Invarianten  mit  gegebenen 
Ordnungszahlen,  d.  h.  alle  Invarianten,  in  denen  die  verschie- 
denen Veränderlichen  jede  in  einem  bestimmten  Grade  auftreten 
—  wobei  man  sich  etwa  auf  die  sogenannten  Normalformen 
beschränken  kann^)  —  zweitens,  man  sucht  die  so  gefundenen 


4)  Wegen  der  Terminologie  vgl.  Gordan  »Ueber  das  Formensystem 
binärer  Formen«,  Leipzig  4875,  und  des  Verfassers  »Methoden  zur  Theorie 
der  ternären  Formen«,  Leipzig  4889. 
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Invarianten  als  ganze  rationale  Functionen  einer  kleinsten  Anzahl 
von  geeignet  gewählten  Invarianten  auszudrücken. 

Hier  soll  nur  von  dem  ersten  Schritte  die  Rede  sein. 

Sind  J  und  f  Invarianten  einer  Gruppe  G,  beide  mit  den- 
selben Ordnungszahlen,  so  ist  keineswegs  auch  die  Summe  J-\-J' 
Immer  eine  Invariante.  Dazu  ist  vielmehr  nothwendig  (und  hin- 
reichend), dass  J  und  J'  bei  jeder  Transformation  S  von  G  beide 
denselben  Factor  annehmen.  Man  sieht  daraus,  dass  die  Ge- 
sammtheit  aller  Invarianten  mit  gegebenen  Ordnungszahlen  in 
eine  Reihe  von  linearen  Schaaren  zerfällt,^ der  Art,  dass  eine 
Summe  von  mehreren  Formen  derselben  Schaar  immer  eine 
Invariante  ist,  niemals  aber  eine  Summe  von  Formen,  die  ver- 
schiedenen Schaaren  entnommen  sind.  Der  erste  Theil  dieser 
Behauptung  ist  selbstverständlich.  Der  zweite  kann  auch  so 
ausgesprochen  werden,  dass  zwischen  Invarianten  J,,  /,,  /,, 
■  •  •  J»  verschiedener  Schaaren  keine  lineare  Relation  mit  nume- 
rischen CoefGcienten 

bestehen  kann.  Dass  dieses  im  Falle  /i  =  3  richtig  ist,  haben 
wir  soeben  schon  gesehen.  Daraus  schliesstman  aber  sofort  auf 
die  Unmöglichkeit  einer  entsprechenden  Relation  im  Falle 
«  =  4  könnte  eine  solche  stattfinden ,  so  müsste  c^  J^  +  c^  J^ 
=  —  C3  J,  —  c^J^  eine  Invariante  sein,  was  unmöglich  ist;  u.  s.  w. 

I.  Die  Losung  der  Aufgabe:  Alle  Invarianten  J  mit  vorge- 
schriebenen Ordnungszahlen  zu  finden  j  erfordert  nur  noch  die 
Auflösung  von  linearen  Gleichungen^  wenn  man  die  Invarianten 
einer  jeden  einzelnen  Transformation  eines  Systems  von  solchen 
Transformationen  der  Gruppe  G  kennty  die  zusammen  die  ganze 
Gruppe  erzeugen. 

Auch  dieses  ist  nahezu  selbslverständiich :  Kennt  man  die 
Invarianten  der  erzeugenden  Transformationen  'S^ ,  S, ,  S, ,  •  •  • 
von  G ,  so  werden  die  Invarianten  von  G  selbst  alle  die  Formen 
sein,  die  sowohl  Invarianten  von  S^J  als  auch  Invarianten  von 
^ij  ^s?  "  *  •  sind.  Um  diese  Formen  aufzufinden,  hat  man  aber 
nur  lineare  Gleichungen  aufzulösen,  oder,  geometrisch  ge- 
sprochen, lineare  Mannigfaltigkeiten  zum  Durchschnitt  zu  bringen. 
(Der  hiermit  angezeigte  Weg  zur  Aufsuchung  der  Invarianten  einer 
Gruppe  G  wird  übrigens  im  gegebenen  Falle  noch  mannigfache 
Abänderungen  und  Abkürzungen  gestatten.    Wenn  die  Gruppe 
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G  insbesondere  zusammengesetzt  ist,  wird  man  zweckmässiger 
Weise  nach  einander  die  Invarianten  solcher  Untergruppen 
suchen,  die  eine  sogenannte  Reihe  der  Zusammensetzung 
bilden.) 

Nach  dem  Gesagten  wird  Alles  darauf  ankommen,  die  In- 
varianten einer  einzelnen  periodischen  linearen  Transformation 
zu  finden,  d.  h.  die  Invarianten  einer  endlichen  Gruppe 

s%  SS  s\  '"  sf"^ , 

die  durch  Wiederholung  einer  einzigen  Transformation  S  ent- 
steht. Dies  kann  zwar  im  Allgemeinen  nicht  durch  Auflösung 
von  nur  linearen  Gleichungen  geleistet  werden,  erfordert  aber 
nur  die  Zuziehung  von  ganz  einfachen  Irrationalitäten,  nämlich 
von  solchen,  wie  sie  aus  der  Auflösung  reiner  Gleichungen  her- 
vorgehen. 

Das  anzuwendende  Verfahren  ist  der  Methode  der  Lagrangb- 
schen  Resolventen  nachgebildet. 

Wir  denken  uns  die  Transformation  S  so  geschrieben,  dass 
ihre  Determinante  gleich  Eins  wird;  so  dass  8'*  genau  =  S*, 
gleich  der  identischen  Transformation  wird,  ohne  irgend  einen 
vor  die  Veränderlichen  tretenden  gemeinsamen  Factor.  Ist  dann  £ 
eine  primitive  /<*®  Einheitswurzel  und  F=  F^^)  irgend  eine  alge- 
braische Form  mit  beliebig  vielen  Veränderlichen,  F(^),  F(*),  •  •  • 
F(i"-0,  FW  =  F(0,  ...  die  Reihe  der  Formen,  die  aus  F  durch 
die  Transformationen  S**,  S*  •  •  •  8^"*,  S^=S^,  •  •  •  hervorgehen, 
so  wird  offenbar  eine  jede  der  Formen 

fi  F,  =fW+  £F(0+     fc«FWH h     £i"-'  FC"-0 


(^) 


.^F,,^^  =  FW+£i"-*F^O+£«M-«F(*)H 1-£(^-0*  F(i"-*\ 

sofern  sie  nicht  etwa  identisch  den  Werth  Null  hat,  eine  Inva- 
riante unserer  Gruppe.  Auf  diese  Weise  entstehen  aber  auch 
alle  Invarianten  der  Gruppe.  Denn  die  nicht  identisch  ver- 
schwindenden unter  den  Formen  F,-  nehmen  bei  der  Transfor- 
mation 8  jede  einen  anderen  Factor  an ;  sie  gehören  also  zu  ver- 
schiedenen Schaaren;  und  andere  Invarianten  kann  es  nicht 
geben,  da  nach  der  Formel 

(2)  F-=F,  +  F,^ h  V, 
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bereits  jede  beliebige  Form  mit  deD  vorgeschriebenen  Ordnungs- 
xahlen  durch  Formen  F^  linear  ausgedrückt  werden  kann. 

In  den  Formen  F,-  kommen  die  Veränderlichen  nicht  mehr 
in  allgemeinster  Weise  vor,  sondern  nur  noch  in  gewissen  Ver- 
bindungen; mit  anderen  Worten,  ihre  Coefficienten  genügen 
gewissen  linearen  Gleichungen.  Diese  können  wir  sofort  auf- 
stellen. 

Bezeichnen  wir  nämlich  der  Kürze  halber  mit  11^  die  Ope- 
ration, durch  die  wir  die  Form  F^  aus  der  Grundform  F  herge- 
leitet haben,  so  dass 

Fi  =  n,F, 

SO  finden  wir  durch  eine  kleine  Rechnung,  dass  für  verschiedene 
Werthe  von  i  und  k 

^ih  =  ö  )        dagegen    /I|F,.  =  F^    ist. 

Die  Gleichungen 

sagen  also  aus,  dass  die  Grundform  F  selbst  schon  zur  i^^^  In- 
variantenschaar  gehört;  sie  stellen  die  gesuchten  Bedingungs- 
gleichungen zwischen  den  Coefficienten  dar. 

Wir  haben  hiermit  den  Satz  gewonnen: 

IL  Wenn  die  Determinante  der  linearen  Transformation  S 
von  der  Periode  ju  den  Werth  Eins  hat,  und  wenn  ausserdem  die 
/!*•■  Einheitswurzeln  rational  bekannt  sind,  so  erfordert  die  Auf- 
suchung aller  Invarianten  J  der  Transformation  S  nur  noch  die 
Auflösung  linearer  Gleichungen, 

Bei  vorgeschriebenen  Ch^dnungszahlen  einer  Grundform  F 
gibt  es  höchstens  ^i  verschiedene  Schaaren  von  Formen  F\,  denen 
die  Invarianteneigenschaft  zukommt. 

Jede  beliebige  Form  F  lässt  sich  auf  eine  einzige  Weise  als 
Summe  von  Formen  F^  darstellen,  die  je  einer  der  genannten 
Schaaren  angehören. 

Dm  die  Transformation  S  auf  die  verlangte  Form  zu  bringen, 
hat  man  (im  Gebiete  iV**'  Stufe)  aus  ihrer  Determinante  die  iV*® 
Wurzel  zu  ziehen. 

Uebrigens  ist  es  für  die  Geltung  unserer  Ueberlegung  nicht 
gerade  nöthig,  dass  die  Determinante  von  S  den  Werth  Eins 
bat;  ist  sie  eine  fi^^  Einheitswurzel ,   so  lassen  sich  dieselben 


(4) 
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Schlüsse  machen.  Wir  wollen  indessen  an  jener  bestimmteren 
Vorstellung  festhalten,  da  eine  genaue  Bezeichnung  der  erforder- 
lichen Irrationalitäten  ohnehin  eine  Unterscheidung  verschie- 
dener Fälle  und  ein  tieferes  Eingehen  auf  den  Gegenstand  er- 
fordern würde,  was  hier  entbehrt  werden  kann. 

Der  Fall ,  dass  man  weniger  als  ju  verschiedene  Schaaren 
von  Invarianten  mit  vorgeschriebenen  Ordnungszahlen  erhält, 
tritt,  wie  gesagt,  dann  ein,  wenn  einige  der  Formen  F^  ver- 
schwinden. Ob  dieses  stattfindet,  hängt  erstens  von  den  Eigen- 
schaften der  Transformation  S  ab ,  und  zweitens  von  den  Ord- 
nungszahlen der  Grundform  F.  Wenn  S  gegeben  ist,  so  gibt 
es,  wie  sich  zeigen  lässt,  immer  nur  eine  em///c/ie  Anzahl  von 
Systemen  von  Ordnungszahlen,  deren  zugehörige  Reihenent- 
wickelung 

sich  auf  weniger  als  f.i  Glieder  reducirt.  Aus  allen  anderen 
Formen  F  gehen  wirklich  /x  verschiedene  Schaaren  vop  Inva- 
rianten hervor. 

Zu  einem  bemcrkenswerthen  Ergcbniss  werden  wir  geführt, 
wenn  wir  neben  den  Formen  F  Formen  0  betrachten,  die  jenen 
dualistisch  gegenüber  stehen.    (»Methoden«,  S.  85.) 

Für  diese  Formen  besteht  natürlich  eine  ganz  ähnliche 
Reihenentwickelung,  wie  für  die  Formen  F.  Wir  wollen  aber, 
um  zu  einem  möglichst  einfachen  Satz  zu  gelangen,  ein  etwas 
abgeändertes  System  von  Bezeichnungen  verwenden,  indem  wir 

die  Formen,  die  durch  die  Transformationen  S,  S*, S^~* 

aus  0  abgeleitet  sind,  nicht  mit  0^  -  -  -  <Z>^.4 ,  sondern  in  umge- 
kehrter Folge  mit  Ö>^_4  •  •  •  <Z>^  bezeichnen.  Die  Formen  Ö>,-  wer- 
den sonach  definirt  durch  die  Gleichungen 

/ta>4==ö)W+fi-*  0)0)  +  €"*  ö)(«)  +  . . .  +  €*"^  a)(/*-*) 

iiö)^  .  =  ö)W -!-€<-/*  0)0)+ €«-«/*  a)(*)H |-6-(/*-o'*ö)(^-0. 

Von  der  hierdurch  definirten  Reihenentwickelung  der  Form 
0  =  ö)(®) : 

(5)  o  =  ö)o  +  ö),  H h  0)^.4 

gilt  offenbar  noch  alles  Das,  was  wir  vorhin  über  die  Reihenent- 
wickelung der  Form  F  gesagt  haben. 
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Wir  denken  uns  jetst  die  Veränderlichen  der  Form  F  in 
ganz  bestimmter  Weise  denen  der  Form  O  zugeordnet,  und  bil- 
den die  bilineare  Invariaate  [F,  Ö)],  deren  Verschwinden  das 
»Gonjugirtsein«  von  Fund  O  ausdrückt.  ()>Methoden«,  S.  85.) 
Setzen  wir  hierein  für  F  und  <Z>  ihre  Reihenentwickelungen,  so 
entsteht  zunächst  die  Summe 

0  0 

Aus  dieser  fallen  aber  alle  Glieder  heraus,  bei  denen  der 
Index  X  vom  Index  X  verschieden  ist.  Da  nämlich  die  Determi- 
nante der  Transformation  S  nach  Voraussetzung  den  Werth  Eins 
haty  so  wrird  allgemein 

also  * 

und  dieser  Ausdruck  hat  den  Werlh  Null,  so  of t  x  4=  ^  ist. 
Wir  haben  also  die  einfachere  Entwickelung  anzusetzen : 

6.       [F,  O]  =  [F, ,  (DJ  +  [F.  ,©,]+...  +  [P^_,  ,<D^_.]. 

Diese  Gleichung  ist  eine  Identität  sowohl  in  Bezug  auf  die 
Goefficienten  von  F,  als  auch  in  Bezug  auf  die  Coefficienten  von 
(D.  Sie  vertritt  vollständig  die  beiden  Reihenentwickelungen 
2,  und  (5);  denn  aus  ihr  gehen  jene  wieder  hervor,  wenn  man 
einmal  die  Symbole  von  O,  das  andere  Mal  die  Symbole  von  F 
durch  Veränderliche  ersetzt.  Wir  schliessen  daraus,  dass  das 
Glied  (Fj,  <Z>,.]  in  (6)  nicht  identisch  verschwinden  kann,  es  sei  denn, 
dass  F,  und  <Z>,-  selbst  identisch  gleich  Null  sind ;  denn  andern- 
falls könnten  wir  eine  ganz  beliebige  Form  F  durch  eine  Summe 
von  Formen  ausdrücken,  die  zusammen  weniger  linear-unab- 
hängige Constante  enthielten,  als  sie  selbst.  Ja  wir  können  sogar 
den  Schluss  ziehen,  dass  die  Form  F,-  von  genau  so  vielen  Gon- 
stanten  abhängt,  wie  die  Form  O^ ;  denn  wenn  dem  nicht  so 
wäre,  so  würde  die  Ausrechnung  der  Invariante  [F,  O]  eine  ge- 
ringere Zahl  von  Gliedern  ergeben,  als  die  Zahl  der  linear-unab- 
hängigen Coefficienten  von  F  oder  O  beträgt. 
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Wir  köQDen  hiernach  den  letzten  Satz  wie  folgt  ergänzen : 

III.  Aus  zwei  Grundformen  F  und  ö),  deren  Veränderliche 
einander  dualistisch  entsprechen,  gehen  nach  dem  letzten  Satz  zwei 
Reihenentwickelun'gen  hervor,  deren  Glieder  Invarianten  derpei'io- 
dischen  Transformation  S  sind. 

Die  Glieder  dieser  Reihen  lassen  sich  in  bestimmter  Weise  ein- 
ander zuordnen,  so  dass  jedes  Glied  F^  der  ersten  Reihe  conjugirt 
(apolar)  ist  zu  jedem  Glied  0^  der  zweiten  Reihe,  mit  Ausnahme 
des  einen  ihm  selbst  zugeordneten  Gliedes  O,-. 

Die  einander  entsprechenden  Schaaren  von  Invarianten  F^  und 
0^  enthalten  beide  gleichviele  linear-unabhängige  Formen. 

Man  kann  dies  noch  auf  andere  Weise  bestätigen.  Man  fin- 
det nämlich  durch  Anwendung  des  Satzes  II  auf  lineare  Formen 
oder  auch  durch  eine  einfache  geometrische  Dberlegung,  dass 
sich  jede  periodische  lineare  Transformation  im  Gebiete  N^  Stufe 
auf  die  canonische  Form 

(7)  Xi'  =  €^iXi        (e=<...iV) 

bringen  lässt.  In  den  entsprechenden  Coordinaten  eines  Gebietes 
[N  —  4)**'  Stufe  lautet  dann  dieselbe  Transformation 

(8)  <  =  «""^«"t         (t=4  ..  .iV); 

die  Transformation  (7)  geht  also  durch  die  dualistische  Trans- 
formation  y^  =  M,-  über  in 

(9)  yi'  =  e-^iyi        (t=4  .-.iV); 

diese  ist  aber  keine  andere  als  die  entgegengesetzte  der  Trans- 
formation (7j,  abgesehen  von  der  Bezeichnung  der  Veränder- 
lichen. 

Eine  jede  von  einer  einzigen  periodischen  linearen  Trans- 
formation erzeugte  Gruppe  ist  also  zu  sich  selbst  dualistisch;  sie 
wird  bei  der  von  uns  getroffenen  Auswahl  der  Veränderlichen 
durch  die  dualistische  Transformation  des  Polarsystems  2x^1/^=0 
in  sich  selbst  ttbergeftthrt.  Es  kann  daher  nicht  überraschen, 
dass  in  den  Beihenentwickelungen  zweier  zu  einander  duali- 
stischer Formen  Fund  0  entsprechende  Glieder  auftreten,  deren 
Formen  von  gleichvielen  Constanten  abhängen.  Auch  den  sonstigen 
Inhalt  des  Satzes  III  bestätigt  man  leicht  auf  Grund  der  Formeln 
(7)  und  (8). 

Der  Satz  III  kann  angewendet  werden  auf  Gruppen,  die  von 
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periodischen  linearen  Transformationen  erzeugt  sind,  mögen  sie 
nun  eine  endliche  oder  unendliche  Anzahl,  mögen  sie  nur  ge- 
trennte oder  auch  unendlich  kleine  Transformationen  enthalten. 
Es  folgt  daraus,  dass  jede  Schaar  von  Invarianten  F,-  mit  gege- 
benen Ordnungszahlen  identisch  conjugirt  ist  zu  jeder  Schaar 
O^  von  In  Varianten  mit  den  dualistisch  entsprechenden  Ordnungs- 
zahlen, mit  Ausnahme  der  Formen  von  höchstens  einer  Schaar, 

Wir  betrachten  hier  nur  endliche  Gruppen  von  getrennten 
linearen  Transformationen.  Wir  wollen  annehmen,  dass  bei  einer 
solchen  Gruppe  G  q  verschiedene  Schaaren  von  Invarianten  t\ 
mit  gegebenen  Ordnungzahlen  vorhanden  seien,  und  ebenso  viele 
Schaaren  von  Invarianten  (U^  mit  den  dualistisch  entsprechenden 
Ordnungszahlen.  Es  mag  ebensovielQ  (i/,)  linear -unabhängige 
Formen  t\  geben,  als  es  linear-unabhängige  Formen  0i  gibt; 
und  es  soll  [F^,  (D^^  =  0  sein,  so  oft  /  4=  x  ist;  endlich  soll  die 
Gleichung  [Ff-,  (Z>,]  ==  0  sowohl  bei  beliebig  gegebenem  F,-,  als  auch 
bei  gegebenem  0^  nur  noch  durch  M^ —  4  linear  -  unabhängige 
Formen  der  anderen  Art  erfüllt  werden. 

Unter  diesen  Bedingungen  gilt  der  folgende  Satz,  der  ein 
unmittelbarer  Ausfluss  der  Theorie  der  linearen  Gleichungen  ist : 

IV.  Durch  die  Gruppe  G  sind  unter  den  genannten  Verhält- 
nissen Reihenentwickelungen  der  Formen  F  und  O  bestimmt : 

P=F,+  F,  +  ...  +  F^_^+F^, 

ron  folgenden  Eigenschaften : 

4 )  Fq  •  •  •  F^_^  und  0q'  "  ^g-i  gehören  den  q  verschiedenen 
Invariantenschaaren  an, 

2)  Jedes  Glied  der  ersten  Reihe  ist  conjugirt  zu  jedem  Glied 
der  zweiten  Reihe,  mit  Ausnahme  des  einen  Gliedes,  das  denselben 
Index  hat;  so  dass 

[F,  Ö)]  =  [F.,  <DJ  +  .  .  •  +  [V. '  V«]  +  f^{"  ®c5  • 
Die  neue  Reihenentwickelung  unterscheidet  sich  von  den 
bisher  betrachteten  dadurch,  dass  noch  ein  Glied  [F^,  (Z>J  hin- 
zutritt. Dieses  ist  indessen  nur  dann  von  Null  verschieden, 
wenn  die  Gesammtheit  der  Mq  +  M^  + 1-  Mg^^  linear-un- 
abhängigen Formen  F^,  Fj,  •  •  •  F^.,  die  Gesammtheit  der  linear- 
unabhängigen Formen  F  noch  nicht  erschöpft ;  denn  die  Formen 
Op  z.  B.  bilden  die  Gesammtheit  der  Formen,  die  zu  allen  Formen 

Mftth.-phys.  ClMse.  1892.  \q 
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^1  •  •  •  ^0-1  gleichzeitig  conjugirt  sind.  Die  Formen  Fg  und  O^ 
sind  zwar  nicht  Invarianten  der  Gruppe  G;  wohl  aber  hat  die 
von  ihnen  gebildete  lineare  Schaar  die  Invarianteneigenschaft. 
Ist  ^  =  0,  gibt  es  überhaupt  keine  Invarianten  mit  den  vorge- 
schriebenen Ordnungszahlen,  so  wird  F=  F^,  0  =  0^;  dann 
entsteht  also  keine  wirkliche  Reihenentwickelung. 

Die  angegebenen  Voraussetzungen,  unter  denen  die  im 
Satze  IV  genannten  Reihenentwickelungen  zu  Stande  kommen, 
haben  scheinbar  einen  sehr  speciellen  Charakter.  Sie  treffen 
aber  bei  einer  ganzen  Reihe  von  sehr  verschiedenartigen  Grup- 
pen zu,  die  ich  daraufhin  betrachtet  habe.  Es  ist  mir  nicht 
gelungen,  einen  Fall  aufzufinden,  in  dem  die  besprochenen 
Reihenentwickelungen  nicht  vorhanden  wären.  Sollte  es  sich 
hier  wirklich  um  eine  ganz  allgemeine  Eigenschaft  der  end- 
lichen Gruppen  von  getrennten  linearen  Transformationen  han- 
deln, so  wäre  das  gewiss  ein  merkwürdiger  Satz.  Jedenfalls 
verdient  die  Frage  eine  nähere  Untersuchung.  Es  würde  dabei 
vor  Allem  zu  entscheiden  sein,  ob  zwei  solche  Gruppen  G  und 
G\  die  durch  eine  dualistische  Transformation  in  einander  über- 
gehen, immer  auch  durch  eine  collineare  Transformation  in  ein- 
ander übergeführt  werden  können,  oder  ob  es  Gruppen  gibt, 
bei  denen  dies  nicht  möglich  ist. 

Für  eine  Classe  von  Gruppen  lässt  sich  hbrigens  die  Gültig- 
keit des  Satzes  IV  allgemein  beweisen,  nämlich  für  die  Gruppen 
des  Gebietes  N^^  Stufe ,  die  A^  linear-unabhängige  Punkte  in 
Ruhe  lassen.  Bei  allen  diesen  Gruppen  gehört  zu  einer  ganz 
beliebigen  Grundform  Feine  Reihenentwickelung  ohne  Zusatzglied 

F=F,  +  F,-{ hV*- 

Wie  es  sich  nun  auch  um  den  Gültigkeitsbereich  des  Satzes 
IV  verhalten  möge,  soviel  geht  aus  unseren  Betrachtungen  hervor, 
dass  die  Zahl  der  Invariantenschaaren  einer  Gruppe  mit  irgend- 
welchen Ordnungszahlen  niemals  grösser  sein  kann  als  der  Grad 
der  Gruppe. 

Wir  verlassen  nunmehr  die  allgemeinen  Betrachtungen,  um 
uns  sogleich  der  Eingangs  genannten  speciellen  Gruppe  zuzu- 
wenden. Vielleicht  wird  sich  ein  anderes  Mal  Gelegenheit  bieten, 
auch  Beispiele  allgemeineren  Charakters  von  dem  hier  gewon- 
nenen Standpunkte  aus  zu  betrachten. 
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2. 
Darstellnng  der  Gruppe  G,o. 

Die  wichtigstea  Eigenschaften  unserer  Gruppe  sind  haupt- 
sächlich von  den  Herren  Klein  und  Aohn  in  einer  Reihe  von 
Abhandlungen  dargelegt  worden,  die  zumeist  in  den  mathema- 
tischen Annalen  erschienen  sind ').  Es  wtlrde  uns  viel  zu  weit 
fuhren,  wollten  wir  die  Ergebnisse,  die  ja  auch  als  ziemlich  be- 
kannt gelten  dürfen,  auch  nur  in  ihren  Grundzügen  wiederholen. 
Wir  setzen  diese  Dinge  als  dem  Leser  bereits  geläufig  voraus, 
und  beschränken  uns  darauf,  die  Formeln  und  Bezeichnungen 
za  erklären,  von  denen  nachher  Gebrauch  gemacht  werden  soll. 

Wir  stellen  die  sechs  RLEiN'schen  Fundamentalcomplexe, 
oder  die  durch  sie  vermittelten  dualistischen  Transformationen, 
durch  die  (allerdings  nicht  ganz  in  derselben  Bedeutung]  zuerst 
von  H.Webbr  gebrauchten  j»Charaktenstiken  o  (4 )  •  •  •  (6)  dar.  Ftlhren 
wir  auf  alle  möglichen  Arten  zwei  verschiedene  dieser  Trans- 
formationen hinter  einander  aus,  so  entstehen  45  involutorische 
coUineare  Transformationen  mit  den  »Charakteristiken«  (ik),  dio 
zusammen  mit  der  identischen  Transformation,  die  der  Gleich- 
förmigkeit halber  mit  (00)  bezeichnet  werden  soll,  die  zu  unter- 
suchende Gruppe  G^^  bilden.  Durch  Ausführung  von  je  dreien 
der  Transformationen  (i)  hinter  einander  entstehen  dann  noch 
zehn  weitere  dualistische  Transformationen,  die  Polarsysteme 
der  zehn  Fundamentalflächen,  z.  B.  (4S3)  =  (456). 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  alle  sechs  Fundamental- 
complexe reell  sind.  Dann  werden  neun  von  den  Fundamental- 
flächen reelle  geradlinige  Flächen  S.  Grades,  die  zehnte  aber 
wird  eine  Fläche  mit  nur  imaginären  Punkten.  Diese  wollen  wir 
mit  (435)  =  (246)  bezeichnen.  Ferner  sind  von  den  45  Funda- 
mentaltetraedern sechs  reell;  sie  bilden  zwei  zusammengehörige, 
der  Fläche  (435)  =  (846)  zugeordnete  Reihen  von  je  drei  soge- 
nannten desmischen  Tetraedern.  Eines  von  diesen,  das  Tetra- 
eder, dessen  Gegenkantenpaare  die  Axen  der  Transformationen 
12;,  ;34),  (56)  sind,  wählen  wir  als  Grundtetraeder  eines  Coor- 
dinatensystems  x^  :  x^  :  ac,  :  a?, ,  m^  :  w^ :  m,  :  w, .  Bezeichnen  wir 
die  zugehörigen  Liniencoordinaten  in  bekannter  Weise  mit  p^j. 


4)  Die  ziemlich  ausgedehnte  Litteratur  Undet  man  grössteotheils  an* 
getährt  bei  Hess,  Nova  Acta  Bd.  50,  S.  99  u.  (f.  (Halle  4  890). 
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(so  dass  z.  B.  /)„  =  .T^'a-J  —  a^i^cj,  Poi  =  ^o^'  —  ^4  ^o^  >  "i^d 
mit  2  X,-  die  Verbindungen : 


(\) 


2-^'g=Pm  — P 


so  wird  A|-  =  0  die  Liniengleichung  des  Fundamentalcomplexes 
0) ;  und  X/  =  —  X,-  wird  die  Gleichung  der  dualistischen  Trans- 
formation (/)  in  den  Gomplexcoordinaten  Ay .  Die  zwischen  den 
Liniencoordinaten  bestehende  quadratische  Identitfit  nimmt  die 
Form  an : 


(2) 


A^  —  Aj  +  Aj  —  A^  +  Ag  —  Aß  —  0  . 


Mit  Hülfe  der  Formeln  (\)  berechnen  wir  leicht  die  Aus- 
drücke der  von  den  Transformationen  (t)  erzeugten  Gruppe  G^^ 
in  Tetraedercoordinaten.  Zunächst  finden  sich  die  Ausdrücke 
der  Transformationen  (/j  selbst.  Hieraus  ergibt  sich  dann  die 
zur  Fläche  (135)  =  (246)  gehörige  Transformation:  uj  =  xjy 
oder  Xj  =  Uj  (j  =  0, 4 ,  2,  3).  Setzt  man  dann  diese  wieder  mit 
den  Transformationen  (/)  zusammen,  so  entstehen  die  Ausdrücke 
der  Transformationen  (35),  (51),  (43)  und  (46),  (62),  (24).  Wir 
vereinigen  beide  Arten  von  Transformationen  in  der  folgenden, 
wohl  ohne  Weiteres  verständlichen  Tabelle : 


(3; 


(<) 

(3) 

(5) 

(2) 

(*) 

(6) 

K  = 

X, 

.T, 

«^3 

-X, 

x^ 

—  Xi 

=  a?.' 

".'- 

^0 

X^ 

-X, 

aj, 

X, 

X, 

=  xl 

«; 

a;. 

^•» 

^0 

-X, 

=  xi 

u- 

^\ 

X, 

-«•o 

-CT, 

X, 

Xo 

=  xi 

(35) 

(51) 

(13) 

(46) 

(62) 

(24) 

Hier  darf  man  Xj  und  u^,  und  gleichzeitig  Xj  und  Uj'  ver- 
tauschen, ohne  dass  die  Beziehung  der  Formeln  zu  den  Trans- 
formationen (/],  (Jk)  geändert  wird.  Die  Transformationen  (00), 
(35),  (51),  (13)  stellen  für  sich  eine  Gruppe  dar,  eine  sogenannte 
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VierergruppCj  gebildet  von  Schiebungen  der  Flache  (435)  =  (246), 
d.  h.  von  Transformationen ,  die  jede  Erzeugende  der  einen 
Schaar  dieser  Fläche ,  nämlich  jede  den  Gomplexen  (4),  (3),  (5) 
gemeinsame  Gerade  in  sich  selbst  Überfahren.  Eine  ähnlich  be- 
schaffene Gruppe  bilden  die  Transformationen  [00),  (46),  (62), 
24;;  und  beide  Gruppen  zusammen  erzeugen  die  Gruppe  (j^^, 
in  der  Weise,  dass  jede  Transformation  von  G^^,  auf  eine  einzige 
Art  in  zwei  Factoren  zerlegt  werden  kann ,  die  jenen  beiden 
Gruppen  angehören. 

Man  bildet  so  eine  der  Tafel  (3)  analoge  Tafel,  die  alle  noch 
nicht  angeschriebenen  Transformationen  [ik)  und  die  zu  den 
neun  übrigen  Fundamentalflächen  gehörigen  dualistischen  Trans- 
formationen enthält. 

Wir  theilen  diese  Ausdrücke  nicht  mehr  mit,  sondern  geben 
statt  dessen  sogleich  die  quadratischen  Formen  an,  die,  gleich 
Null  gesetzt,  die  zehn  Fundamentalflächen  bedeuten.  Wir  stellen 
die  zur  Fläche  {ikl)  gehörige  Form  durch  das  Zeichen  X^jd  dar, 
führen  aber  daneben  noch  eine  andere  Bezeichnung  aj^^,  durch 
nur  zwei  Indices  ein,  von  der  wir  ebenfalls  Gebrauch  machen 
werden. 


41 


f  2X4,5 

2X,j5 

2X|54 

2X|e5 
2X0,5 

2X4,, 
2X4,5 

12X 


'«66 


'is 


4S6 


=  *  Xf  49  =  floo  ^^^  ^0  "»"  *^i     I    '^i     •    *^s 
=  *  X|46  =  0||  =  Xq  -f-  X^         X^         X^ 

^^^  **M6  ^^  ^«1  ^^^  *^o         *^i  ~r"  ^%         *^3 
=  *  X945  =  et,,  =  »3C0         X^         X^  -f-  CTg 

=  2  X.«  =  a.,  =     2  [x^  ac,  +  XqX^) 

2  (^i^3  —  ^0*^1) 
=  2  X.^,  =  a,,  =     2  (cc,  x^  +  x^  x^) 

*  (^,  x^        X^  X^j 

=  2 X,.a  =  a,,  =    2  (a?4  acj  -H  x^x^) 

*  \^i  ^%        «^0  "^3)  • 


=   2  Xm,m    =  et,«    


'143 


"^Iti 


3« 


^81 


=   2  Xrj»    tt,  -    


'546 


'346 

2X,4, 


'\% 


a 


Der  Zahlenfactor  2  ist  den  Grössen  X,fti  hinzugefügt  worden, 
um  iD  gewissen  Formeln  des  §  6  Brüche  zu  vermeiden.  —  Genau 
ebenso  lauten  die  entsprechenden  Formen  in  den  Ebenencoor- 
dinaten  Uj.  Wir  bezeichnen  diese  Formen,  die  besonders  hinzu- 
schreiben wohl  überflüssig  ist,  mit  2  U^^^  =  2  U,v  1^,  i,  =  a;t^ . 

Wir  untersuchen   nun   das  Verhalten  der  quadratischen 
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Formen  a;^^,  axu  gegenüber  den  Transformationen  (3).  a^^  (und 
ebenso  a^J)  wira  offenbar  von  keiner  dieser  Transformationen  ge- 
ändert ;  die  anderen  Grössen  axu  y  ^Xu,  ^^er  erleiden  Vorzeichen- 
wechsel, die  sich  besonders  emfacn  darstellen,  wenn  wir  uns 
der  quadratischen  Anordnung 


a 


ii 


'4« 


a 


iS 


a 


a. 


a. 


o..       a,.       a. 


bedienen.  Die  in  (3)  angefahrten  Transformalionen  werden  dann 
in  den  Veränderlichen  a^^  oder  a;^^  durch  die  folgenden  Vor- 
zeichenwechsel ausgedrückt: 


(S) 


(85) 

(50 

(«8) 

(«6) 

(6J) 

(«) 

+ 

-  +  - 

+ 

+  +  + 





+ 

-  +  - 

+ 



+  +  + 



+ 

-  +  - 

+ 





+  +  + 

Wir  knüpfen  hieran  einige  für  das  Folgende  wichtige  Be- 
merkungen über  die  analytische  Darstellung  unserer  Gruppe. 
Die  Formeln  (3)  enthalten  nur  Transformationen  von  der  Deter- 
minante 4-  1 )  und  diese  erzeugen,  beliebig  wiederholt,  bei  Auf- 
fassung der  Goordinaten  Xj  als  absoluter  Grössen ,  eine  Gruppe 
nicht  von  46,  sondern  von  32  verschiedenen  Transformationen, 
da  auch  die  geometrisch  bedeutungslose  Transformation  Xj  = 
—  Xj  aus  ihnen  hergeleitet  werden  kann.  Diese  Gruppe  G,,  Iflsst 
den  Ausdruck  o^^,  wie  gesagt,  völlig  ungeändert;  und  hierin 
besteht  das  Charakteristische  unserer  Darstellungsweise:  Die 
Gruppe  G,,  ist  die  einzige  reelle  von  zehn  derartigen  Gruppen, 
die  dadurch  entstehen ,  dass  man  an  Stelle  des  Ausdrucks  a^^ 
irgend  einen  der  Ausdrücke  ax^  treten  lässt. 

Ausser  diesen  Gruppen  gibt  es  noch  sechs  weitere,  die 
die  entsprechende  Eigenschaft  in  Bezug  auf  einen  der  Ausdrücke 
A^-  haben,  und  diese  Gruppen  sind  wieder  unter  einander  gleich- 
artig. Alle  diese  Gruppen  sind  enthalten  in  einer  Gruppe  von 
64  Transformationen,  die  entstehen,  wenn  man  zu  den  Formeln 

(3)  noch  die  Transformation  xJ  =  V —  \  Xj  hinzufügt.    Anders 
aber  als  die  Goordinaten  Xj  verhalten  sich  die  Grössen  X^,  ai^. 
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Diese  werden  bei  allen  jenen  Gruppen  G^^  durch  eine  Gruppe 
von  nur  16  Transformalionen,  also  durch  je  eine  mit  G^Q  holo- 
edrisch isomorphe  Gruppe  unter  einander  verlauscht. 

Aus  dem  Gesagten  geht  u.  A.  hervor,  dass  unserer  Dar- 
stellung gegenüber  thatsächlich  nur  die  Fläche  (135)  =  (246) 
ausgezeichnet  ist,  und  dass  die  anderen  Flächen  sich  gleichartig 
verhalten,  wiewohl  ihre  den  Formeln  (4)  zu  entnehmenden  Gleich- 
ungen ein  verschiedenes  Ansehen  haben.  Man  bestätigt  das 
sofort  durch  Uebergang  zu  einem  der  fünf  übrigen  reellen  Fun- 
damentaltetraeder,  oder  auch  geometrisch  durch  Betrachtung 
der  Gruppe  von  1152  collinearen  Transformationen,  die  die 
Fläche  (135)  =  (246)  in  Ruhe  lassen,  die  anderen  Fundamental- 
flächen aber  unter  einander  vertauschen. 

Wir  wollen  nun  die  Goordinaten  der  Ecken  der  sechs  reellen 
Tetraeder  wirklich  noch  hinschreiben,  um  uns  bei  späteren  Ge- 
legenheiten auf  diese  Angaben  stützen  zu  können.  Sie  ordnen 
sich,  wie  gesagt,  in  zwei  Reihen  von  desmischen  Tetraedern, 
entsprechend  den  drei  positiven  und  den  drei  negativen  Gliedern, 
die  in  der  Entwickelung  der  Determinante 

(12)  (U)  (46) 
(32)  (34)  (36) 
(52)       (64)       (56) 

auftreten.   Die  Goordinaten  der  Ecken  werden 


x^= 


x.= 


x^= 


x,= 


(6)c 


(12),  (34),  (56) 


1 
0 
0 
0 


0 

1 

0 
0 


0  0 

0  0 

1  0 
0  1 


(32),  (54),  (16)      ($2),  (14),  (36) 


1 
1 
1 
1 


1 
1 
1 
1 


1  1 

1  — 1 

1  — 1 

1  1 


1  1 

1  — 1 

1  1 

1  1 


1  1 

1  1 

1  1 

1  — 1 


(16),  (34),  (52) 

(36),  (54),  (12) 

(56),  (14),  (32) 

or,— 

4      10      0 

110      0 

110      0 

a;,_ 

0      0      1—1 

1—10      0 

0      0      11 

x^= 

1—10      0 

0      0      11 

0      0      1—1 

X,— 

i 

0      0      11 

0      0      1—1 

1—10      0 
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Alle  sechs  Tetraeder  sind  unter  einander  gleichwerthig;  in 
Bezug  auf  jedes  von  ihnen  nimmt  die  Gruppe,  auch  was  die 
Realitatsverhältnisse  angeht,  dieselbe  Form  an.   • 

Wir  bemerken,  dass  die  in  den  Formeln  (6)  vorkommenden 
Transformationen  [ik)  gerade  die  sind,  die  in  den  Formeln  (3i 
fehlen.  Jede  der  auftretenden  Verbindungen ,  z.  B.  (42),  (34 1, 
(56)  bildet  zusammen  mit  der  identischen  Transformation  eine 
Gruppe,  die  Gruppe  der  Spiegelungen  an  den  Kantenpaaren  des 
zugehörigen  Tetraeders.  Je  zwei  solche  Gruppen,  die  zwei 
Tetraedern  derselben  Reihe  entsprechen,  bestimmen  eine  Zer- 
legung der  Gruppe  G^^,  ähnlich  der  vorhin  (S.  435)  betrachteten. 
Jede  Transformation  von  G^^  kann  nämlich  auf  eine  einzige 
Weise  in  zwei  Factoren  zerspalten  werden,  deren  jeder  einer 
von  zwei  solchen  Gruppen  angehört. 

Wir  werden  von  diesen  Bemerkungen  alsbald  Gebrauch  zu 
machen  haben. 


3. 
Dm  Foraensystem  der  Gruppe  G,«. 

Die  quatemären  Grundformen  mit  beliebig  vielen  Veränder- 
lichen können  nach  Glebsch  zurttckgeftthrt  werden  auf  Formen, 
die  nur  einen  Punkt  x  —  im  Grade  /  — ,  eine  Linie  X  —  im 
Grade  m  — ,  und  eine  Ebene  u  —  im  Grade  n  enthalten,  und 
diese  können  dann  weiter  auf  Normalformen  reducirt  werden, 
liier  ist  es  zweckmässig,  die  letzte  Reduction  bei  Seite  zu  lassen. 
Unsere  Aufgabe  soll  demnach  darin  bestehen,  alle  Invarianten 
mit  gegebenen  Ordnungszahlen  [/,  m,  n]  aufzufinden. 

Wir  behaupten  nun  zunächst: 

Wenn  l-^n  ungerade  istj  so  gibt  es  keine  Invarianten  mit 
den  Ordnungszahlen  l^m^n. 

Zum  Beweise  betrachten  wir  die  beiden  Transformationen : 


I  *^o  —  "^0  >  ^ 

\  K  =  «0 ,  w 

J   *^o  ^  *^1  >  "^ 

l  K  =  «i ,  w 


=  «1  »       W,'  =  —  W,  ,       Mi  =—!/,, 

Xj  =  X^  , 


=  X 


S  ' 


X. 


X 


0  9 


=  M.  .  l/,  =  Uo  , 


W,  =  «8  • 


Wir  wenden  diese  nach  einander  auf  die  Grundform  F 

a^,  Ä*",  u")  an  und  zwar  einmal  in  der  Reihenfolge  S  T,  wodurch 

F'  entstehen  mag,  und  dann  in  der  Reihenfolge  TS,  wodurch  F' 


KcMKBR'SCHE  CONnGUBATION  UND  ORTHOGONALE  SUBSTITUTIONEN.    139 

aus  F hervorgehen  soll.  Ist  nun  F  eine  Invariante,  so  muss  F'  = 
F'  sein.  Andrerseits  geht  aber  F'  in  F"  auch  durch  die  Sub- 
stitution r~*  S"*  TS  oder  x/  =  —  x^j  u!  =  —  xi.  über ;  es  wird 
also,  wenn  /  +  n  ungerade  ist,  auch  F'  =  —  F";  d.  h.  es  ist  in 
diesem  Falle  F=F'  =  F"=  0. 

Wenn  dagegen  /-}-n  gerade  ist,  so  gibt  es  immer  Invarianten; 
und  zwar  sind  wir  im  Stande,  die  Gestalt  einer  solchen  von  vom 
herein  zu  bezeichnen. 

Betrachten  wir  nämlich  die  sechs  Formen  A^-  [0, 4,  0],  die 
zeho  quadratischen  Formen  a^^  [S,  0,  0]  und  die  zehn  Formen 

^Xfi  [^7  ^»  ^]>  ^'®  ^^^  ^^^  ^Xa  dadurch  hervorgehen,  dass  man  u 
an  Stelle  von  x  schreibt,  enolich  die  sechzehn  bilinearen  Formen 
[I,  0, 4],  die,  gleich  Null  gesetzt,  die  1+45  collinearen  Trans- 
formationen der  Gruppe  G,  ^  bedeuten,  so  erkennen  wir  diese 
42  Formen  ohne  Weiteres  als  Invarianten  unserer  Gruppe.  Sie 
alle  sind  linear-unabhängig,  und  jede  von  ihnen  ist,  für  sich 
aliein  genommen,  eine  Invariantenschaar  im  Sinne  des  §  4 . 

Nun  lassen  sich  die  Liniencoordonaten  p^j^  und  die  Producte 
x^  Xjj,  x^  u^y  w,-  u^  durch  unsere  Formen  ausdrücken ;  durch  jene 
Grössen  aber  kann  man  wiederum  alle  Formen  [lfm,n]  darstellen, 
und  zwar  noch  in  mannigfacher  Weise,  wenn  nur  /  +  n  gerade 
ist.     Es  folgt  also : 

Jede  beliebige  Form  mit  den  Ordnungszahlen  [/,  m,  n]  kann, 
sofern  /+  n  gerade  ist,  als  ganze  rationale  Function  der  genannten 
42  Formen  dargestellt  werden.  Insbesondere  gilt  dies  von  jeder 
Invariante  der  Gruppe  G^g. 

Die  42  Formen  bilden  also  das,  was  man,  im  weitesten 
Sinne  des  Wortes,  als  ein » vollständiges  Formensystem  «  der  Gruppe 
zu  bezeichnen  hat. 

Durch  die  Aufstellung  eines  solchen  Formensystems  ist  im 
Allgemeinen  noch  nicht  so  viel  gewonnen,  wie  man  zunächst  viel- 
leicht glauben  möchte.  Die  Frage  ist  vielmehr,  wie  sich  die» 
Producte  der  gefundenen  Grundformen  auf  die  verschiedenen 
Invariantenschaaren  vertheilen,  und  wie  man  jede  einzelne 
Schaar  durch  eine  kleinste  Zahl  von  unabhängigen  Formen  dar- 
stellen kann.  Beides  kann,  bei  unbestimmten  Werthen  der  Zahlen 
/,  m,  n,  zu  sehr  umständlichen  Rechnungen  Anlass  geben.  In 
unserem  Falle  aber  gestaltet  sich  die  Antwort  zunächst  auf  die 
erste  Frage  überraschend  einfach. 

Jede  unserer  42  Formen  definirt  nämlich,  gleich  Null  gesetzt 
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eine  coUineare  oder  dualistische  Transformation  des  Raumes, 
dargestellt  durch  eine  der  32  Charakteristiken  (00),  [ik],  (i),  (i  A/j. 
Einem  Product  von  mehreren  der  32  Grundformen  kann  man 
demnach  ebenfalls  eine  bestimmte  Charakteristik  zuordnen,  näm- 
lich die  y>  Summen  der  Charakteristiken  seiner  Factoren,  d.  i.  die 
Charakteristik  des  Products  der  Transformationen,  die  den  ein- 
zelnen Factoren  entsprechen.  Zwei  verschiedene  Producte  mit 
den  Ordnungszahlen  [/,  m,  n]  gehören  nun  dann  zu  der  nämlichen 
Schaar  von  Invarianten,  wenn  sie  dieselbe  Charakteristik  haben^). 
Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  braucht  man  nicht  einmal  zu 
untersuchen,  welche  Factoren  denn  die  42  Grundformen  bei  den 
Transformationen  von  G^^  annehmen.  Stellen  wir  nämlich  die 
sechs  dualistischen  Transformationen  (/)  durch  gleich  Null  ge- 
setzte bilineare  Formen  dar,  z.  B.  (1)  durch  die  Formen 

so  werden  die  Formen  [ik)  bilineare  Covarianten  dieser  Formen 
(('),  und  ebenso  die  quadratischen  Formen  [ikl)  trilineare  Cova- 
rianten. Wenn  also  JV„  Xj^,  X^  bei  einer  bestimmten  Transformation 
von  Gjg  die  Factoren  e,-,  e^,  €/  (=  dz  4)  annehmen,  so  wird  die 
Form  {ik)  bei  derselben  Transformation  den  Factor  £,•  bj^  erhalten, 
und  jede  der  beiden  Formen  [ik  l)  den  Factor  £,•  e^  £j.  Der  Factor, 
den  irgend  eine  der  42  Grundformen  annimmt,  hängt  also  nur 
von  ihrer  Charakteristik  ab,  und  folglich  der  Factor  eines  Pro- 
ducts nur  von  der  Charakteristik  des  Products. 


1)  Man  kann  dieses  Kennzeichen  noch  in  eine  andere  Form  bringen, 
dto  zwar  der  geometrischen  Betrachtung  ferne  liegt,  aber  an  sich  selbst 
von  Interesse  ist.  Das  Rechnen  mit  den  Charakteristiken  (i),  {ikl}  und  (00), 
[ik)  entspricht  nämlich  genau  dem  Rechnen  mit  den  sogenannten  eigent- 
lichen 6^-Charakteristiken  und  den  Gruppencharakteristiken,  die  man  aus 
«zwei  mod.  2  zu  nehmenden  Zahlenpaaren  bilden  kann.  Den  sechs  Fanda- 
mentalcomplexcn  können  dabei  die  sechs  ungeraden  Charakteristiken 

c:)  (;:)  cd  c;)  cd  cd 

noch  beliebig  zugeordnet  werden ;  dann  gehört  zu  jeder  unserer  Formen 
eine  bestimmte  eigentliche  oder  Gruppen-Charakteristik.  Zwei  verschie- 
dene Producte  mit  den  Ordnungszahlen  [/,  m,  n]  gehören  dann  zur  selben 
Schaar,wenn  die  Charakteristtkensumme  der  Factoren  beidemal  dieselbe  ist. 
Vergl.  Weber,  Crelle's  Journal,  Bd.  84.  S.  340  u.  ff.  Staude,  Math. 
Ann.  Bd.  «4,  S.  284  u.  ff.  Bd.  25,  S.  363. 
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Wir  wollen  dem  hiermit  bewieseDen  merkwürdigen  Satz 
ein  geometrisches  Gewand  geben: 

Jed^m  zulässigen  Werthsystem  der  Ordnungszahlen  [/,  /n,  n] 
entsprechen  sechzehn  verschiedene  Schaaren  von  Invarianten  der 
Gmppe  Gjg,  ausgenommen  natürlich  die  Fälle  [2,  0,  0],  [0, 1,  0], 
0,0,2],  in  denen  nur  1 0, 6, 1 0  einzelne  Invarianten  vorhanden  sind. 

Die  Producte  der  42  Grundformen  vertheilen  sich  auf  diese 
Schaaren  in  der  Weise,  dass  die  den  Factoren  entsprechenden 
Transformationen,  hinter  einander  ausgeführt,  bei  jeder  einzelnen 
Schaar  eine  bestimmte,  für  die  Schaar  charakteristische  Transfor- 
mation ergeben. 

Wen7i  also  /  +  2  m  +  n  durch  vier  theilbar  ist,  so  gibt  es 

eine  Schaar  mit  der  Charakteristik  (0  0),  und  fünfzehn  Schaaren 

mit  den  Charakteristiken  (lA) ;  wenn  aber  l-^im  +  n  nur  durch 

zwei  theilbar  ist,  so  sind  sechs  Schaaren  mit  den  Charakteristiken 

t  und  zehn  Schaaren  mit  den  Charakteristiken  {ikl)  vorhanden. 

Es  braucht  kaum  darauf  hingewiesen  zu  werden,  dass  die 
einzelnen  Schaaren,  die  durch  Vertauschung  der  Charakteristiken 
1;-«-(6)  in  einander  übergehen,  natürlich  auch  durch  die 
Transformationen  der  Gruppe  G^^^^^  von  46*6!  collinearen 
Transformationen  unter  einander  vertauscht  werden,  die  den 
Inbegriff  der  sechs  Fundamentalcomplexe  in  Ruhe  lassen,  und 
dass  die  46  Transformationen  (?*),  {ikl)  jede  Invariantenschaar 
[/,  n,  m]  in  die  Schaar  [m,  n,  l]  mit  derselben  Charakteristik  über- 
führen. 

Daraus,  dass  ebenso  viele  linear -unabhängige  Invarianten 
mit  den  Ordnungszahlen  [/,  m,  n]  und  [n,  m,  /]  vorhanden  sind, 
als  es  überhaupt  Formen  mit  diesen  Ordnungszahlen  gibt, 
können  wir  schliessen,  dass  der  Satz  IV,  §  1  auf  unsere  Gruppe 
(i\i  anwendbar  ist.  Stellen  wir  nfimlich  eine  beliebige  Form 
F  y,  X^,  u^)  als  Summe  von  Invarianten  F,-  dar,  und  ebenso 
0  m',  X"*,  x")  als  Summe  von  Invarianten  Ö)^,  so  wird  jedes  Glied 
der  ersten  Reihe  conjugirt  zu  jedem  Glied  der  zweiten  Reihe,  mit 
Ausnahme  von  höchstens  einem  Glied  (S.  434  oben).  Es  muss  aber 
wirklich  auch  zu  jedem  Glied  F^  ein  Glied  (D,-  gehören,  das  nicht 
identisch  zu  ihm  conjugirt  ist,  da  sonst  in  der  Reihenentwickelung 
der  Invariante  [F,  O]  zu  wenig  Constante  auftreten  würden  (vgl. 
S.  129).  Ueberdies  überzeugt  man  sich  auch  leicht,  z.  B.  durch 
Betrachtung  der  erwähnten  Gruppe  G^^^^^,  dass  immer  zwei  solche 
Glieder  nicht  identisch  conjugirt  sind,  die  zu  derselben  Charaktc- 


142  E.  Study, 

ristik  gehören.    Der  Satz  lY,  §  1  nimmt  also  in  unserem  Falle 
die  folgende  besondere  Form  an: 

Jede  der  beiden  Grundformen  F  [a^y  A'"*,  u^),  O  (ac",  A*",  u^) 
kann,  wenn  Z  +  n  gerade  ist^  auf  eine  einzige  Weise  in  eine  Summe 
von  16  [bez.  6, 40)  Gliedern  zerlegt  toerden,  die  einzeln  den  ver- 
schiedenen Invarianten-Schaaren  angehören. 

Je  zwei  Glieder  beider  Reihen,  die  verschiedene  Charakteristiken 
haben,  sind  conjugirtj  so  dass  in  der  Reihenentwickelung  der  biline- 
aren Invariante  [F,  0]  nur  16  {bez.  6,  40)  Glieder  vorkommen: 

Iß 

1 

Man  wird  dies,  in  den  nachher  zu  behandelnden  besonderen 
Fällen,  leicht  durch  Ausrechnung  bestätigen. 

Endlich  mag  noch  folgende  Bemerkung  hervorgehoben 
werden : 

Simultane  Covarianten  von  solchen  Grundformen,  die  Invari- 
anten der  Gruppe  G^^  sind,  sind  ebenfalls  Invarianten  von  G^,, 
deinen  Charakteristik  leicht  berechnet  werden  kann. 

Beispielsweise  hat  eine  Grundform  mit  der  Gharakterisik 
(00),  etwa  eine  KumiBR^sche  Fläche,  nur  Covarianten  mit  der 
Charakteristik  (00),  während  eine  Grundform  mit  einer  anderen 
Charakteristik  Covarianten  mit  derselben  Charakteristik  und 
ausserdem  noch  solche  mit  der  Charakteristik  (00)  hat. 

Mit  den  hiermit  bewiesenen  Sätzen  ist  unsere  Aufgabe,  wie 
gesagt,  noch  keineswegs  erledigt.  Wir  können  allerdings  die 
allgemeinste  Invariante  von  G^  ^  nunmehr  wirklich  hinschreiben ; 
aber  wir  erhalten,  von  ganz  einfachen  Fällen  abgesehen,  jede 
einzelne  Invariante  noch  unendlich  oft,  wegen  der  identischen 
Relationen,  die  zwischen  unseren  42  Grundformen  bestehen. 
Solche  Identitäten  können,  nach  §  4 ,  nur  zwischen  Invarianten 
derselben  Schaar,  also  zwischen  Producten  mit  gleicher  Charakte- 
ristik stattBnden.  Sie  sind  nicht  schwer  zu  behandeln.  Um  nicht 
zu  sehr  in  Weitläufigkeiten  zu  gerathen,  wollen  wir  uns  aber  von 
jetzt  an  auf  die  nächstliegenden  Fälle,  auf  die  algebraischen 
Flächen  und  Liniencomplexe  beschränken.  Wir  werden  also  nun 
zu  untersuchen  haben,  wie  viele  und  welche  linear-unabhängige 
Flächen  oder  Gomplexe  jede  einzelne  Invariantenschaar  enthält. 

Von  beiden  Aufgaben  ist  die  die  einfachere,  die  sich  auf 
die  Complexe  bezieht.    Denn  zwischen  den  sechs  Liniencoordi- 
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naten  X,-  besteht  eine  einzige  quadratische  Relation,  die  in  §  S 
angegebene  Identität  (2). 

Ein  verwickelteres  System  von  Relationen  findet  zwischen 
den  zehn  Grössen  a^^  statt.  Aber  auch  diese  Identitäten  sind 
wohlbekannt.  Die  Ausdrücke  a;^^  sind  ja  nichts  Anderes,  als  die 
Coefficienten  einey  tertiären  orthogonalen  Substitution,  Indem  wir 
im  Uebrigen  auf  §  \  und  §  5  der  Abhandlung:  »Von  der  Para- 
melerdarstellung  der  Rewegungen  und  Umlegungen«  (Math.  Ann. 
Bd.  39,  S.  51 4  u.  ff.)  verweisen,  beschränken  wir  uns  hier  darauf, 
die  Yertheilung  der  genannten  Relationen  auf  die  sechzehn 
Schaaren  von  invarianten  Flächen  4.  O.  kurz  zu  besprechen. 

4  5  Relationen  zwischen  je  drei  Producten  von  zwei  Grössen 
a;^^  entsprechen  den  4  5  unter  einander  gleichwerthigen  Schaaren 
[ili]  von  Flachen  4. 0.  Die  Schaar  (4  2)  z.  R.  enthält  die  drei  Producte 

*135   '  *i64   ^^^  *«61   *  *iSB    > 
*136   '  "^liB   ^^^  *445   ■  *M6   ) 

und  zwischen  diesen  besteht  eine  lineare  Relation. 

Zweitens  gibt  es  4  5  Relationen  zwischen  je  vier  Quadraten 
der  Fundamentalflächen.  Jede  der  Transformationen  {ik)  ist 
nämlich  eine  Schiebung  (S.  1 35)  in  Bezug  auf  die  vier  Flächen,  die 
nach  Abzug  der  eben  betrachteten  sechs  noch  tlbrig  sind.  Diese 
vier  Flächen  enthalten  die  Axen  der  Transformation  [ik) ;  und 
zwischen  den  Quadraten  der  zugehörigen  Formen  besteht 
wiederum  eine  lineare  Identität;  in  unserem  Beispiel  also  zwi- 
schen den  Quadraten 

Xt  X*  XI  Xi 

*4i8  )       *H4  7       *i«B   >       ^iie  • 

Aber  von  diesen  4  5  Relationen  sind  nur  fünf  unabhängig, 
so  dass  in  der  Flächenschaar  (00),  wie  es  sein  muss,  nur  noch 
fünf  linear-unabhängige  Flächen  ttbrig  bleiben. 

Wir  gehen  auf  die  hinlänglich  bekannte  merkwürdige  Grup- 
pirung  der  4  0  Flächen  a]jg  und  der  45  Fundamentaltetraeder 
nicht  näher  ein,  und  wenden  uns  nun  sogleich  zur  Betrachtung 
der  invarianten  Liniencomplexe. 
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4. 
Invariante  Complexe. 

Um  abzuzahlen,  wieviele  linear -unabhängige  Complexe 
die  einzelne  invariante  Schaar  enthält ,  benutzen  wir  die  Iden- 
tität [2)j  §  i  dazu,  den  Grad  etwa  der  Grösse  X^  in  dem  homo- 
genen Ausdruck  P''(A')  auf  Null  oder  Eins  herabzudrttcken.  So 
gelangen  wir  zu  dem  folgenden  Satz : 

Die  Schaar  (00)  enthalt^  wenn  m  geiade^  =  2/i  ist, 

42  (/'  +  <)*(/**  + 2/' +<2) 
linear-unahhängige  Complexe 

und  jede  der  Schaaren  [ik] 

Complexe,  (42)  z,  B.  die  Complexe 

X,  X, .  0^-'  +  A,  A',  A,  A, .  <»/^-*  . 
Wenn  ferner  m  =  2  jtt  +  ^  «^^  enthält  jede  der  Schaarcti  ( /) 

Complexe,  z.  B.  die  Schaar  (1)  die  Complexe 

X.Of'  +  X.X.X.X.X.Ol''^ 
und  jede  dei*  Schaaren  [ikl] 

l/t(itt  +  i)(/t-f  2)(|tt  +  3) 

Complexe,  z,  B,  die  Schaar  (123)  =  (456)  die  Complexe 

A,A,A,.Ö)/*-«  +  A,A,A,.Ö)A'-t. 

Ö)*  bedeutet  hier  überall  eine  homogene  Function  A**"  Grades 
der  Grössen  AJ  •  •  •  AJ . 

Man  überzeugt  sich  sofort  davon,  dass  die  hingeschriebenen 
Complexe  und  die  aus  ihnen  durch  Yertauschung  der  Charakte- 
ristiken (1)  •  •  •  (6)  hervorgehenden  die  Gesammtheit  aller 

(m  +  1 )  (m  H-  2)*  (m  +  3) 
42 
linear-unabhängigen  Complexe  m^^  Grades  ausmachen. 
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Die  in  den  Ausdrücken  unserer  Invarianten  auftretenden 
Formen  O  sind,  wie  der  Ausdruck  eines  Gomplexes  F^{X)  über- 
haupt, nur  bis  auf  Vielfache  des  für  die  Coordinaten  A'^  einer 
geraden  Linie  verschwindenden  Ausdrucks 

:\]  P  =  X\-Xl  +  JVJ  ~  AJ  +  AJ  -  AJ 

bestimmt.  Die  hierdurch  hervorgerufene  Vieldeutigkeit  in  der 
analytischen  Darstellung  eines  Liniencomplexes  ist  ein  besonders 
bei  Aufgaben  der  Invariantentheorie  störender  Uebelstand.  Sie 
kann  aber  bekanntlich  vermieden  werden  auf  Grund  eines  von 
Clebsch  aufgefundenen  Satzes.  Wir  wollen  dieses  Theorem,  das 
als  Vorbild  einer  ganzen  Reihe  ähnlicher  Sätze  eine  besondere 
Bedeutung  gewinnt,  hier  in  einer  etwas  abgeänderten  Fassung 
wiedergeben: 

Die  Gleichung  eines  Liniencomplexes  m^^  Grades  lässt  sich  mit 
Hiüfe  der  Identität  P  =  0  immer  und  nur  auf  eine  Weise  in  eine 
$okhe  Form  F^  (A)  =  0  bringen,  dass  die  Differentialgleichung 

'  ÖAJ       ÖA|"*"dAJ       dAj"*'"dA«       hXl~ 

identisch  erfüllt  wird.  Mit  anderen  Worten,  der  Complex  lässt 
sich  symbolisch  darstellen  als  m*®  Potenz  eines  speciellen  linearen 
Comple^es, 

Man  darf  also  schreiben 

F  =  [4  Ar  =  [^1  X,  +  .  .  .  +  yl.  X,r  , 

und  dabei  annehmen,  dass  der  Ausdruck 

[A*  -AI  +  AI-AI  +  AI-  A*]  .  [A  X]"-« 

identisch  verschwindet  *). 

Setzen  wir  nunmehr  voraus,  dass  die  Gleichung  F  =  0  eines 
Gomplexes  m^^  Grades  bereits  in  dieser  sogenannten  »iVorwa/- 
foimu  vorliegt,  so  gelangen  wir  zu  einer  ganz  besonders  ein- 
fachen Gestalt  der  Reihenentwickelung  von  F,  Es  gilt  nämlich 
der  folgende  Satz :  * 


4)  s.  Clebsch  Math.  Ann.  Bd.  2,  S.  4  u.  flf.  und  die  Abhandlung  des  Ver- 
fassers »Ueber  quadratische  Formen  und  Liniencomplexe«  Sachs.  Ber.  4  890, 
S.  472  u.  (f.,  ^'o  der  Zusammenhang  des  Satzes  mit  der  Apolaritütslheorie 
dargelegt  ist. 


146  £.  Study, 

Zerlegt  man  die  Form  P=  [AX]^,  die  in  der  NormcUform 
gegeben  sein  sollj  dadurch  in  Invarianten  der  Gruppe  G,,,  dass 
man  alle  Producte  X^  X^  X^  •  •  •  mit  gleicher  Charakteristik  zu- 
sammenfasstj  so  hat  jedes  der  so  etitstehenden  sechzehn  Entwickel- 
ungsglieder  von  selbst  schon  die  Normalform,  genügt  also  identisch 
der  Differentialgleichung  (2). 

Um  dies  einzusehen,  denken  wir  uns  F  nach  Invarianten 
von  G^^  entwickelt,  F  =  f\  +  •  •  •  +  F,e,  und  wenden  beiderseits 
den  Differentiationsprocess  (2)  an.  Dann  erhalten  wir  links  Null, 
nach  Voraussetzung,  und  rechts  eine  Summe,  die  mit  f^  +  "  ' 
+  F^e  bezeichnet  werden  mag.  In  dieser  ist  nun  jedes  Glied  wieder 
eine  Invariante  von  G^,,  vom  Grade  m  —  2  in  den  X,-;  und  zwar 
hat  Fjt"  dieselbe  Charakteristik  wie  Fj^ .  Denn  alle  Producte  der 
Grössen  X,.,  die  in  Fj^"  vorkommen,  entstehen  aus  den  in  Fj^  vor- 
kommenden Producten  dadurch,  dass  man  Factoren  von  der 
Form  c.Xj^  unterdrückt;  und  dabei  bleibt  die  Charakteristik  eines 
Productes  erhalten.  Eine  Summe  von  Invarianten,  die  verschie- 
denen Schaaren  angehören,  kann  aber,  wie  wir  gesehen  haben, 
nur  dann  verschwinden,  wenn  alle  einzelnen  Summanden  ver- 
schwinden. 

Hiermit  haben  wir  eine  einfache,  und  was  noch  wichtiger 
ist,  eindeutig  bestimmte  Darstellungsweise  fttr  die  bei  der  Gruppe 
GfQ  invarianten  Liniencomplexe  gefunden.  Zugleich  haben  wir 
damit  eine  Reihenentwickelung  fttr  die  bilineare  Invariante 

[F,  0]  =  [A,  B,  -A,B,  +  A,  Ä,  -A,B,  +  A,  B,  -  A,  /?.]"• 

zweier  in  der  Normalform  gegebener  Complexe  m^°  Grades 

Bei  der  zweiten  Aufgabe,  zu  deren  Behandlung  wir  uns 
nunmehr  wenden ,  der  Frage  nach  den  invarianten  Flächen, 
scheinen  die  Verhältnisse  zunächst  viel  verwickelter  zu  liegen. 
Man  möchte  so  einfache  Ergebnisse,  wie  sie  die  Theorie  der  Com- 
plexe bietet,  kaum  erwarten.  Wir  werden  aber  in  §  6  sehen, 
^ass  die  obigen  Sätze  in  der  Theorie  der  Flächen  dennoch  ihr 
genaues  Gegenstück  haben,  und  dass  die  invarianten  Flächen  sich 
in  der  That  eben  so  leicht  und  eben  so  erschöpfend  behandeln 
lassen  wie  die  invarianten  Complexe. 
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8. 
Invariante  Flftehen. 

Dm  zu  erkennen,  wieviele  unabhängige  Flächen  jede  einzelne 
Invariantenschaar  enthält^  sehen  wir  von  den  in  §  3  gewonnenen 
Ergebnissen  zunächst  gänzlich  ab,  und  bestimmen  die  Invarian- 
tenschaaren  selbst  noch  ein  zweites  Mal,  indem  wir  dem  in  §  1 
vorgeseichneten  Gedankengang  folgen. 

Den  zurückzulegenden  Weg  theilen  wir  zweckmässiger 
Weise  noch  in  zwei  Abschnitte,  indem  wir  erst  die  Invarianten 
der  Gruppe  von  vier  Transformationen  aufsuchen,  die  zu  einem 
Pundamentaltetraeder  gehört  (S.  438).  Die  Invarianten  von  G^^ 
selbst  stellen  sich  dann  als  Durchschnitt  der  Invarianten-Mannig- 
faltigkeiten dar,  die  zwei  verschiedenen,  passend  gewählten 
Untergruppen  dieser  Art  entsprechen. 


Wir  fragen  zuerst  nach  allen  Flächen  i*®'  O. ,  die  bei  den 
linearen  Transformationen  von  G^^  in  Ruhe  blei1)en,  die  alle 
Kanten  unseres  Goordinatentetraeders  einzeln  in  sich  selbst 
Oherftlhren,  d.  h.  nach  den  Invarianten  der  Gruppe ' 


(«) 


(00) 

(12) 

(34) 

(56) 

xi  = 

^0 

1 

^0 

^0 

^0 

oc;  = 

X, 

x^ 

-X, 

X, 

a:i  = 

x^ 

-ap. 

as. 

-x^ 

üci- 

a?j 

-'T, 

-a^» 

Xi 

Diese  sind  so  einfach,  dass  man  sie  unmittelbar  hinschreiben 
kann.    Jedem  Werthe  von   l  entsprechen  vier  Schaaren  von 

Invarianten,   die  zusammen  alle  j  "T    j  linear- unabhängigen 

Flächen  /**'  O.  enthalten;   nämlich,   wenn  /  gerade   ist,  eine 
Schaar  mit 


linar-unabhängigen  Flächen : 

lUth.-phj«.  CUm6  1892. 
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(2) 


1  l_i 


und  drei  Schaaren  mit  je 


^/(/+2)(/  +  4) 


unabhängigen  Flächen,  z.  B. 


(3) 


x^Xt  •  ß2       +ir,.i;,  •  ß2 


und  wenn  ^  angerade  ist,  vier  Schaaren  mit  je 


^4('+^)(/+2)(/  +  3) 


Flächen,  z.  B. 


i-i 


1-3 


iTo  •  ß  2    +  Xj  a?,  cc,  •  ß  2    ^ 

ß^  ist  hier  zur  Abkürzung  gesetzt  fttr  eine  homogene  Function 
/i*®"  Grades  der  Grössen  a?J ,  xj ,  o^l ,  ir J . 

Die  gefundenen  Flächen  bilden,  beiläufig  bemerkt,   bei 

cc      sc      OP 
Deutung  der  Grössen  ~ ,  — ^ ,  —  als  rechtwinkliger   Carte- 

X^       X^       Xf^ 

sischer  Goordinaten,  die  Gesammtheit  aller  algebraischen  Flächen 
mit  drei  Symmetrieaxen]  denn  wenn  eine  räumliche  Figur  drei 
und  nicht  mehr  Symmetrieaxen  hat,  so  bilden  diese  immer  ein 
rechtwinkliges  Coordinateni:reuz. 

Um  nun  die  Invarianten  der  Untergruppe  von  G^^  zu  finden, 
die  zu  einem  anderen  Fundamentaltetraeder  gehört,  etwa  der 
Gruppe  (00),  (32),  (54),  (16),  brauchen  wir  gar  keine  neue  Unter- 
suchung anzustellen;  denn  jede  dieser  Gruppen  geht  aus  der 
Gruppe  (1)  durch  eine  bekannte  lineare  Substitution  hervor,  z.  B. 
die  angeführte  Gruppe 


(*) 


[001 

(45) 

(61) 

(23) 

xi- 

•-^. 

'«"i 

^3 

x[  = 

»■q 

^» 

a;. 

<  - 

x. 

^s 

^„ 

X, 

X',- 

^3 

<»» 

x^ 

ac. 
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durch  die  involutorische  Transformation 

z  x^  =  Xq  +  a?|  -f-  x^  +  iKj 
2  a;^  =  oCji  H-  ajj       a?,      acj 

XiTj  =  *Cq  —  a?^  -p  X^         (Tj 
*  *^3  ^^  *^o         *^i         "^a    •    *^5  • 

Führt  man  vermOge  (5)  in  die  Formeln  (2)  und  (3)  die  neuen 
Veränderlichen  x/  ein,  und  lässt  man  die  Accente  nachher  wie- 
der weg,  so  entstehen  die  Ausdrücke 

1  1-2 

.6)  0'^+x,x,x^x,O^ 

1-1         1-1 

(7;  a,,0^       +a,,0^        , 

worin  0^  zur  Abkürzung  geschrieben  ist  für  eine  homogene 
Function  fc*«"*  Grades  der  Grössen  o^q,  a,,,  a,^,  a^^  (S.  135). 

Die  Formen  (6)  und  die  drei  aus  (7)  durch  cyclische  Ver- 
tauschung der  Indices  i ,  2,  3  hervorgehenden  Formen  stellen 
alle  Invarianten  der  Gruppe  (4)  dar,  die  einem  geraden  Werthe 
der  Zahl  /  entsprechen. 

Deuten  wir  die  Grössen  x^:x^  :  x^:  x^  jetzt  als  Tetraeder- 
coordinaten,  bezogen  auf  ein  regelmassiges  Tetraeder,  dessen 
Mittelpunkt  der  Einheitspunkt  ist ,  so  haben  wir  von  Neuem  die 
Flachen  gerader  Ordnung  mit  drei  Symmetrieaxen  vor  uns. 
Diese  Axen  verbinden  jetzt  die  Mitten  von  je  zwei  gegenüber- 
üegenden  Kanten  des  Goordinatentetraeders. 


Wir  haben  nun  die  vier  Flfichenschaaren  (6)  und  (7)  mit  den 
vier  Flächenschaaren  (2)  und  [3]  zum  Durchschnitt  zu  bringen ; 
oder  wir  haben  alle  Ausdrücke  von  der  Form  (6),  (7)  aufzusuchen, 
die  bei  den  Transformationen  der  Gruppe  (1)  bis  auf  einen  Factor 
nngeändert  bleiben,  und  also  Invarianten  von  G^^  sind. 

Wir  betrachten  zuerst  die  Ausdrücke  (6),  oder,  indem  wir  / 
auch  ik  ersetzen,  Ausdrücke  von  der  Form 

i^i     ^^  Kö  »  «M  »  «31  >  Ö|i)  +  ^0  ^1  ^t  ^'3  •  ^^"^  («00  ,  «13  >  «31  7    «1 ») 

Zunächst  sind  %q,  n\^,  al^,  aj,,  «„«,104,  und  x^x^x^x^ 
solche  Invarianten  von  G^^,  die  bei  allen  Transformationen  der 
S.  136  besprochenen  Gruppe  G,,,  oder  bei  den  Transformationen 
i3,,  §  2  den  Factor  -{-  4  annehmen. 
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Berücksichtigen  wir  nun  die  Identitäten 

^»4  «i«  •  «IS  «34  0^41  =  «4«  •  «M  <    » 
«i3  «84  «4t  •  a«S  «st  «41  =  «5«  «5l  «?1   » 

und  bezeichnen  wir  mit  V^  ganze  Functionen  der  Grössen  a^,, 
«IS  y  «sn  «i« )  ^0  erkennen  wir,  dass  jedem  Ausdruck  (8)  auf  eine 
und  nur  eine  Weise  die  Gestalt 

+  [Oi  *  •  ^^3+  ^0  ^4  ^1  ^3  •  ^i+^u  «31  •  *"?+ ^0  ^1  ^t  'T, .  a„  a„  «Fi"] 

ertheilt  werden  kann.  Hier  ist  aber  jedes  der  in  Klammer  ein- 
geschlossenen Glieder  bereits  eine  Invariante  von  G^^, 

In  derselben  Weise  haben  wir  sodann  jeden  der  drei  Aus- 
drücke von  der  Form  i7)  zu  behandeln.  Es  ergibt  sich  z.  B.  für 
den  ersten  unter  ihnen,  den  wir  nunmehr  so  schreiben: 

9)  «,t  •  O^-*  (aoo ,  «4, ,  a^i ,  «m)  +  «si  •  ^"^  («00»  ««»  «si  i  «m^ 
die  Zerlegung  . 

k,   •  "^0  +  «3i"t3  •  ^o'  +  «3t«3.«lt  •    ^'+  «|.«,.«34«4t  '    'ni 

+  [«,i •  ^i  +  a4i«i3  • ''';  +  a,i«,4«it  •  ''^;+  03i««a3iait  •  K) 

+  [«U  «3*  •  ^1  +  «3,«t«      "Pi  +  «U  «««I*  •  "^if  +  «3i«t3«3i  •  *;'] 
+  [«4I«I,-  ^3  +  «3.«3.  •  ^^3'+  «41«.3«3.   '  ^  +  «.i «i3  «M  '  ''^^  i  • 

Der  Grad  der  einzelnen  Functionen  W^  in  Bezug  auf  deren 
verschiedene  Argumente  ist  so  zu  bestimmen,  dass  der  Grad  des 
ganzen  Ausdrucks  in  x  gleich  il  wird. 

Hiermit  sind  wir  bereits  am  Ziele.  Wir  haben  die  in  jeder 
einzelnen  Invariantenschaar  vorhandenen  Flächen  durch  eine 
kleinste  Zahl  von  linear-unabhängigen  Flächen  ausgedrückt,  und 
haben  zugleich  Mittel  gefunden,  einen  beliebigen  Ausdruck  F^^  ix] 
als  Summe  von  Invarianten  darzustellen.  Wir  legen  hier  auf 
diese  Reihenentwickelungen  kein  Gewicht,  da  wir  im  nächsten 
Paragraphen  ein  ungleich  vollkommeneres  Verfahren  zu  ihrer 
Herstellung  kennen  lernen  werden.  Wohl  aber  mögen  wir  her- 
vorheben, wie  viele  linear-unabhängige  Flächen  in  den  verschie- 
denen Schaaren  vorhanden  sind. 
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/  =  Sit ,     l  gerade. 
Die  Schaar  (00)  enthält 

linear-unabhängige  Flächen  F*  (o;)  :=  0 ,  und  jede  der  fünfzehn 
Schaaren  (ik) 

unabhängige  Flächen, 

/  =  2  X  ,     k  ungerade. 

Jede  der  sechs  Schaaren  (t)  enthält 

und  jede  der  zehn  Schaareti  [ikl) 

Itnear-uncAhängige  Flächen, 

Der  allgemeine  Ausdruck  einer  Fläche  der  Schaar  (00)  z.  B. 
wird 

^^  Wo,  oj,,  <,  al^)  +  x,x,x^Xj,  .  0)2 

—  -2  —-3 


l<Oi 


Hier  kann  man  noch  mit  Hülfe  der  Formel 

1«  —  «M  -  Ojl  —  <t  +  32  ^0  ^l  ^1  ^s)* 
=  Ko  +  «iS  +  0|l  +  «m)  («00  +  «13  -  «Si   — Ö4t)  • 
•  («00  —  «is  +  «si  —  «ii)  Ko  —  «IS  —  «Si  +  ««) 

das  Product  aooa,,a,f  a^^  beseitigen,  und  so  den  Ausdruck  (10], 
natttrlich  unter  Verwendung  anderer  Functionen  <Z>,  auf  die  Form 
bringen 


12) 


+  [x^ x^ x^ o?,)» .  Ö>2       +  (a?^ iTj o;, x^f    O^      ' 
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Alle  Formen  der  Schaar  (00)  lassefi  sich  demnach  als  ganze 
rationale  Functionen  der  fünf  Formen  aj^,  ojj,  oj^,  a\,  x^x^x^x^ 
darstellen.  Die  letzte  von  diesen  ist  dabei  auf  die  dritte  Potenz  zu 
beschränkenj  da  die  vierte  Potenz  sich  mit  Hülfe  einer  leicht  aus  (4 1 ) 
herzuleitenden  Identität  durch  die  niederen  Potenzen  ausdrücken 
lässt »). 

Um  dieses  Ergebniss  mit  den  Resultaten,  des  §  3  auch  formal 
in  volle  Uebereinstimmung  zu  bringen ,  hat  man  nur  noch  das 
Product  h^x^x^x^x^  durch  einen  der  Werthe 


aj«  -  »Ji  =  «Ji  -  <  =  «tt  —  «« 


zu  ersetzen. 


6. 
Iivariante  Flächen  (Fortsetzang). 

Stellt  man  eine  Form  F^^ix)  als  Summe  von  Invarianten 
dar,  so  kann  der  Ausdruck  jedes  EntwickelungsgLiedes  mit  Hcdfe 
der  zwischen  den  Grössen  ax»  bestehenden  Identitäten  noch  in 
mannigfacher  Weise  abgeändert  werden.  Die  hierin  liegende 
Unbestimmtheit  haben  wir  in  §  5  dadurch  vermieden,  dass  wir 
aus  jeder  Invariantenschaar  eine  kleinste  Zahl  von  Flächen 
herausgehoben  haben,  durch  die  jede  andere  nur  noch  auf  eine 
Weise  dargestellt  werden  kann.  Die  Auswahl  der  unabhängigen 
Flächen  selbst  ist  indessen  noch  in  hohem  Grade  willkttrlich, 
und  das  von  uns  herausgegriffene  System  hat  nichts  Ausge- 
zeichnetes gegenüber  anderen  Systemen  von  linear-unabhängigen 
Flächen. 

Nunmehr  wollen  wir  auf  unsere  Aufgabe  ein  anderes 
Verfahren  anwenden ,  das  tiefer  aus  dem  Wesen  der  Sache  ge- 
schöpft ist,  und  zugleich  zu  einfacheren  und  eleganteren  Ergeb- 


1)  Die  erste  Hälfte  des  Satzes  isl  [ohne  Beweis)  gelegentlich  bereits  von 
Herrn  Maschke  angegeben  worden  (Matb.  Ann.  Bd.  30,  S.  603.)  Er  sagt,  die 
Functionen  seiner  fünf  Formen  g>,  ^^t  V^s»  ^^4}  X  seien  bereits  sämmt- 
liehe  Invarianten  der  Gruppe,  meint  ^ber  nur  die  (auf  S.  4S3)  besprochenen 
»absoluten«  Invarianten.  Dass  er  dabei  nur  die  Schaar  (00)  und  nicht  auch 
die  Schaar  (135)  =  (246)  erhält,  liegt  daran,  dass  er  seiner  Untersuchung 
die  auf  S.  436  erwähnte  Gruppe  von  64  Transformationen  zu  Grunde  gelegt 
hat,  statt  unserer  Gruppe  G',,.  — 

Die  grundsätzliche  Einführung  der  Formen  $4^^  (statt  der  Tetraeder- 
coordinaten)  und  der  Charakteristikenbezeichnung  dürfte  sich  wohl  auch 
in  der  Theorie  der  von  Herrn  Maschke  behandelten  umfassenderen  Gruppe 
als  nützlich  erweisen. 
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nissen  ftthrt,  als  das  im  vorigen  Paragraphen  benutzte.  Wir  wollen 
Dämlich  zeigen ,  dass  man  eben  mit  Hülfe  jener  Relationen  eine 
jede  Invariante  in  eine  bestimmte  Form  setzen  kann,  aus  der 
alle  Mehrdeutigkeit  und  Willkür  verschwunden  ist.  Der  Satz, 
der  dies  ermöglicht,  kann  als  eine  Eigenschaft  der  Coefßcienten 
einer  orthogonalen  Substitution  ausgesprochen  werden,  wie  folgt : 

Jeder  homogenen^  nicht  identisch  verschwindenden  ganzen 
Function  ^  (a^^)  der  [homogen  geschriebenen)  Coefßcienten  a^j^  einer 
orthogonalen  Substitution  kann  mit  Hülfe  der  zwischen  diesen 
Gi^össen  bestehenden  quadratischen  Relationen  auf  eine  und  nur 
eine  Weise  eine  solche  Gestalt  ertheilt  werden,  dass  sie  einem 
gewissen  System  von  partiellen  Differentialgleichungen  2.  0. 
genügt. 

Diese  Differentialgleichungen  gehen  aus  den  genannten  Re- 
lationen dadurch  hervor,  dass  man  jeden  Coefficienten  a,-^  durch 

das  Differentiationssymbol  - —  ersetzt^). 

Dieser  Satz  ist  eine  sehr  specielle  Folgerung  eines  allge- 
meinen Princips  der  Invariantentheorie,  das  nicht  nur  den  in  §  4 
besprochenen  Satz  Clkbsgb's,  sondern  auch  eine  ganze  Reihe 
von  den  Herren  Lindemann,  Fr.  Meter  und  Anderen  aufgestellter 
Sätze  umspannt.  Wir  übergehen  hier  den  Beweis  der  Eindeu- 
tigkeit der  genannten  Darstellung,  und  begnügen  uns,  zu  zeigen, 
wie  eine  vorgelegte  Function  j^^  [a^f^)  in  der  besprochenen  Weise 
geschrieben  werden,  oder,  wie  wir  sagen  wollen,  wie  sie  in  die 
^Normalformii  übergeführt  werden  kann. 

Um  eine  vorgelegte  Function  %^  (a,j^)  auf  die  Normalform  zu 
bringen^  ersetze  man  zunächst  die  Grössen  a^^  durch  die  in  §  % 
mitgetheilten  EuLER'scAen  Ausdrücke  (S.  1 35).  Dadurch  verwandelt 
sie  sich  in  eine  Function  der  Veränderlichen  x,  die  symbolisch 
geschrieben  werden  möge 


i)  Eine  vermöge  jener  Relationen  verschwindende  Function  der 
Grossen  a^  genügt  dagegen  niemals  allen  im  Texte  genannten  DifTerential- 
gleichangen.  Betrachtet  man  nämlich  die  Grössen  a^;^  zunächst  als  ganz 
unabhängige  Veränderliche,  so  gilt  der  allgemeinere  Satz :  Jede  Function 
i^iQik)  kann  auf  eine  und  nur  eine  Weise  in  zwei  Summanden  zerlegt 
werden,  von  denen  der  erste  die  im  Text  genannten  DilTerentialgleichungen 
befriedigt,  während  der  zweite  verschwindet,  wenn  man  die  Grössen  a,-;^ 
durch  die  Coefficienten  einer  beliebigen  orthogonalen  Substitution  ersetzt. 
—  Vgl.  die  demnächst  in  den  Math.  Annalen  erscheinende  Abhandlung  dos 
Verfassers  »  üeber  Systeme  von  Kegelschnitten. « 


\_ 
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(1 )  F*^ [x)  =  (ax)^^  =  (a^ x^  +  a,x,  +  a^ x,  +  «,0:,)*^  . 

Nunmehr  bilde  man  zehn  Ausdrücke  w^f^,  die  aus  den  Coeffi- 
cienlen  a^^  dadurch  hergeleitet  werden ,  dass  man  überall  a^  an 
Stelle  von  x^  schreibt. 

Ersetzt  man  sodann  in 

(2)  KoöooH h^ss«,,}^ 

die  Producle  2  A*®°  Grades  der  Symbole  a  durch  ihre  aus  (4 )  zu 
entnehmenden  Werthe,  so  wird  dieser  Ausdruck  =  Sl'^  •  5^(rt,fc). 
Er  hat  die  Normalform  y  d,  h,  er  genügt  identisch  den,  genannten 
Differentialgleichungen, 

Bei  dem  einfachen  Beweise  und  in  unseren  ferneren  Be- 
Irachtungen  bedienen  wir  uns  statt  der  Bezeichnung  durch  das 
Symbol  a^^,  der  in  §  2  eingeführten  Bezeichnung  der  Funda- 
mentaLjSäcnen  durch  drei  Indices,  und  dem  entsprechend  wollen 
wir  auch  für  co;^^  ein  anderes  Zeichen  %  SI^j^^  einführen. 

Dann  wirdj  wie  die  Ausrechnung  zeigt, 

(3)  {ai}  =  :S ^j.i'ü^^i  =  [axY  ,     folglich 

(4)  {%  I}^  =  (a  (r)«^  =  F*A  (^)  =  gA  ^a^^) . 

Es  genügt  aber  {älX}^  den  besprochenen  Differential- 
gleichungen, da  zwischen  den  Symbolen  co;t/u  ^^^  ^  ^ikl  ^^^^ 
ihrer  Definition  dieselben  quadratischen  Relationen  bestehen, 
wie  zwischen  den  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution. 

Wir  sind  hiemach  im  Stande,  die  Gleichung  einer  beliebigen 
Fläche  2  A^'  Ordnung  durch  drei  Fundamentalflächen  Ti^j-i  so  aus- 
zudrücken, dass  sie  sogleich  in  der  Normalform  erscheint;  und 
dasselbe  gilt  von  der  Gleichung  einer  Fläche  %)J^^  Classe,  wobei 
natürlich  an  Stelle  der  Grössen  a;^  oder  8  X,j^{  die  Grössen  a^^ 
oder  %  U^.^{  auftreten.  (§  %  S.  4  35.)  Für  die  Rechnung  mit  diesen 
Ausdrücken  ist  wichtig  der  folgende  Satz,  der  als  ein  sogenann- 
tes Apolaritätstheorem  aus  der  Geometrie  eines  Raumes  von  neun 
Dimensionen  aufgefasst  werden  kann: 

Ist  {%lf  =  {:^a[rt,l|fcj*  die  Normalform  einer  Flüche  %X^^^ 
Ordnung  F=  (ax)*^,  und  ebenso  {UQ}^  =  {-^U,.fciQ,-fc|}*  die  Nor- 
malform einer  Fläche  2  A**'  Classe  O  =  (mtt)*^,  so  hat  die  bilineare 

Invariante 

[F,0]  =  [anf^ 

ausgediiickt  in  den  Symbolen  dieser  Normalformen  den  Werth 
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Der  Beweis  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  Formel. 

Hiermit  haben  wir  nun  die  Grundlage  für  eine  einfache 
Darstellung  der  Reihenentwickelung  einer  beliebigen  Form  F^^{x) 
oder  <Z>'^  (u)  nach  Invarianten  der  Gruppe  G^^.  Es  gilt  näm- 
lich,  als  genaues  Analogon  eines  in  §  4  (S.  446)  aufgestellten 
Satzes,  das  folgende  Theorem : 

Ist  eine  Function  der  Coefficienten  a^u  oder  2  3£|^^  einer  ortho- 
gonalen Substitution  in  die  Nor  mal  form  {^X}^  gesetzt,  und  wird' 
sie  sodann  dadurch  in  Invarianten  der  Gruppe  G^^  zerlegt,  dass 
man  alle  die  Producte  der  Grössen  1,^^/  zusammenfasst,  die  die 
nämliche  Charakteristik  haben,  so  hat  jedes  der  sechzehn  Ent- 
wickelungsglieder  von  selbst  schon  die  Nornudform' 

Der  Beweis  ist  der  auf  S.  4  46  durchgeführten  Betrachtung 
so  ähnlich,  dass  wir  ihn  hier  wohl  übergehen  können.  Bei 
Flächen  4.  O.  F^[x]  =  {21 3£)*  =  0  z.  B.  hat  man  nach  diesem 
Satze  die  Reihenentwickelung 

^^        {Sil}*  =  [^Wiul^ul]  +  2 [Sl„.8l,5o  •  3^.3*Xi5e  + 

Der  erste  Klammerausdruck,  aus  zehn  Gliedern  bestehend, 
ist  eine  Invariante  von  der  Charakteristik  (00),  der  zweite  eine 
Invariante  von  der  Charakteristik  (42),u.  s.  w.  Jedes  Glied  genügt, 
für  sich  allein  genommen,  den  besprochenen  Differentialglei- 
chungen. —  Ein  weniger  durchsichtiges  Bildungsgesetz  haben 
die  in  die  Normalform  gesetzten  unsymbolischen  Ausdrücke.  So 
leitet  man  z.  B.  aus  (5)  die  folgende  Darstellung  aller  invarianten, 
zur  Charakteristik  (00)  gehörigen  Flächen  4.  O.  her: 

(po  +  Pi  +  Pi  +  ?8)öJo  +  (?o  +  ?i  —  e«  —  es)o?4 

+  (?0  —  ^4  +  ?i  —  ?s)öSi  +  (Po  —  ?1  —  e«  +  ?3X 


■6) 


i  +  9i  +  9%  +  9zX  +  (?o  +  ?i  —  e«  —  QzX 

i  —  Qi  +  Qt  —  ?s)oSi  +  (Qo  —  ?i  —  e«  +  ?3X 

9i  +  9  a)  <  +  2  (^,  +  Q,)  al  +  2  (?,  +  Q,)  aj, 
^4  —  Pi)«?«  +  2(?t  -  Qi) a?3  +  2(?s  —  Qa) «ll  • 
Pa  :  P.  :  Po  :  P. :  p. 


sind  hier  beliebige  Verhältnissgrössen. 

Um  noch  eine  Anwendung  der  mitgetheilten  Betrachtung  zu 
geben,  wollen  wir  die  Gleichung  der  KuMMBR^schen  Fläche,  die 
als  Singularitätenfläche  zu  einem  invarianten  quadratischen  Gom- 
plex  [mit  der  Charakteristik  (00)]  gehört,  auf  ihre  Normalform 
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bringen.  Die  fragliche  Gleichung  ist  in  einer  fQr  unseren  Zweck 
brauchbaren  Gestalt  von  Herrn  Rorn  angegeben  worden  (vgl. 
Rbicbardt,  Acta  Leop.  1 887,  S.  395,  wo  ein  Zahlencoefficient  vor- 
bessert  ist).  Führt  man  nun  die  (S.  4  53, 1 54)  angezeigte  Rechnung 
aus,  so  kommt  man  zu  folgendem  Ergebniss : 

Die  Gleichung  der  Singularitälenßäche  des  Complexes 

(7)  c,AJ  +  c,XJ  +  c,A'J  +  c,XJ  +  c.A'J  +  c,A'J  =  0 
lautet  in  der  Normalform 

(8)  2J[iiiki  +  2qcjkq  +  Sq.cvcir]  I^jt/  =  0  . 

Hier  sind  die  Indices  i\  /c',  /'  die  drei  IndiceSy  die  i,  A,  /  zur  Ge- 
samnUheit  der  Indices  1  ...  6  ergänzen ,  und  Q^j^i  ist  die  Summe 
der  zwanzig  Producte  CgC^c^^  in  die  jedes  einzelne  Glied  mit  dem 
positiven  oder  negativen  Vorzeichen  eiiizutragen  ist ,  je  nachdem 
die  Charakteristikensumme 

(435)  +  (i*/)  +  (^(;t) 

zu  einer  Fundamentalfläche  oder  zu  einem  Fundamentalcomplex 
gehört  [gerade  oder  ungerade  ist). 

Der  Ausdruck  fi^sg,  der  der  Fläche  ohne  reelle  Punkte 
<  135)  =  (246)  zugeordnet  ist,  besteht  demnach  aus  lauter  posi- 
tiven Gliedern,  während  die  anderen  Ausdrücke  ii^j^^  zweimal 
sechs  positive  und  zweimal  vier  negative  Glieder  enthalten. 

Die  gefundene  Gleichungsform  der  KuMMER'schen  Fläche 
setzt  sich  zwar  aus  einer  ziemlich  grossen  Zahl  von  Summanden 
zusammen,  hat  aber  dafür  ein  ganz  einfaches  Bildungsgesetz. 
Sie  enthält  keine  Beziehung  mehr  zu  einem  bestimmten  Tetra- 
eder, das  man  immer  noch  auf  mehrere  Arten  würde  auswählen 
können ;  die  Fläche  ist  nur  auf  das  mit  ihr  invariant  verknüpfte 
natürliche  Goordinatensystem  bezogen,  das  von  den  zehn  Fun- 
damentalflächen gebildet  wird.  Diese  selbst  sind  völlig  bestimmt, 
ihre  Gleichungen  aber  üllerdings  nur  bis  auf  numerische  Fac- 
toren,  in  deren  Auswahl  man ,  auch  bei  Beschränkung  auf  die 
einfachsten  Annahmen,  immer  noch  einen  gewissen  Spielraum 
hat.  Da  wir  über  diese  Factoren  in  §  2  in  bestimmter  Weise 
verfügt  haben,  so  ist  es  nicht  zu  verwundern,  dass  in  der  Formel 
^8)  eine  Fläche,  die  Fläche  (135j  :=  (246)  ausgezeichnet  ist,  inso- 
fern sie  die  Vorzeichen  der  einzelnen  Glieder  beeinflusst.  Ab- 
gesehen von  dieser  einen  überhaupt  nicht  zu  vermeidenden 
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Unregelmässigkeit  sind  alle  Fundamentalflächen  in  völlig  sym- 
metrischer Weise  benutzt.   (Vgl.  §  2,  S.  437.) 

Der  Ausdruck  (8)  genügt ,  als  Function  der  Grössen  c^  be- 
trachtet, der  Differentialgleichung 

bc^       öCj       ÖC3       ÖC4       öCg       hc^  ' 

ändert  sich  also  nicht,  wenn  man  c^,..c^  durch  c^  +  Ij  c^  —  l, 
C3+  i,  C4  —  Ij  Cj  +  A,  Cg  —  i.  ersetzt. 

Da  nun  je  zwei  einander  ergänzende  Producte  Cr,CfjC^  und 
V  ^o'  ^T'  ™^^  demselben  Vorzeichen  gepaart  auftreten,  so  folgt, 
dass  sich  die  linke  Seite  von  (8]  nur  um  einen  von  den  Verän- 
derUchen  ü^j^i  freien  Factor  ändert,  wenn  man  die  Parameter 
c^...c^  durch  ihre  reciproken  Werthe  ersetzt.  Beide  Bemer- 
kungen ergeben  verbunden  den  von  Herrn  F.  Klein  aufgefun- 
denen Satz ,  wonach  alle  Gomplexe  der  sogenannten  confocalen 
Schaar 

V«  \%  Y»  vi  \%  Y« 

^^«    ^ 11 I 'li h    -  *    +    --      +  -——  =  0 


die  gleiche  Singularitätenfläche  haben. 

7. 
Invarianten  der  Untergruppen  von  G^j. 

Durch  unsere  Untersuchung  haben  wir,  ohne  gerade  darauf 
*  ausgegangen  zu  sein,  noch  eine  weitergehende  Aufgabe  gelöst, 
nämlich  die,  alle  Formen  zu  finden,  die  bei  den  Transformationen 
von  G^g  mehr  als  einen  und  weniger  als  sechzehn  wesentlich 
verschiedene  Werthe  annehmen ;  mit  anderen  Worten,  wir  sind 
in  den  Stand  gesetzt,  die  Invarianten  der  Untergruppen  von  G^^ 
zu  finden. 

Denken  wir  uns  zunächst  etwa  eine  Form  F  mit  den  Ord- 
nungszahlen [/,  m,  n],  unter  der  Annahme,  dass  l-\-n  gerade 
ist,  nach  Invarianten  entwickelt,  so  wird  die  Verschiedenheit 
der  aus  F  durch  die  Transformationen  von  G^^  hergeleiteten 
Formen  nur  daher  rühren  können,  dass  die  einzelnen  Ent- 
wickelungsglieder  bei  einer  oder  einigen  Transformationen  von 
G^  g  nicht  alle  denselben  Factor  erhalten.  Unsere  Charakteristiken- 
bezeichnung setzt  uns  aber  in  den  Stand,  alle  Invariantenschaaren 
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von  vorn  herein  zu  übersehen,  die  bei  einer  gegebenen  Trans- 
fotmation  [ik]  den  gleichen  Factor  annehmen.  Eine  Summe  von 
Formen  dieser  Schaaren  ist  eine  Invariante  der  aus  den  zwei 
Transformationen  (00),  [tk]  bestehenden  Untergruppe  von  G^^; 
und  es  ist  klar,  wie  man,  für  den  Fall  eines  geraden  Werthes 
von  /  +  w,  die  Invarianten  aller  Untergruppen  von  G^^  dadurch 
bestimmen  kann,  dass  man  mehrere  der  so  gefundenen  Formen- 
schaaren zum  Durchschnitt  bringt. 

Die  Gruppe  G^  ^  enthalt  Oberhaupt  nur  wenige  Untergruppen  : 
Fünfzehn  Gruppen  gebildet  von  zwei  Transformationen,  fünfzehn 
den  Fundamentaltetraedern  entsprechende  Gruppen  von  vier 
Transformationen,  zweimal  zehn  weitere  Gruppen  vom  Grade 
vier,  die  den  Erzeugenden-Schaaren  der  Fundamentalflächen 
entsprechen,  endlich  fünfzehn  Gruppen  vom  Grade  acht. 

Wir  stellen ,  die  umgekehrte  Reihenfolge  innehaltend,  die 
Invarianten  aller  dieser  Gruppen  in  je  einem  typischen  Beispiel 
auf,  indem  wir  die  einzelnen  Invarianten-Schaaren  von  G^^  durch 
ihre  Clharakteristiken  bezeichnen,  und  durch  deren  Einschliessung 
in  Klammem  andeuten,  wie  die  Invarianten  der  Untergruppen 
aus  ihnen  abzuleiten  sind.  Jede  der  aufgezählten  symbolischen 
Summen  kann  als  ein  kurzer  Ausdruck  für  die  Reihenentwicke- 
lung einer  Grundform  F  angesehen  werden,  die  nach  Invarianten 
der  gerade  besprochenen  Untergruppe  von  G^^  fortschreitet. 
Die  Anzahl  der  Glieder  ist  immer  gleich  dem  Grade  der  Gruppe. 


I. 


(00),  (12),  (34),  (35),  (36),  (45),   (46),  (56) 


(/  +  2m  +  n  =  0  mod.  4) 

[(00) +  (42)] 

+  [(1 3)  +  (23)]  +  [{\  4)  +  (24)]  +  [(4  5)  +  (25)]  +  [(1 6)  +  ^26)] 

+  [(34)  +  (56)]  +  [(35)  +  (46)]  +  [(36)  +  (45)] 

(/ -I- gfM  4- n  =  2  mod.  4) 

[(<)  +  (2)] 
+  [(3)  +  (123)]  +[(4)  +  (124)]  +  [(5)  +  (125)]  +  [(6)  +  (126)] 

+  [(134;  +  (234)]  +  [(135)  +  (235)]  +  [(136)  +  (236)]  . 
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n. 


(00),  (35),  (5<),  (43) 


(;  +  2m  +  n  =  0  inod.  4) 

[(00)  +  (24)  +  (46)  +  (62)] 
+  [(35) +  (12) +  (44) +  (16)] 
+  [(51) +  (32) +  (34) +  (36)] 
+  [(13) +  (52) +  (54) +  (56)] 
(;  +  2m  +  n  =  2  med.  4) 
[(2)+    (4)    +    (6)    +(246)] 
+  [(1)  +  (U6)  +  (162)  +  (124)] 
+  [(3) +(346) +  (362) +  (324)] 
+  [(5)  +  (546)  +  (562)  +  (524)] 

III. 


(00),  (12),  (34),  (56) 


(/  +  2m  +  n  = 

'[(00)  + (12)  + 

+  [(35)  +  (36)  + 

+  [(51)  +  (52)  + 

+  [(13)  +  (14)  + 

(/  +  2m  +  n  = 

[(135) +  (136)  + 

+  [(<)  +  (2)  + 
+  [  (3)  +  (*)  + 
+  [  (5)    +    (6)    + 

IV. 


0  med.  4) 

(34)  +  (56)] 
(45)  +  (46)] 
(61) +  (62)] 
(23)  +  (24)] 
2  med.  4) 
(145) +  (146)1 
(134) +  (156)] 
(356) +  (312)] 
(512) +  (534)] 


(i  +  2m  +  n  =  0  med.  4) 

[•00)  +  (12)  +  (34)  +  (35)  +  (36)  +  (45)  +  (46)  +  (56)] 
+  [(13)  +  i14)  +  (15)  +  (16)  +  (23)  +  (24)  +  (25)  +  (26)] 

•  (/  +  2m  +  n  =  2  med.  4) 


+ 


[i1)  +  (2)  +  (134)  +  (135)  +  (136) +  (145) +  (146) +  (156)] 
[;3]  +  (i)+    (5)    +    (6)    +(123) +  (124) +  (125) +  (126)], 
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Hiernach  sind  noch  übrig  die  Invarianten,  die  einem  unge- 
raden Werthe  von  /+  n  entsprechen.  Solche  gibt  es  aber  in  den 
Fällen  I  und  II  überhaupt  nicht  (vgl.  §  3,  S.  438].  In  den  Fällen 
III  und  IV  sind  sie  vorhanden.  Den  Fall  III  haben  wir,  allerdings 
unter  der  besonderen  Annahme  m  =  n  =  0 ,  bereits  in  §  5  be- 
handelt; die  dort  festgehaltene  Beschränkung  kann  aber  leicht 
aufgehoben  werden.  Der  Fall  IV  endlich  bietet  gegenüber  den 
allgemeinen  Betrachtungen  des  §  1  überhaupt  kein  besonderes 
Interesse  dar.  — 

Wir  haben  in  der  durchgeführten  Untersuchung  zur  Unter- 
scheidung der  einzelnen  Invariantenschaaren  zwei  verschiedene 
Charakteristikenbezeichnungen  verwendet,  je  nachdem  die  Zahl 
l  +  im  +  n^i  oder  ^ 0  mod.  4  war.  Man  kann  indessen 
noch  andere  Standpunkte  einnehmen,  von  denen  aus  sich  eine 
gleichförmige  Charakteristikenbezeichnung  für  beide  Fälle  dar- 
bietet. 

Man  wird  nämlich  durch  verschiedene  geometrische  Be- 
trachtungen dahin  geführt,  als  einfachstes  Raumelement  unter 
Umständen  nicht  den  Punkt  oder  die  Ebene,  sondern  ein  Paar 
solcher  Gebilde  anzusehen,  die  sich  in  der  dualistischen  Trans- 
formation eines  Polarsystems  oder  eines  Nullsystems  entsprechen. 
Dann  wird  die  dualistische  Transformation  des  Polarsystems  oder 
des  Nullsystems  selbst  als  nicht  wesentlich  verschieden  von  der 
identischen  Transformation  betrachtet,  und  es  kommt  daher  der 
Unterschied  zwischen  coUinearen  und  dualistischen  Transforma- 
tionen und  Figuren  überhaupt  ganz  in  Wegfall:  Object  der  For- 
mentheorie sind  nur  noch  Formen  mit  zwei  Arten  von  Verän- 
derlichen, deren  eine  der  Figur  eines  Punktes  und  seiner  Polar- 
ebene (Nullebene)  entspricht,  während  die  andere  zwei  in  dem 
Polarsystem  ^Nullsystem)  einander  zugeordnete  Gerade  bedeutet. 

Wenden  wir  dies  an  auf  die  Theorie  der  Gruppe  G^^,  so 
können  wir  zunächt  die  dualistische  Transformation  einer  der 
zehn  Fundamentalflächen,  etwa  der  Fläche  (135)  =  (246)  der 
identischen  Transformation  zuordnen;  mit  anderen  Worten :  wir 
können  die  bisher  mit  u^  und  x^  bezeichneten  Grössen  identifi- 
ciren.  Wir  haben  dann  alle  unsere  Charakteristiken  nur  noch 
nach  dem  Modul  (135)  =  (246)  zu  nehmen,  und  erhalten  so  für 
die  10  Fundamental  flächen  und  die  6  Fundamentalcomplexe 
eine  neue  Bezeichnung: 
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O.0 :  (00) 

o.,:(12) 

o„ :  (32) 

a„  :  (52) 

a«  :  (1 4) 

a„ :  (34) 

o„ :  (54) 

«M  :  (<  6) 

a„ :  (36) 

o„  :  (56) 

X, :  (36) 

X,:(5<) 

X,  :  H 3) 

X, :  (46) 

X, :  (68) 

X. :  (24) 

Diese  Charakteristikenbezeichung  ist,  wenn  man  von  den  Re- 
aliUUsverhäUnissen  absieht,  eine  von  zehn  gleichberechtigten  Arten 
der  Bezeichnung  *). 

Zweitens  können  wir  etwa  die  dualistische  Transformation 
iTi  der  identischen  Transformation  zuordnen,  indem  wir  die 
Grössen  «^ ,  u^ ,  u,,  w,  identificiren  mit  x^ ,  —  x^j  x^,  —  x^. 

So  entsteht  eine  von  sechs  gleichberechtigten  Charakteristiken- 
bezeichnungen durch  zwei  Indices ,  bei  der  der  Gomplex  Ä\  =  0 
die  Charakteristik  (00),  jeder  andere  Gomplex  Xj  =  0  die  Gharak- 
teristik^4j)  und  die  Fläche  X|^;t=  ^  ^^^  Gharakteristik  [kl)  erhält. 

Nimmt  man  eine  dieser  neuen  Gharakteristikenbezeichnungen 
an,  so  vereinfachen  sich  die  auf  S.  458  und  S.  459  entworfenen 
Tafeln  I,  II,  III,  IV,  indem  nun  die  Unterscheidung  der  beiden 
Falle  /  +  2  /«  +  n  =  0,2  mod.  4  überflttssig  wird. 


In  ähnlicher  Weise,  wie  es  hier  bei  der  Gruppe  Gj^  ge- 
schehen ist,  kann  man  überhaupt  aus  den  Invarianten  einer 
Gruppe  die  zu  denselben  Ordnungszahlen  gehörigen  Invarianten 
ihrer  Untergruppen  herleiten,  wenn  eine  dem  Satz  IV,  §  4  ent- 
sprechende Reihenentwickelung  vorhanden  ist,  in  der  das  letzte 
(dort  mit  F^  bezeichnete)  Glied  fehlt. 

Für  aue  Gruppen  aber,  auf  die  der  Satz  IV  überhaupt  an- 
wendbar ist  —  vielleicht  also  für  alle  endlichen  Gruppen  von 
getrennten  linearen  Transformationen  —  ergibt  sich  eine  Ein- 
schränkung der  Hauptaufgaben  der  Formentheorie.  Man  braucht, 
wenn  es  sich  um  eine  solche  Gruppe  handelt,  nicht  bei  der  Re- 
duction  beliebiger  Grundformen  auf  Normalformen  stehen  zu 
bleiben,  sondern  es  genügt,  Invarianten  der  Gruppe  zu  be- 
trachten und  ausserdem  solche  Normalformen,  die  zu  allen  In- 
varianten mit  den  dualistisch  entsprechenden  Ordnungszahlen 
conjugirt  sind.  * 

Marburg,  den  8.  April  4  892. 


i)  Vgl.  Staude,  Math.  Ann,  Bd.  S4,  S.  SOO. 


G.  Scheffen ,  Verzen^ung  bei  perspectiver  Abbildung  ebener 
Figuren.  Vorgelegt  v.  d.  w.  Mitgliede  A.  Mater.    Mit  5  Figuren. 

Die  Untersuchung  der  Verzerrungen  perspectiver  Zeich- 
nungen bietet  im  einfachsten  Fall  der  Abbildung  ebener  Gfebilde 
mancherlei  Anregendes.  Zweck  dieser  Zeilen  ist,  auf  rein  syn- 
thetischem Wege  einige  hierauf  bezügliche  Sätze  zu  entwickeln. 

Zunächst  seien  einige  Bezeichnungen  als  feststehend  einge- 
führt: Das  Projectionscentrum  heisse  0,  die  Bildtafel  T,  die  ab- 
zubildende Ebene  E,  ihre  Spurlinie  s  und  ihre  Fluchtlinie  f. 
Den  Hauptpunkt,  d.  h.  den  Fusspunkt  des  Lotes  von  0  auf  T, 
bezeichne  ich  mit  H,  die  Distanz  OH  mit  d  und  die  Projection 
eines  beliebigen  Punktes  P  der  Ebene  E  auf  die  Tafel  T  mit  P'. 
Die  vorkommenden  Strecken  sollen  immer  absolut,  ohne  Rück- 
sicht auf  das  Vorzeichen  angenommen  werden. 

Sind  nun  die  Ebenen  T  und  E  durch  das  Gentrum  0  per- 
spectiv auf  einander  bezogen,  so  wird  diese  Beziehung  be- 
kanntlich nicht  gestört ,  wenn  die  Ebene  E  um  die  Spurlinie  s 
und  gleichzeitig  das  Centrum  0  —  und  zwar  um  denselben 
Winkel  nach  derselben  Richtung  hin  —  um  die  Fluchtlinie  f 
gedreht  wird.  Insbesondere  kann  man  diese  räumlich  ver- 
mittelte Zuordnung  durch  eine  ebene  ersetzen ,  wenn  man  die 
Ebene  E  durch  Drehung  um  s  gänzlich  in  die  Tafel  T  hinein- 
klappt, wobei  0  gleichzeitig  in  einen  Punkt  0^  der  Tafel  über- 
geht. Man  construirt  0^  sehr  einfach  (siehe  Fig.  4):  Er  liegt 
zunächst  auf  dem  Lote  von  H  auf  f,  das  finQ  treffe.  Durch  H 
wird  die  Parallele  zu  f  gezogen,  auf  ihr  von  H  aus  die  Distanz  d 

abgetragen,  etwa  bis  0,  und  darauf  um  Q  der  Kreis  mit  dem 
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Radius  QO  geschlagen.     Er  schneidet  HQ  in  dem  gewünschten 
Punkte  0,.    Es  giebt  noch  einen  zweiten  Schnittpunkt  0,,  der 


der  Umklappung  der  Ebene  E  in  die  Tafel  in  entgegengesetztem 
Sinne  zugehört. 

Durch  die  Umklappung  geht  ein  Punkt  P  von  E  in  einen 
Punkt  P^  über,  der  in  T  liegt.  Die  zugehörige  Projection  P'  findet 
man  dadurch ,  dass  man  irgend  eine  Gerade  g^  durch  P^  zieht, 
die  s  in  ihrem  Spurpunkte  S  trifft,  zu  ihr  die  Parallele  durch  0^ 
legt,  die  f  in  ihrem  Fluchtpunkte  F trifft,  und  endlich  SF mit 
dem  Projectionsstrahl  0^  P^  in  P'  zum  Schnitt  bringt. 

Wir  werden  künftig  zum  Theil  in  der  umgeklappten  Ebene  E, 
die  wir  jetzt  E|  nennen,  und  die  mit  T  zusammenfällt,  anstatt  in 
der  ursprünglichen  Ebene  E  operiren.  Dabei  bezeichnen  wir  in 
E,  gelegene  (also  umgeklappte)  Gebilde  durch  angehSlngten 
Index  4 . 

Zwei  Geraden  g^  und  "y^  von  E^  bilden  einen  Winkel ,  der 

gleich  dem  Winkel  FOF ist,  den  ihre  Fluchtpunkte  Fund  F  in 
0,  bestimmen,  denn  es  ist  0^  F\\g^y  0^  F  ||  g^ . 

lUtlk-phji.  CImm.  1802.  42 
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Schneiden  sich  die  Geraden  in  P^,  und  ist  P'  die  Projection 

von  P^,  so  bildet  sich  dieser  Winkel  ab  als  Winkel  FP'  F.  Er 
ist  dem  Originalwinkel  daher  nur  in  zwei  Fällen  gleich :  Liegen 

P'  und  0^  auf  derselben  Seite  von  /",  so  muss  P^O^  FF  ein  Kreis- 
viereck sein ,  liegen  P'  und  0^  auf  verschiedenen  Seiten  von  f, 
so  muss  —  da  0,  Spiegelpunkt  von  0^  hinsichtlich  f  ist  —  das 

Viereck  P'O^FF  ein  Kreisviereck  sein.  Es  muss  also  jedesmal 
P'  auf  dem  Kreise  liegen,  der  durch  die  beiden  Fluchtpunkte  F 

und  F  sowie  durch  denjenigen  Punkt  0^  bez.  0,  geht,  der  auf 
derselben  Seite  von  /"liegt  wie  P'. 

Lassen  wir  P'  diesen  Kreis  durchlaufen,  so  ist  der  Winkel 

FP'  F  stets  dem  Originalwinkel  gleich.  Dabei  wird  in  Wirklich- 
keit die  Gerade  g^  wie  die  Gerade  g^  parallel  verschoben,  da 

ihre  Fluchtpunkte  F  und  F  fest  angenommen  werden.    Also: 

Wird  in  der  Ebene  E  ein  Winkel  beständig  parallel  mit  sich 
und  zwar  derart  bewegt,  dass  sein  perspectives  Bild  ihm  immer 
gleich  ati  Grösse  ist,  so  beschreibt  die  Projection  seines  Scheitels 
einen  Kreis. 

Da  nun  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Ebenen  E  und 
T  eine  durchaus  gegenseitige  ist,  so  folgt,  dass  die  Bahn  des 
Scheitels  auch  in  der  Ebene  E  ein  Kreis  ist.  Dieser  Kreis  pi^oji- 
cirt  sich  demnach  wiedei*  zum  Kreis.  Wir  haben  eben  den  be- 
kannten Fall  des  Wechselschnittes  vor  uns. 

Ferner  folgt:  In  jedem  Punkte  der  Ebene  giebt  es  unendlich 
viele  Winkel,  die  sich  in  wahrer  Grösse  projiciren,  insbesondere 
stets  einen  und  im  Allgemeinen  nur  einen  rechten  Winkel,  dessen 
Projection  wieder  ein  Rechter  ist.  Zwei  Punkte  der  Ebene  haben 
jedoch  die  Eigenschaft,  dass  yeder  Winkel ,  dessen  Scheitel  in 
einem  der  Punkte  liegt,  im  Bilde  die  wahre  Grösse  behält.  Es 
sind  dies  die  Punkte  U^  und  U^  von  E,  die  sich  in  die  Punkte  0^ 
und  0,  abbilden.  Es  sind  also  die  Schnittpunkte  der  Ebene  E 
mit  den  beiden  vom  Centrum  0  ausgehenden  Strahlen,  die  mit 
E  und  T  gleiche  Winkel  bilden ,  d.  h.  die  auf  den  Halbirungs- 
ebenen  der  von  E  und  T  gebildeten  Raumwinkel  senkrecht  stehen. 


Wir  gehen  nun  zu  unendlich  kleinen  Winkeln  ttber:  Rttcken 
die  Geraden  g^  und  g^  einander  sehr  nahe ,  so  gilt  dasselbe  von 

ihren  Fluchtpunkten  F  und  F.  Der  sehr  kleine  von  g^  und  g^  ge- 
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bildete  Winkel  bleibt  im  Bilde  ungeändert,  wenn  P'  mit  dem 
auf  derselben  Seite  von  f  wie  P'  liegendem  Punkte  0,  bez.  0^ 

—  sagen  wir  mit  0^  —  auf  einem  Kreise  durch  F  und  F  gelegen 
ist.  Wird  der  Winkel  infinitesimal,  so  berührt  der  Kreis  die 
Fluchtlinie  f  in  F. 

Suchen  wir  also  in  einem  Punkte  P'  die  Richtung  P'F  der 
Schenkel  eines  infinitesimalen  Winkels  mit  dem  Scheitel  P\  der 
seinem  Originale  gleich  sein  soll ,  so  müssen  wir  F  bestimmen 
als  Berührpunkt  eines  der  Kreise  durch  P'  und  0^  mit  f.  Es 
giebt  im  Allgemeinen  zwei  solche  Berührpunkte. 

Es  giebt  daher  in  jedem  Punkte  P  der  Ebene  E  zwei  Rich- 
tungen derart,  dass  ein  Winkel,  der  P  zum  Scheitel  hat,  und 
dessen  beide  Schenkel  einer  dieser  Richtungen  infinitesimal  be- 
nachbart sind,  im  Bilde  seine  wahre  Grösse  behält  (natürlich 
bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung).  Jedem 
Punkte  P  der  Ebene  E  sind  hierdurch  zwei  ^Richtungen  ohne 
Winkelverzerrung  (n  zugeordnet.  Geht  man  beständig  einer  der- 
selben nach,  so  beschreibt  man  eine  Curve.  Diese  Gurve  hat 
dann  die  Eigenschaft ,  dass  ihr  Contingenzwinkel  überall  in 
wahrer  Grösse  abgebildet  wird ,  dass  also  zwei  beliebige  Tan- 
genten der  Curve  im  Bilde  denselben  Winkel  einschliessen  wie 
im  Original. 

Die  Art  dieser  Curven  ist  leicht  zu  erkennen : 

Es  mögen  nämlich  (in  Fig.  2)  P'  und  P'  im  Bilde  T  benach- 
barte Punkte  der  Gurve  ^ 
sein,  sodass  die  Tan-  i 
gente    P'F    von     P' 

durch  P'  geht.      Die  p  y 

Tangente  in  P'  habe 

den    Fluchtpunkt    F, 
Alsdann  liegen,   wie 

wir  wissen,  F,  F,  P' 
und    O,    auf    einem 

Kreise,  da  ^FP'F 
seinem  Originale  gleich 
sein  soll.     Mithin   ist 

auch  ^  O^FP'  =  ^0^  FP'.    Die  Curventangente  P'F  bildet 
somit  beständig  denselben  Winkel  mit  der  Geraden  von  0^  nach 
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ihrem  Flncbtpunkt  F.  Daher  wird  die  abgebildete  Curve  ein- 
gehüllt durch  den  freien  Schenkel  eines  starren  Winkels  X', 
dessen  Scheitel  f  durchläuft ,  wahrend  sein  anderer  Schenkel 
beständig  durch  0,  geht.  Legt  man  insbesondere  X  in  Q  an  O^Q 
an,  soergiebt  t^ich  eine  Tangente  l',  die  besondere  Bedeutung  hat. 
Schneidet  sie  nömlieh  eine  beliebige  Tangente  t' .  die  f  in  F 
treffe, in  r,  so  isi ^O^FT' =  1' =  ^O^QT',  d.h.  0,,  Q,  F,T' 
liegen  auf  einem  Kreis.  Da  aber  ^O^QF^i  R  ist,  so  gilt  das- 
selbe von  ^  Oj  T'F.   Mit  anderen  Worten : 

Die  gesuchte  Curve  wird  eingehüllt  vom  freien  Schenkel 
eines  rechten  Winkels,  dessen  Scheitel  sich  auf  einer  beliebigen 
Geraden  ('  durch  Q  hinbewegt,  wahrend  sein  anderer  Schenkel 
beständig  durch  O,  geht.  Eine  solche  Curve  ist  aber  bekanntb'ch 
eine  Pnrabfl  mit  der  Scheitel  tan  gen  te  (*  und  dem  Brennpunkt  0,. 

Nun  wissen  wir ,  dass  durch  jeden  Punkt  P'  zwei  solche 
Cnrven  gehen.  In  der  That  giebt  es  stets  zwei  Parabeln  durch 
P' ,  die  Oj  zum  Brennpunkt  haben  und  deren  Scheiteltangenten 
durch  Q  gehen.  Liegt  P'  auf  der  andern  Seite  von  f,  so  tritt  (>, 
an  die  Steile  von  0,, 

Also  haben  wir  erkannt: 

fc's  giebl  in  der  Ebene  E  eine  Sckaar  von  Curven,  deren  Con- 


(ingenzicinkd  im  Bilde  T  die  Originalgrösse  haben.   Die  Gesamml- 
heil  dieser  Curven  bildet  sich  oÄ  als  die  Schaar  aller  Parabeln, 
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die  0^  oder  0,  zum  Brennpunkt  haben  und  deren  Scheüeltangenten 
durch  Q  gehen.  Durch  jeden  Punkt  gehen  zwei  reelle  Parabeln 
der  Schaar.   (Siehe  Fig.  3.) 

Da  die  Beziehung  zwischen  den  Ebeneh  E  und  T  wechsel- 
seitig ist,  so  folgt  auch  sofort: 

Diese  Curven  sind  auch  im  Originale  Parabeln.  Sie  haben 
in  der  Ebene  E  zu  Brennpunkten  einen  der  beiden  früher  erwähn- 
ten Punkte  V^  und  U^ ,  in  denen  E  von  0  0^  und  0  0,  getroffen 
wirdj  und  zu  Scheiteltangenten  die  Geraden  durch  den  Mittelpunkt 
von  JJ^  U^ . 

Sind  g'  und  g'  zwei  Geraden  in  T,  die  denselben  Winkel 
bilden  wie  die  Geraden  g  und  g  der  Ebene  E,  deren  Projectionen 
sie  sind ,  so  muss  —  wie  bemerkt  —  ihr  Schnittpunkt  P'  mit 

ihren  Fluchtpunkten  F  und  F  auf  einem  Kreise  durch  0^  bez. 
0,  —  sagen  wir  durch  0,  —  liegen.    Daraus  folgt ,  dass  die 

Fusspunkte  T'  und  T''  der  Lote  von  0,  auf  g'  und  g*  auf  einer 
Geraden  durch  Q  liegen.     Denn  es  liegen  0^,  T,  F,  Q  ebenso 

wie  0,,  r',  Fj  Q  je  auf  einem  Kreise.   Also  ist 

^o^Qr  =  ^o^Fr, 

^0,Qf  =  ^0,Ff  , 

während  die  rechtsstehenden  Winkel  gleich  sind  als  Periperie- 

Winkel  über  0,  P'  im  Kreise  durch  0, ,  P',  F,  F,    Die  Punkte 

Qj  T  und  r'  liegen  also  wirklich  auf  einer  Geraden,  und  es  sind 

g'  und  g'  Tangenten  einer  der  oben  besprochenen  Parabeln. 
Somit  folgt: 

Bilden  zwei  Geraden  im  Bilde  denselben  Winkel  toie  im  Ori- 
ginalj  so  müssen  sie  beide  Tangenten  einer  der  besprochenen  Pa- 
rabeln und  zwar  ein  und  derselben  Parabel  sein. 

Die  Aufgabe: 

In  der  Perspective  ein  Dreieck  zu  zeichnen^  das  seinem  Ori- 
ginal ähnlich  ist, 

ist  hiermit  sofort  gelöst  (siehe  Fig.  3):  Jedes  Tangenten- 
dreieck einer  der  besprochenen  Parabeln  ist  ein  solches,  und 
ausser  ihnen  giebt  es  keine.  Aus  einem  bekannten  Parabelsatze 
folgt  also: 

Ein  Dreieck  hat  im  Bilde  dann  und  nur  dann  seine  wahre 
Gestüt,  wenn  der  ihm  umschriebene  Kreis  durch  0^  oder  0,  geht 
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und  die  Fusspunkte  der  Lote  von  0^  bez.  0,  auf  seine  Seiten  auf 
einer  Geraden  durch  Q  liegen. 

Die  Winkel  eines  Polygons  in  der  Ebene  E  werden  nur 
dann  nicht  verzerrt,  wenn  seine  Seiten  sämmtlich  Tangenten 
einer  der  Parabeln  sind.  Da  alsdann  seine  Diagonalen  sicher 
nicht  Tangenten  derselben  Parabel  sein  können,  so  schliessen  wir: 

Fin  Polygon  mit  mehr  als  drei  Seiten  kann  niemals  mit  sich 
selbst  ähnlich  abgebildet  werden. 

Es  giebt  also  auch  keine  Curve^  die  ihrem  Bilde  überall  in 
entsprechenden  Punkten  ähnlich  wäre. 

Bekanntlich  lässt  sich  ein  Kreis  wieder  als  Kreis  abbilden, 
dabei  sind  jedoch  entsprechende  Stücke  einander  nicht  ähnlich, 
wohl  aber  die  Kreise  im  Ganzen  genommen. 


Suchen  wir  jetzt  die  Curven^  längs  deren  die  Contingenzwinkel 
die  grösste  Verzerrung  erfahren. 


■f- 


«3^.^ 


Es  sei  (in  Fig.  4)  P'  irgend  ein  abgebildeter  Punkt;  durch 
ihn  seien  zwei  infinitesimal  benachbarte  Geraden  d  und  g'  mit 
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den  Fluchtpunkten  F  und  F  gezogen.     In  Wirklichkeit  bilden 

dann  g  und  g  den  Winkel  F0^  b\  der  mit  dtp  bezeichnet  werde^ 

während  ihr  Winkel  im  Bilde,  ^  FP' F,  gleich  d(p'  sei.    Fällt 

man  von  F  auf  0^  F  und  P'  F  die  Lote  mit  den  Fusspunkten  A 
und  B^  so  ist: 

AF=0,Fd(p  ,        BF  =  P'Fd(p\ 


also 


sm  0,  FFs=  -^  =  -  -  _  -  ,      sm  Ft  b  = =-^  • 

FF  FF  FF 


Das  Lot  von  P'  auf  f  habe  den  Fusspunkt  /<.    Da  jetzt  bis  auf 
unendlich  kleine  Grössen: 

sin  0,FF=^,      sin  P'FF  =  ^ 

ist,  so  folgt  also: 

O.Q      O.P^  P'R       P'F  ,   , 

sodass  kommt: 

df'  _0,F^     P_R 

'dq>  ~  P'F*  '  0,Q  ' 

Lassen  wir  F  auf/*  entlang  laufen,  so  variirt  dies  Verhält- 

•  fi  ff)' 

niss.    Weil  P' R  und  0^  Q  ungeändert  bleiben,  so  erreicht  -    - 

mithin  ein  Maximum  oder  Minimupi  —  ohne  Rücksicht  auf^s 

0  F 
Vorzeichen  —  überall  da,  wo  der  Bruch  -^--  ein  Maximum  oder 

0  F 
Minimum  annimmt.   Dies  ist  da  der  Fall,  wo  sich  der  Bruch  — tt; 

bei  infinitesimaler  Aenderung  von  F  nicht  ändert ,  also  da ,  wo 
für  den  benachbarten  Punkt  F  auf  /: 

0,P  _0,F 
p'p~  FF 
oder  __  __ 

P'F:P'P=O^F:  0^F 

ist.    Die  Punkte  P'  und  0^  liegen  folglich  dann  auf  der  Gurve 
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aller  Punkte)  deren  Äbstandsverhaltniss  von  F  und  F  einen  ge- 
wissen  Constanten  Werth  hat,   d.  h.  auf  einem  Kreis,  dessen 

Mittelpunkt  auf  FF  oder  f  gelegen  ist.  Da  dieser  Kreis  durch 
P'  und  Of  geht,  ist  er  leicht  zu  construiren:  Sein  Mittelpunkt  if 
ist  der  Schnittpunkt  von  f  mit  dem  Mittellote  von  0^  P\   Er  trifft 

f  in  den  Punkten  F,  fttr  die  -7^  ein  Maximum  oder  Minimum  er- 

aq) 

reicht.   Diese  Punkte  mögen  S^  und  S,  heissen. 

Suchen  wir  die  Gurven,  längs  deren  die  Gontingenzwinkel 
am  meisten  verzerrt  werden ,  so  haben  wir  also  von  P'  aus  be- 
ständig einer  der  beiden  zugeordneten  itRichtungen  grösster 
Winkelzer Zerrung  (L  P'S,  oder  P'S,  nachzugehen.  Dabei  be- 
schreiben wir  eine  Curve.  Weil  0,  Spiegelpunkt  von  O^  hin- 
sichtlich/*  ist,  so  halbiren  die  Curventangenten  P'S^  und  P'S, 
die  von  P'O^  und  P'O^  gebildeten  Winkel. 

Die  gesuchten  Curven  sind  demnach  Ellipsen  und  Hyperbeln 
mit  den  Brennpunkten  0^  und  0, .    Da  die  Beziehung  zwischen 

den  Ebenen  T  und  E  wechselseitig  ist  und  j^  ein  Maximum 

oder  Minimum  erreicht,  wenn  -7^  ein  Minimum  oder  Maximum 

aq) 

erreicht,  so  folgern  wir  : 

Es  giebi  in  der  Ebene  E  eine  Schaar  von  Curven,  längs  deren 
die  Gontingenzwinkel  überall  die  grösstmögliche  Verzerrung  er- 
fahren. Es  sind  dies  alle  confoccUen  Ellipsen  und  Hyperbeln  mit 
den  Brennpunkten  U^  und  U^.  Sie  bilden  sich  wieder  als  confo- 
cale  Ellipsen  und  Hyperbeln  ab  und  ihre  Brennpunkte  U^  und  t/, 
als  die  Brennpunkte  0^  und  0,  der  Bildcurven. 


Es  ergab  sich  oben  als  das  Verhältniss  des  abgebildeten 
Winkels  dq)'  zum  Originalwinkel  dq>  der  Ausdruck: 

dtp'  _  O^F^     P'R 
dcp  ~  P'F*  '  0,Q' 

Hierbei  war  P'  der  Scheitel  von  d(p\  F  der  Fluchtpunkt  eines 
der  infinitesimal  benachbarten  Schenkel  dieses  Winkels  und  K 
der  Fusspunkt  des  Lotes  von  P'  auf /l 

Anstatt  nun  die  Curven  ohne  Winkelverzerrung  oder  die 
Curven  grtfsster  Winkelverzerrung  aufzusuchen,  können  wir  uns 
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noch  ein  anderes  auf  die  Winkelverzerrung  bezügliches  Problem 
stellen: 

Halten  wir  F  fest ,  während  F  auf  f  sich  entlang  bewegt, 

so  wird  sich  -^  ändern.  Tragen  wir  beständig  den  Werth  dieses 

Verhältnisses  auf  FF  von  P'  aus  auf,  so  erhalten  wir  eine  Curve, 

deren  Radienvectoren  von  P'  aus  ein  Bild  geben  von  der  Art 

der  Verzerrung  nach  den  verschiedenen  von  P'  ausgehenden 

Richtungen  hin.  Wir  können  diese  Curve  die  Winkelverzerrungs- 

curve  für  den  Scheitel  P'  nennen. 

P'F 
Es  ist  jedoch  zweckmässig,  zunächst  nur  die  Grösse  7r-^=  q' 

auf  den  Radienvectoren  von  P*  aus  abzutragen.   Alsdann  ist : 

d^_J^     P^ 
drp  ~q'*  *  O^Q  ' 

P'R 

und  hier  ist  bei  festem  P'  der  Factor  -  — r  constant.   q'  lässt  sich 

leicht  construiren:  Nachdem  wir  eine  beliebig  gewählte  Längen- 
einheit auf  O^F  von  0^  aus  abgetragen  haben  bis  X,  ziehen  wir 
durch  X  die  Parallele  zu  0^P',  die  P'F  in  V  schneide.  Dann  ist: 

P'Y'  _P'F 
'ÖJ~OrF' 

also,  da  P'  X  die  Einheit  ist : 

Der  Ort  von  X  ist  ein  Kreis  um  0^ ,  Der  Ort  von  Y*  ist  also  hier- 
nach eine  zu  diesem  Kreise  affine  Figur,  d.  h.  eine  Ellipse,  (Vgl. 
Fig.  4.)  Ihre  Axenrichtungen  sind  die  Richtungen  grösster 
Winkelverzerrung,  daher  liegen  die  Axen  auf  den  oben  constru- 
irten  Geraden  P'  S^  und  P'  S, ,  die  ja  in  der  That  auf  einander 
senkrecht  stehen.  Tragen  wir  nun  auf  der  Geraden  P'F  die 
reciproken  Werthe  der  Quadrate  der  Radienvectoren  der  Ellipse 

P'R 
noch  multiplicirt  mit  jr-jr  ab,  so  ergiebt  sich  die  gewünschte 

Winkelverzerrungscurve,  eine  Curve  vierteil  Ch*ades  mit  P'  als 
Mittelpunkt. 
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Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Streckenverzerrung. 

In  der  umgeklappten  Ebene  E  wird  ein  Punkt  P^  ange- 
nommen ,  dessen  Projection  P'  sei.  Ferner  legen  wir  durch  P, 
eine  Gerade  g^ ,  die  s  in  dem  Spurpunkt  S  treffe.  Ihren  Flucht- 
punkt nennen  wir  F.  F^  P',S  liegen  auf  der  Projection  g'  von  y,. 
(Fig.  4.)  Von  P,  aus  tragen  wir  eine  infinitesimale  Strecke  ds  auf 
g^  ab  und  bestimmen  ihre  Projection  ds\  indem  wir  die  Gerade 
von  Of  nach  dem  Endpunkte  von  ds  mit  P'S  zum  Schnitte 
bringen.   Alsdann  ist  offenbar: 

dj?^  sin  SP^P^  _0^P' 
ds  sin  SP,  P'  ~  0,P, 


oder,  da: 


ist: 


sin  SP'  P,  _  sin  0^  PF _  0,  F 
sin  SP^P'  ~  sin  P' 0^  F~  P'  F 


d£[  _  P'F    q^ 
ds~  0,F'ÖJ\   ' 

Wenn  wir  wie  früher  den  Fusspunkt  des  Lotes  von  P'  auf/*  mit  R 
und  überdies  den  Fusspunkt  dieses  Lotes  auf  s  mit  T  bezeichnen, 
so  ist: 

O^P'  _  P'F _  P'R 

Ö7P^~  FS  ~  HT   ' 


daher : 


ds'        P'F    P'R 


und  also : 


ds       0,F     RT 

/d^Y   dg/  _     P'R* 
[dsj  '  d(p  ~  O^Q'  RT  ' 

Halten  wir  den  Punkt  P'  fest  und  variiren  wir  F  auf  /*,  so  bleibt 
der  rechtsstehende  Ausdruck  constant.  Es  besteht  also  zwischen 

-r-  und  -~~  filr  alle  von  einem  Funkte  P'  ausgehenden  Rich- 

ds  dq>  ^ 

tungen  eine  Relation  von  der  Form 


/ds[\*   d(p'  _ 
\dsj     dq> 


Gonst. 


Auch  ist,   wenn  q'  der  Radiusvector  der   oben  construirien 
Ellipse  ist : 
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ds~^  '  RT  ' 

ds! 
Wenn  wir  also  -~^  -  als  Radiusvector  auftragen,  so  ergiebt  sich 

eine  zur  früheren  Ellipse  ähnliche  und  fihnUch  gelegene  Ellipse 
mil  dem  Mittelpunkt  P'  als  Äehnlichkeitspunkt.  Diese  Ellipse 
giebt  Äufschluss  ttber  die  Strecken  Verzerrungen.  Wir  können 
sie  die  Streckenverzerrungscurve  für  den  Punkt  P'  nennen.  Dass 
sich  hier  eine  Ellipse  ergiebt,  ist  übrigens  von  vornherein  selbst- 
verständlich. Lasst  man  nämlich  ds  um  P^  drehen,  so  beschreibt 
der  Endpunkt  dieser  Strecke  einen  Kreis.  Seine  Projection  ist 
eine  Ellipse ,  der  Ort  der  Endpunkte  der  von  P'  ausgehenden 
Strecken  ds\  Diese  unendlich  kleine  Ellipse  ist  nur  durch  eine 
lihnliche  Ellipse  von  endlichen  Dimensionen  ersetzt  worden. 
Aus  den  früheren  Ergebnissen  folgern  wir  noch : 
Die  Curven,  längs  deren  die  Strecken  die  grösste  Verzerrung 
erleiden,  sind  ebenfalls  die  früher  erwähnten  confocalen  Ellipsen 

und  Hyperbeln^  denn  -p  hat  ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn 

ritt)' 

-p-  ein  Minimum  oder  Maximum  hat. 

(i(p 

Die  Gurven  ohne  Streckenverzerrung  sind  transcendent, 
man  kann  nSmlich  rechnerisch  einsehen,  dass  in  ihre  Gleichungen 
elliptische  Integrale  eingehen.  Es  verlohnt  sich  daher  ihre 
Untersuchung  nicht.  Natürlich  lassen  sich  aber  für  jeden  Punkt 
P'  die  beiden  Richtungen  ohne  Streckenverzerrung  construiren. 
Unsere  Formeln  geben  die  Mittel  dazu  sofort  an  die  Hand.  Doch 
will  ich  hierauf  nicht  weiter  eingehen. 


Wenden  wir  uns  schliesslich  zu  den  Krümmungsverzer" 
rungen. 

Ist  ds  das  Bogenelement  und  dq>  der  zugehörige  Gontin- 
genzwinkel  einer  Curve,  so  ist  bekanntlich  das  zugehörige 
Krümmungsmaass 

ds 
In  der  Abbildung  ist  das  Ertlmmungsmaass: 

ds'  ' 
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demnach 


d.  h.,  da 


ist: 


x'       d  tp' 

ds' 

X        dq) 

ds 

d(p' 

O^F*     P'R 

ds' 

dtp 

~  P'F*  '  0,<?  ' 

ds' 

x'       0,  F* 

RT 

P'F     P'R 


0,  F    R  r 


X        P'F»      0^Q 


Also  erreicht  die  Verzerrung  der  Krümmung  auch  da  ein  Maxi- 

mum  oder  Minimum,  wo  -r--  ein  solches  hat.   Mithin : 

dcp 

Die  Curven  grösster  Verzerrung  der  Krümmung  sind  eben- 
falls die  mehrfach  erwähnten  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln. 

Suchen  wir  die  Curven  ohne  Verzei^rung  der  Kiiimmung. 
Ist  P'  ein  Punkt  einer  solchen  —  in  der  Bildebene  T  —  und  P'F 
die  Tangente,  so  muss  nach  der  letzten  Formel  längs  der  Gurve 

7q 


FF       ^    RT 

sein.  Der  rechtsste^jende  Ausdruck  ist  von  der  Lage  des  Punktes 
P'  und  seiner  Tangente  unabhängig.  Er  ist  eine  der  Ebene  E 
anhaftende  Zahl  y.  Um  nun  die  Curven  zu  finden,  ftlr  die 

P'F  ""^ 

ist,  verfahren  wir  so  {Fig.  5) :  Wir  teilen  0^  Q  im  Punkte  V  so, 

dass 

VQ  _  \ 

0,Q-  y 

ist  und  ziehen  durch  den  Theilpunkt  V  die  Parallele  p  zu  f.  Als- 
dann wählen  wir  F  beliebig  auf  f  und  bringen  0,  F  mit  p  zum 
Schnitt  in  \V,   Sodann  haben  wir: 


demnach 


\VF 

VQ        K 

WF 
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Der  lu  F  gehörige  Punkt  P'  muss  nun  so  liegen,  dass 

2tf — 
/►'p  —  ?■  ' 

also 

P'F=  WF 

ist.  Mitbin  liegt  P'  auf  dem  Kreis  um  F  mit  dem  Radius  FW. 
Variiren  wir  F  auf  /",  so  ergeben  sich  unendlich  viele  solche 
Kreise.  Ist  P'  irgendwie 
angenommen,  so  muss  die 
Tangente  von  P'  nach  dem 
Mittelpunkt  F  des  durch  P 
gehenden  Kreises  der 
Scbaar  gehen.  Die  gesuch- 
ten Curven  sind  folglich 
die  orthogonalen  Trajec- 
ton'en  der  Kretssckaar. 

Diese  Kreise  besitzen     --''  *  ^"-■ 

als  Enveloppe    eine    der  c^-^ 

mehrfach  erwähnten  con- 

Tocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln  mit  den  Brennpunkten  0,  und 

0, .    Denn  ist  A'  der  Schnittpanbl  zweier  benachbarter  Kreise 

der  Schaar,  so  ist,  wenn  F  und  F  die  Kreismittelpunkte  sind : 

A'F  _A'F 

O^F'O.F 

d.  h.  beim  Variiren  von  F  bleibt  t—t.  momentan  constantj  e«  er- 
reicht also  gerade  ein  Maximum  oder  Minimum  und  dies  war  fOr 
die  oben  construirten  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln  charak- 
teristisch. Die  Enveloppe  kann  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  sein, 
je  nachdem  y  ^  1  ist.  jln  der  Figur  5  ist  y  <  <  gewählt.]  Es 
ist  diejenige  Ellipse  oder  Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  0, 
uad  Oj ,  die  durch  V  geht. 

Die  orthogonalen  Trajectorien  der  Kreisschaar,  also  die 
Curven  ohne  Verzerrung  des  Krümmuagsmaasses,  sind  im  all- 
gemeinen transcendent  und  besitzen  Spitzen  in  den  Punkten. 
die  sie  mit  jener  Ellipse  oder  Hyperbel  gemein  haben. 

In  dem  Falle  aber,  dass  y  =  1  ist,  d.  h.  V  mit  0,  lusammen- 
Tällt,  sind  die  Kreise  alle  Kreise  durch  0^  und  0,  und  die  ortho- 
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gonalen  Trajectorien  derselben  bekanntlich  ebenfalls  Kreise. 
Geometrisch  ist  dieser  Specialfall  dadurch  charakterisirt,  dass  für 
ihn  O^Q  =  R  Tisi,  also  0,,  der  Spiegelpunkt  von  0^  hinsichtlich 
f  auf  s  liegt,  da  ÄS  die  Breite  der  von  /'und  s  gebildeten  Strei- 
fens ist.  Stereometrisch  gedeutet  heisst  dies:  In  diesem  Special- 
falle geht  die  eine  Halbirungsebene  der  von  den  Ebenen  E  und 
T  gebildeten  Raumwinkel  durch  das  Projectionscentrum  0.  Bei 
dieser  Lage  existiren  also  unendlich  viele  Kreise,  die  in  wahrer 
Grösse  abgebildet  werden.  — 

Die  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln,  welche  gleichzeitig 
die  Ctirven  grösster  Vei^zerrung  der  Contingenzwinkel,  der  Bogen- 
elemenle  und  der  Kjümmungen  sind,  liefern  einen  nicht  unwich- 
tigen Anhaltepunkt  für  die  Praxis :  Soll  eine  ebene  Curve  per- 
spectiv abgebildet  werden ,  so  wird  sie  um  so  weniger  verzerrt 
werden,  je  weniger  sie  sich  einer  jener  confocalen  Ellipsen  und 
Hyperbeln  anschmiegt.  Diese  Gurven  spielen  also  eine  ganz 
fundamentale  Rolle  bei  der  Untersuchung  der  Verzerrungsver- 
hUltnisse. 

Leipzig,  im  April  1892. 


F.  Schur,  Uebet*  die  Zurückführung  eines  vollständigen 
Systems  auf  ein  einziges  System  gewöhnlicher  Differentialglei- 
chungen.   Vorgelegt  vom  w.  Mitgliede  A.  Mater. 

Im  fünften  Bande  der  Mathematischen  Annalen  hat  Herr 
A.  Mater*)  die  Integration  eines  vollständigen  Systems  von  q 
homogenen,  linearen,  partiellen  Differentialgleichungen  4 .  Ord- 
nung in  n  Veränderlichen  zurückgeführt  auf  die  Integration  eines 
Systems  von  n  —  q  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  1 .  Ord- 
uung.  Die  hierzu  nöthige  Reduction  des  vollständigen  Systems 
aaf  die  MATER'sche  Normalform  erfordert  nur  algebraische  Ope- 
rationen. Wenn  hiernach  auch  im  allgemeinen  Falle  die  Inte- 
grationsschwierigkeiten des  Problems  vom  theoretischen  Stand- 
punkte aus  auf  das  geringste  Maass  zurückgeführt  sind,  so  dürfte 
es  doch  von  Interesse  und  in  besonderen  Fällen  sogar  von  Nutzen 
sein,  dass  ein  zur  Integration  des  vollständigen  Systems  dienen- 
des System  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  4.  Ord- 
nung auch-gefunden  werden  kann  ohne  vorherige  Reduction  des 
vollständigen  Systems  auf  die  Mayer^sche  Normalform,  Dabei 
wird  die  Anzahl  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  im 
Allgemeinen  allerdings  grösser  als  n  —  q  sein,  dieselben  können 
aber  in  besonderen  Fällen  leichter  integrirbar  sein  als  das 
MATER'sche  System.  Das  MATER^che  Theorem  ergiebt  sich  näm- 
lich als  specieller  Fall  des  folgenden  Satzes : 

Führt  man  in  das  vollständige  System  von  q  homogenen^ 
lineareny  partiellen  Differentialgleichungen  : 


*)  S.  auch  diese  Ber.  4  894,  p.  448  ff. 
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(^)  J^    o\[X,   .   .   .  aC„)  r-—  =  0  (b=1  ...  q)  , 

WO  die  Oa[x^  -  -  -  x^  und  ihre  ersten  Differe7Uialquotienten  solche 
eindeutige^  endliche  und  stetige  Functionen  von  x^  -  "  x^  sind, 
tvelche  die  Identitäten : 

befriedigen,  statt  der  o*,  •  •  •  x^  neue  Veränderliche  ^^  '  -  -  z^  ein 
auf  Grund  der  Gleichungen  : 

(3)  Xa=fa{x,'  •"  X^\    Z,'"  Zg)     („  =  ,...„), 

ivo  die  Functionen  /a(^4®  •  •  •  x^  ^  y^t  *  •  -  J/qt)  bestimmt  sind 
durch  das  System  von  n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen : 

/  £  \  ä  Xq^        ^^    ff .  . 

und  die  Anfangsbedingungen^  dass  für  i  =  0  flCfl  in  Xa^  übergehe^ 
und  die  a?/  •  •  •  x^^  irgend  welche  einmal  differentiirbare  Func- 
tionen von  Zg^^  •  •  •  ^n  ^^^^»  tvelche  nur  die  Außusung  des  Systems 
(3)  nach  z^  •  •  •  J2„  ermöglichen,  so  nimmt  das  vollständige  System 
die  Gestalt  an : 

bP         ÖF  hP 

SO  dass  das  allgemeine  Integral  desselben  die  Form  : 

(6)  F[x,  .-.  .  Xn)  =  9)(a,+|  ••  •  ^n) 

hat,  wo  (p  irgend  eine  einmal  differentiirbare  Function  ihrer  Ar- 
gumente ist. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  zeigen  wir  zuerst,  dass  die 
Functionen  fa  die  Veränderlichen  y^  *  -  *  yq  und  t  nur  in  der 
Verbindung  y^^t  enthalten.  Bezeichnen  wir  nämlich  diese  Func- 
tionen für  den  Moment  mit  faiy^  '  '  '  Vqi  l)}  so  lehrt  die  Division 
der  Differentialgleichungen  (4)  durch  irgend  eine  von  Null  ver- 
schiedene Constante  c  unmittelbar,  dass : 

(7)  /■a(^---  ^«.  'c)=/;(y.  .-.y,,/). 
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Daraus  aber  folgt: 

'"la   a+t  a  a+t'         a    J      '"U  o  '      /' 

d.  h.  die  Functionen  fal—  •  -  -^  >  t\  sind  von  /  ganz  unabbSn- 

gig,  wie  zu  beweisen  war. 

Was  ferner  die  Umkebrbarkeit  des  Gleichungssyslems  (3) 
betrifft,  so  ist  leicbt  zu  sehen,  dass  man  sich  die  o;,"  •  •  •  x^^ 
immer  als  solche  Functionen  der  js^^,  ■  *  *  ^n  gewählt  denken 

h  X 

kann,  dass  die  Functionaldeterminante    -r— ^ 

%.  B.  nicht  für  ;  =  0  verschwinde.     Für  t  =  0  und  b  =  1  -  -  -  q 
lehren  nämlich  die  Differentialgleichungen  (4),  dass 

für  /  =  0  und  b  >  7  aber  wird 


nicht  identisch, 


dass  die  Determinante 


Da  nun  die  Determinanten  q^^^  Ordnung  der  Matrix  ||  al{x)  \\  nicht 
sämmtUch  identisch  verschwinden ,  so  wird  man  die  x^^  "  -  x^ 
in  der  That  so  als  Functionen  der  Zq^^  "  *  ^n  wählen  können, 

d  X 

.-  "     für  f  =  0  nicht  verschwindet.  Für 

besondere  Fälle  ist  die  Bemerkung  nicht  unwichtig,  dass  umge- 
kehrt: 

da  nämlich  die  fa{f{^^i  yt],  ys)  sowohl  als  die  fa{x^ 7  y  (^  +  «))  als 
Functionen  von  s  die  Differentialgleichungen  (4)  befriedigen  und 
fbr  5  =  0  in  fa(x^j  y  t)  übergehen,  so  sind  sie  je  einander  gleich, 
woraus  für  s  =  —  <  die  Gleichungen  (9)  folgen. 

Um  endlich  den  Haupttheil  des  Satzes  zu  beweisen,  führen 

wir  q  '  q  neue  Functionen  Va  (t)  ein ,  welche  durch  das  System 
linearer  Differentialgleichungen : 

]Uth.-p]ijr8.  CUM«.  1892.  48 
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urfd  die  Anfangsbedingungen  ^a(O)  =  0  definirt  sind,  wo 
^a,b  =  0  oder  1 ,  je  nachdem  a  =  6  oder  von  6  verschieden  ist. 
Dann  ist  nümlich  leicht  zu  zeigen,  dass : 

(41)  -^-^a«(-'^) ''''(/)  =  0. 

Denn  bezeichnen  wir  die  linke  Seile  der  Gleichungen  (1 1  j  mit 
fpait),  so  lehrt  in  Rtlcksicht  darauf,  dass  die  -r— ^  definirt  sind 
durch  das  System  linearer  Differentialgleichungen: 

- — ?|  =0,  eine  einfache  Rech- 
nung, dass  wegen  der  Identitäten  (2j : 

da  nun  9)0(0)  =  0  ist,  so  verschwindet  hiernach  (pa(t)  für  jeden 
Werth  von  t. 

Wir  setzen  nunmehr : 


.       —  Y'a  V^i  •*'n  >  ^1  ^^y 


(U)  ^  =  ^J(^o...^^o^^^...^^). 


In  der  That  enthalten  die  xfflj  weil  sie  den  Differentialglei- 
chungen : 

"^  ^  *         c,b=l 

genügen,  die  Veränderlichen  y^'^yq  und  /  auch  nur  in  den  Ver- 
bindungen ytit,  was  in  derselben  Weise  wie  oben  bewiesen 
werden  kann.   Da 
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SO  ist  ersichtlich,  dass  die  Determinante  |  \pa  {x^j  x)  \  nicht  iden- 
tisch verschwindet. 

Nun  liefern  die  Gleichungen  (14)  die  folgenden  partiellen 
Differentialgleichungen : 

MüUipliciren  wir  dieselben  mit  r —  und  summiren  tlber  a  von  1 
bis  n,  so  folgt: 


n       7 


^^b      c/    V  ..b 


0=1  c=l 

Durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  jz,  •  •  •  js^  in  das 
vollständige  System  [\ )  geht  dasselbe  aber  über  in : 

MüUipliciren  wir  diese  9  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  xpz[x^^z) 
und  summiren  über  c  von  K  bis  q^  so  erhalten  wir,  weil  die  De- 
terminante I  (//c  (a;°,  2)  I  nicht  identisch  verschwindet,  wegen  [\  8) 
das  äquivalente  System : 

d^i  "" '"  ~  Ö5?^  ~       ' 

sodass  unser  Satz  vollständig  bewiesen  ist. 

Dm  hieraus  das  HAVER^sche  Theorem  zu  erhalten,  brauchen 

wir  nur  anzunehmen,    dass  das  vollständige  System  (4)  nach 

ÖF         öF  b 

r r —  aufgelöst  sei,  d. h.  dass  für  a  =  4  •  •  •  7 :  a^[x)'=  cJ«,^ 

QX^  OXg  ^ 

sei.  Dann  gehen  die  ersten  q  Gleichungen  des  Systems  (3)  in 
Xa  =  xl+  Za  über,  und  wir  erreichen  die  Auflösbarkeit  des 
Systems  (3),  wenn  wir  die  a?°  für  a  =  4  •  •  •  7  Constanten  und  für 
a^(/  den  Za  selbst  gleichsetzen,  sodass  sich  die  bekannten 
n  —  9  Hauptlösungen  in  Beziehung  auf  a?,  =  ccj ,  •  •  • ,  rr^  =  x^^ 
ergeben  in  der  Form : 

(20)    Za=fa{x^'"Xn,X^^--X^'"Xq^^Xg),   (a  =  9  +  ^  •••«)» 

welche  durch  Integration  eines  Systems  von  n  —  q  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen   4.  Ordnung  gefunden  werden  können. 

43* 
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Man  sieht  ausserdem,  dass  jedesmal,  wenn  in  dem  System  (4] 

eine  der  Grössen  -  -  nur  in  einer  der  q  Differentialgleichungen 

und  mit  dem  Factor  4  behaftet  vorkommt,  die  Anzahl  der  zu 
integrirenden  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  (4)  sich  um 
4  verringert.  Ich  hebe  schliesslich  noch  hervor,  dass  unser  Be- 
weis, wie  hier  nicht  näher  ausgeführt  werden  soll,  über  die 

(7a  (^1  nichts  voraussetzt,  als  dass  sie  für  die  in  Betracht  kommen- 
den Werthe  der  .t^  •  •  •  x^  nebst  ihren  ersten  Differentialquo- 
tienten eindeutige,  endliche  und  stetige  Functionen  ihrer  Argu- 
mente sind ;  denn  die  cpl^c  [^]  sind  ja  rational  aus  diesen  Func- 
tionen zusammengesetzt. 

Auch  der  Eingangs  aufgestellte  Satz  ist  enthalten  in  einem 
allgemeineren  Satze,  der  sich  auf  vollständige  Systeme  allge- 
meiner partieller  Differentialgleichungen  4.  Ordnung  bezieht. 
Um  denselben  aussprechen  zu  können,  formuliren  wir  den  von 
Herrn  Lib  aufgestellten  Begriff  des  Integrals  einer  partiellen 
Differentialgleichung  4.  Ordnung:  Eine  partielle  DifferenÜal- 
gleichung  1 .  Ordnung : 

(24)  F[zx,     ••irnPi-'-Pn)  — 0 

integriren  heisst  die  Grössen  zx^  "  -  XnP^'  -  -  p^^  als  solche  Func- 
tionen von  n  ivesentlichen  Parametern  u^  '  - '  u^  bestimmen,  dass 
erstens  die  Gleichung  (24)  und  zweitens  die  Differentialgleichungen: 

identisch  erfüllt  sind. 

Dann  lautet  der  allgemeine  Satz: 

Um  ein  vollständiges  System  partieller  Differentialgleichungen 
1,  Ordnung: 

(23)   F,(ÄX,..-rr„p,.  •Pn)  =  0»--»  ^9(3^1  •••^nPi-Pn)=0, 

wo  die  Fa  solche  nebst  ihren  ersten  und  zweiten  Differential" 
Quotienten  eindeutige,  endliche  und  stetige  Functionen  sind^  für 
welche  die  Ausdrücke : 

[^-  ^^]  =2^  fe  fe  +Pc  ^)  -  ,—  (,—  +Pc  -,-)) 
für  alle  Werthsysteme  der  ^  cd*  •  •  •  aSnPi ' '  *  Pn  verschwinden^  welche 
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die  Gleichungen  (23)  befriedigen  ^  zu  integriren,  bestimme  man  die 
Grössen  six^  •-  -  x^p^  -  -  -  p^^  und  die  Hülfsgrösse  p  als  Functionen 
von  u^  =  y^t,  •  •  • ,  Uq  =  y^t  durch  das  System  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen : 


m  'i^\±n 


bF      da?a       1    öF 


dt        P  ^^       ^Pb'     dt        p  ^Pa' 

rf/)a  _  __  j^  /^  ö  F\       dp_h£ 

di~       p\^Xa^^''hi]'    dt~~ 


bz 


wo 


(25)  F=2^Fcyc, 

c=l 

und  durch  die  Anfangsbedingungen^  dass  für  t=0:  zx^  -  " x^p^ 
•  •  •  p„  und  p  in  z^x^  *-  -  x^p^^  •  •  •  p^^  und  —  \  übergehen ,  wo 
diez^xl  '*'Pn  ^o/cÄe  Functionen  von  n  —  q  Parametern  w^+i*--  u^ 
sind,  welche  die  Gleichungen  (22)  und  (23)  identisch  befriedigen 
undbewirkenj  dass  zx^  •  •  •  x^Pt '  • '  Pn  ^^^  ^  wesentlichen  Para- 
metern w^  •  •  •  %  abhängen ;  diese  Anfangsbedingungen  können 
immer  ohne  Integration  erfüllt  werden. 

Den  Beweis  dieses  Satzes,  der  auf  denselben  Principien 
beruht  wie  der  obige,  will  ich  bei  einer  andern  Gelegenheit 
geben.  Man  sieht,  wie  auch  er  die  Erledigung  des  Integrations- 
geschäftes ohne  vorherige  Beduction  des  Systems  (23)  auf  die 
JicoEfsche  Form  gestattet.  Er  liefert  das  Fundamentaltheorem 
der  LiE'schen  Integrationsmethode  der  partiellen  Differential- 
gleichungen \ .  Ordnung  (in  dem  Sinne,  wie  Herr  Hayer  dasselbe 
a.  a.  0.  S.  458  verstanden  wissen  will)  als  einen  speciellen  Fall. 


SITZUNG  VOM  13.  JUNI  1892. 

C.  Hemnaim,  Das  OstwaUVsche  Axiom  des  Energieumsatzes, 

Herr  Prof.  Ostwald  hat  in  seinem  neuesten  Werk  (Lehrbuch 
der  allg.  Chemie,  2.  Auflage,  1 892,  Bd.  II,  Seite  37)  ein  gewisses 
Axiom  aufgestellt  über  den  Umsatz  der  Energie,  d.  i:  über  das- 
jenige Quantum  von  Energie,  welches  binnen  einer  gegebenen  Zeit 
aus  der  potentiellen  (distantiellen)  Form  in  die  kinetische  Form 
übergeht.  Auf  Veranlassung  meines  hochgeehrten  GoUegen  habe 
ich  dieses  Axiom  einer  nUheren  Untersuchung  unterworfen, 
allerdings  unter  der  beschränkenden  Voraussetzung,  dass  das 
gegebene  materielle  System  zu  Anfang  sich  in  Ruhe  befindet, 
und  dass  die  von  dieser  Ruhelage  aus  beginnende  Bewegung 
nur  wahrend  ihres  ersten  Zeitelementes  in  Betracht  gezogen  wer- 
den soll. 

Es  sei  mir  gestattet,  auf  diese  Dinge  hier  näher  einzugehen, 
und  dabei  statt  der  neueren  Ostwald'schen  Bezeichnungsweise 
diejenige  eintreten  zu  lassen,  welche  in  der  Dynamik  von  Alters 
her  üblich  ist. 

Ein  aus  beliebig  vielen  Massenpunkten  m  bestehendes  und 
beliebig  vielen  Bedingungsgleichungen 

(1 .)  9^i  =  ö  >        <Pi  =  ^  7         6tc.  etc. 

unterworfenes  System  bewege  sich  unter  dem  Einfluss  von 
Kräften,  die  ein  Potential  F  besitzen,  so  dass  also  in  jedem  Augen- 
blick der  Bewegung  die  Formel  stattfindet: 

(«.)  T  +  F=C  , 

wo  T  die  lebendige  Kraft  des  Systems  vorstellt,  während  C  eine 
Gonstante  bezeichnet. 

Wir  wollen  nun  voraussetzen ,  das  System  befinde  sich  zu 
Anfang  des  unendlich  kleinen  Zeitelementes  r  in  Ruhe^  und  die 
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Gesammtheit  all'  derjenigen  virtuellen  Bewegungen  in  Betracht 
ziehen,  welche  alsdann  während  der  Zeit  t,  ohne  Verletzung  der 
Gleichungen  (4.)  und  (2),  überhaupt  möglich  sind.  All' diese 
virtuellen  Bewegungen  werden  zu  Anfang  der  Zeit  r  ein  und 
dieselbe  lebendige  Kraft,  nämlich  die  lebendige  Kraft  Null  be- 
sitzen. Hingegen  werden  sie  verschiedene  lebendige.  Kräfte 
haben  zu  Ende  der  Zeit  t. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe ,  unter  all'  diesen  virtuellen 
Bewegungen  diejenige  herauszugreifen,  deren  lebendige  Kraft 
zu  Ende  der  Zeit  r  am  grössten  ist. 

Nach  unserer  Voraussetzung  befindet  sich  das  gegebene 
System  zu  Anfang  der  Zeit  r  in  Buhe,  Demgemäss  sind  die 
Goordinaten  und  Geschwindigkeitscomponenten  der  einzelnen 
Punkte  m  des  Systems  zu  Anfang  der  Zeit  r  mit 

0?,  y,  z     und     0,  0,  0  , 

andererseits  aber  zu  Ende  dieser  Zeit  mit 

ac  +  ^j   y  +  ^7    35  +  ^    und    w,  v,  w 

zu  bezeichnen.  Auch  sind  dabei  die  zwischen  den  unendlich 
kleinen  Grössen  §,  i?,  C  und  u,  v,  w  sofort  sich  ergebenden  Re- 
lalionen 

j. UT  VT  y. WT 

zu  Dotiren. 

Die  Gleichungen  (\.)  liefern  alsdann  fttr  das  Zeitelement  % 
folgende  Gleichungen : 

etc.  etc. , 

die  wir  mit  Rücksicht  auf  jene  Relationen  auch  so  schreiben 
können : 


(3.) 


etc.  etc. , 
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die  Summationen  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Punkte  m  des 
gegebenen  Systems.  In  analoger  Art  liefert  die  Gleichung  (2.) 
für  das  Zeitelement  r  die  Formel : 

(4.)    i:-^ 2 +  2-^fe^'+ö7^  +  öT^  =  ^- 

Dabei  sei  bemerkt,  dass  der  hier  auftretende  Ausdruck 
(5  )  J^  ^^^*  +  t^*  +  u)*) 

die  lebendige  Kraft  des  Systems  zu  Ende  der  Zeit  r  vorstellt. 

Die  vorhin  genannten  virtuellen  Bewegungen  sind,  weil  sie 
den  Gleichungen  (1.),  (2.)  entsprechen  sollen,  durch  die  For* 
mein  (3.),  (4.)  charakterisirt.  Und  unter  alF  diesen  virtuellen 
Bewegungen  ist  gegenwärtig  also  diejenige  herauszugreifen, 
deren  lebendige  Kraft  (5.)  zu  Ende  der  gegebenen  Zeit  r  am 
grössten  ist.  Oder  mit  andern  Worten:  Die  den  Formeln  (3.),  (4.) 
unterworfenen  Geschwindigkeitscomponenten  u,  v,  w  sind  so 
zu  bestimmen,  dass  jene  lebendige  Kraft  (5.)  ein  Maximum  wird. 
Hieraus  ergeben  sich  nach  bekannter  Regel  (iXT  u,  v,  w  die 
Gleichungen : 

,6.)      „„  =  .(„„+I»D  +  ..|ft  +  x/i.  +  .., 

etc.  etc.  , 
d.  i.  die  Gleichungen: 

„,  „-.,„.=^^-^+.,v^.+i,»|.+..., 

etc.  etc.  , 

yvo  Ij  X^y  l^,  "  '  unbekannte  Factoren  sind. 

Muitipliciren  wir,  was  die  Gleichungen  (7.)  betrifft,  die  drei 
dem  Punkt  m  entsprechenden  Gleichungen  respective  mit  u^  v,  w, 
und  addiren,  und  summiren  wir  sodann  über  sämmtliche  Punkte 
m  des  ganzen  Systems,  so  gelangen  wir  mit  Rücksicht  auf  (3.)  zu 
folgender  Formel : 

,.-«J•n.(».+.■+».)=^'2•(:-|«+^^+^^»). 

Die  Gombination  dieser  Formel  mit  (4.)  ergiebt  aber  sofort: 

8(4  —  i)  =  —  A 
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d.  i. 

Hierdurch  gewinnen  die  Gleichungen  (7.)  die  einfachere  Gestalt 

(8.)  _„.„  =  .J-f+;i,^-J+A,A^+..., 

da;  ox  ox 

etc.  etc.  , 

d.  i.  die  Gestalt : 

etc.  etc.  , 

wo  ^1 ,  ^, ,  •  •  •  (ebenso  wie  ^( ,  A, ,  •  •  •)  unbekannte  Factoren 
vorstellen. 

Die  Gleichungen  (9.)  sind  aber  offenbar  nichts  Anderes 
als  die  bekannten  dynamischen  Differentialgleichungen,  gebildet 
für  das  gegebene  System  mit  Bezug  auf  das  gegebene  Zeitele- 
ment T.  Unter  alF  jenen  virtuellen  Bewegungen  wird  also  die- 
jenige, deren  lebendige  Kraft  (5.)  zu  Ende  des  Zeitelementes  r 
am  grössien  ist,  die  Eigenschaft  haben,  identisch  zu  sein  mit  der 
unter  dem  Einfluss  der  gegebenen  Kräfte  wirklich  eintretenden 
Bewegung.  Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  Satze: 

Ein  beliebigen  Bedingungen  unterworfenes  materielles  System 
bewege  sich  unter  dem  Einfluss  gegebener  Kräfte,  die  ein  Potential 
besitzen. 

Befindet  sich  dieses  System  zu  Anfang  eines  unendlich  kleinen 
Zeitelementes  %  in  RuhCf  so  wird  unter  allen  mit  jenen  Bedingungen 
und  mit  der  Formel  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  verträglichen 
virtuellen  Bewegungen  eine  vorhanden  sein,  deren  lebendige  Kraft 
zu  Ende  der  gegebenen  Zeit  r  am  grössten  ist.  Diese  letztere 
wird  alsdann  diejenige  sein ,  welche  unter  dem  Einfluss  der  gege- 
benen Kräfte  während  der  Zeit  %  in  Wirklichkeit  eintritt. 

Dieser  Satz  aber  repräsentirt  das  Ostwald'sche  Axiom  in 
der  schon  angedeuteten  Einschränkung.  Da  nämlich  das  System 
zu  Anfang  der  Zeit  t  in  Ruhe  ist ,  so  repräsentirt  die  zu  Ende 
dieser  Zeit  vorhandene  lebendige  Kraft  dasjenige  Quantum  von 
Kneife,  welches  während  der  Zeit  t  aus  der  potentiellen  Form 
in  die  Ünetische  Form  Übergegangen  ist. 


Robert  Behrend,  lieber  die  Löslichkeü  von  Doppelverbin- 
dungen, II. 

In  der  ersten  Abhandlung  über  die  Löslichkeit  von  Doppel- 
vcrbindungcn  *j  habe  ich  experimenteU  nachzuweisen  versucht, 
dass  sich  die  Beeinflussung  der  Löslichkeft  einer  in  Lösung  dis- 
sociirten  Doppelverbindung  durch  die  Gegenwart  eines  Ueber- 
schusses  eines  ihrer  Best^dthcile  auf  Grund  der  Gesetze  des 
chemischen  Gleichgewichtes  unter  Zuhttlfenahme  der  tan  't  Hoff- 
sehen  Hypothese  über  den  Zustand  der  Körper  in  Lösungen  in 
qualitativer  und  quantitativer  Hinsicht  erklaren  lässt. 

Die  Theorie  derartiger  Vorgänge  ist  bereits  von  W.  Nernst 
(Z.  f.  physikal.  Chem.  4.  372)  entwickelt  und  für  den  Fall  der 
elcctrolytischen  Dissociation  von  ihm  sowie  später  von  Noybs 
(Z.  f.  physikal.  Chem.  6.  244]  experimentell  bestätigt  worden. 
Scheinbare  Ausnahmen  haben  ihre  Erklärung  durch  die  Arbeiten 
von  Le  Blang  und  Noybs  (Z.  f.  physikal.  Chem.  6.  385)  gefunden. 

Die  Thatsache,  dass  die  von  Nbrnst  und  Noybs  studirten 
electrolytisch  dissociirten,  sowie  die  von  mir  untersuchten  hydro- 
lytisch oder  vielmehr  alkohololytisch  dissociirten  Verbindungen 
ganz  denselben  Gesetzen  des  chemischen  Gleichgewichtes  ge- 
horchen, könnte  einerseits  als  eine  weitere  Stütze  der  ja  durch- 
aus noch  nicht  allgemein  anerkannten  Hypothese  der  elcctro- 
lytischen Dissociation  herangezogen  werden;  andererseits  zeigt 
sie  wiederum,  dass  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  che- 
mischen und  den  sogenannten  molekularen  Verbindungen  nicht 


\)  Diese  Berichte  1892.  1. 
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besteht,  dass  derselbe  vielmehr  nur  in  der  Festigkeit  der  Bindung 
zum  Ausdruck  kommt. 

Zur  weiteren  Bestätigung  der  frUher  erhaltenen  Resultate 
habe  ich  den  Einfluss  der  Anwesenheit  eines  Ueberschusses  von 
Pikrinsäure  oder  Phenantren  auf  die  LOslichkeit  des  Phenantren- 
pikrates  in  Alkohol  untersucht. 

Reines  Phenantrenpikrat  lässt  sich  nur  mit  grossen  Ver- 
lasten  aus  dem  Phenantren  des  Handels  erhalten,  da  sowohl  das 
rohe  wie  das  als  »purissimum«  bezogene  Präparat  sehr  bedeu- 
tende Mengen  anderer  Kohlenwasserstoffe  enthalten,  welche 
ebenfalls  schwerlösliche  Pikrate  liefern.  Am  besten  löst  man 
das  Phenantren  mit  etwa  10  ßi  der  berechneten  Menge  Pikrin- 
säure in  wenig  heissem  Benzol  auf.  Beim  Erkalten  scheiden  sich 
anscheinend  benzolhaltige  derbe  Krystalle  ab,  die  so  lange  aus 
Alkohol  umkrystallisirt  werden  müssen,  bis  sie  in  rein  gelben 
Nadeln  ausfallen,  die  keinen  Stich  in's  Rothe  mehr  zeigen  und 
den  constant  bleibenden  Schmelzpunkt  4  43 — 144°  (uncorr.)  auf- 
weisen. 

Die  verwendete  Pikrinsäure  wurde  aus  chemisch  reinem 
Phenol  in  bekannter  Weise  dargestellt.  Der  Schmelzpunkt  lag 
hei  420—124°  (uncorr.). 

Das  Phenantren  wurde  aus  reinem  Pikrat  durch  Zerlegen 
mit  Natronlauge  gewonnen;  es  schmolz  bei  98.5 — 99.5°. 

Die  Löslichkeitsbestimmungen  wurden  in  der  Weise  ausge- 
fährt,  dass  die  zu  untersuchenden  Substanzen  in  warmem  ab- 
solutem Alkohol  gelöst  wurden,  worauf  die  Lösungen  in  gut  ver- 
schlossenen Kölbchen  acht  Tage  oder  länger  in  einem  Räume  von 
möglichst  constanter  Temperatur,  durch  gute  Verpackung  gegen 
etwaige  zeitweise  Temperaturschwankungen  geschützt,  aufbe- 
wahrt wurden. 

Von  den  Lösungen  wurden  alsdann  je  etwa  45  ccm  ent- 
nommen, in  tarirte  Kölbchen  gebracht,  gewogen,  und  der  Alkohol 
im  Luftstrome  bei  etwa  60°  verdunstet.  Im  Rückstände  wurde 
die  Pikrinsäure  durch  Titration,  das  Phenantren  aus  der  Differenz 
bestimmt. 

Beim  Abdunsten  des  Alkohols  geht  stets  etwas  Phenantren 
mit  über;  der  abdestillirte  Alkohol  opalisirt  deuUich  auf  Zusatz 
von  Wasser.  Der  Verlust  ist  indessen  nicht  bestimmbar,  wie 
folgende  Versuche  zeigen. 

0.4307  g  Phenantren  wurden  in  45  ccm  Alkohol   gelöst 
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and  der  Alkohol  in  der  beschriebenen  Weise  entfernt.  Der  Bttck- 
stand  wog  0.4307  g. 

0.0857  g  Phenantren^  in  42  com  Alkohol  gelöst,  hinter- 
Hessen  nach  Verdunsten  des  Alkohols  0.0860  g. 

Zur  Bestimmung  der  Pikrinsäure  wurden  die  Verdunstungs-. 
rttckstände  in  je  20 — 25  ccm  Alkohol  gelöst  und  unter  An- 
wendung von  PhenolphtaleYn  mit  etwa  Vio  normaler  Kalknatron- 
lauge titrirt.  Um  genaue  Resultate  zu  erhalten,  ist  es  durchaus 
nöthig  in  der  Kälte  zu  titriren  und  nur  bis  zur  eben  eintretenden 
Rothfärbung  Alkali  zuzusetzen,  dessen  Ueberschuss  dann  durch 
ein  bis  zw^ei  Tropfen  Salzsäure  zurücktitrirt  wird. 

Setzt  man  einen  grösseren  Ueberschuss  von  Alkali  hinzu, 
so  verbraucht  man  schon  in  der  Kälte,  namentlich  aber  beim 
Erwärmen,  zu  viel  Alkali  und  findet  demgemäss  zu  viel  Pikrin- 
säure, und  zwar  um  so  mehr,  je  mehr  Phenantren  die  Lösung 
enthält.  Die  hierbei  eintretenden  chemischen  Vorgänge  denke 
ich  noch  eingehender  zu  untersuchen. 

Versuchsreihe  A. 

In  je  400  ccm  absolutem  Alkohol  wurden  gelöst: 
I.  4  4  g  Pikrinsäure 
II.     4  g  Phenantren 
Ili.     4  g  Phenantrenpikrat 
IV.     4  g  Phenantrenpikrat  und  4  4g  Pikrinsäure 
V.     4  g  Phenantrenpikrat  und  4  g  Phenantren. 

Nach  7  Tagen,  während  welcher  Zeit  die  Temperatur  des 
Aufbewahrungsortes  sich  bis  auf  wenige  Zehntelgrade  Consta  nt 
bei  44.8^  erhalten  hatte,  wurden  Proben  der  Lösungen  untersucht. 

Reihe  Aa. 

Nr.  I.        Lösung       4  4.294  g 
Httckstand    0.6685  g 
4  00  Theile  der  Lösung  enthalten  5.924  Th.  Pikrinsäure. 

Nr.  II.       Lösung  4  0.725 

Rückstand  0.3223 

4  00  Th.  enthalten         3.005  Th.  Phenantren. 
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Nr.  III.     Lösung 

Rückstand 
4  00  Th.  enthalten 
100 
100 


9 


0 


10.120 
0.1832 

1 .81  Th.  Pikrat 
1 .02  Th.  Pikrinsäure 
0.79  Th.  Phenantren. 


Nr.  IV.     Lösung 

Rückstand 

9.368 
0.5850 

• 

Pikrinsäure 

0.5684 

Phenantren 

0.0166 

1 00  Th.  enthalten 

6.245    Th. 

100    ))          » 

6.068    Pikrinsäure 

1 00    »          » 

0.177    Phenantren. 

Nr.  V.       Lösung 

Rückstand 
Pikrinsäure 

10.68 
0.3750 ' 
0.0488 

Phenantren 

0.3262 

1 00  Th.  enthalten 

3.511     Th. 

100    »          » 

0.46      Pikrinsäure 

1 00    »          r> 

3.05      Phenantren. 

Nach  1 6  Tagen  wurden  wieder  Proben  derselben  Lösungen 
analysirt.   Temperatur  war  auf  14.3°  gefallen. 


Reihe  Aß. 

Nr. 

I.        Lösung 

11.28 

Rückstand 

0.6650 

1 00  Th.  enthalten 

5.90  Th.  Pikrinsäure. 

Nr. 

IL      Lösung 

11.14 

Rückstand 

0.3291 

4  00  Th.  enthalten 

2.954  Th.  Phenantren. 

Nr. 

111.     Lösung 

10.04 

Rückstand 

0.1791 

1 00  Th.  enthalten 

1 .784  Th.  Pikrat 

4  00    »          » 

1.004  Th.  Pikrinsäure 

4  00    9          » 

0.780  Th.  Phenantren. 

m 

l 
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N. ; 

[Va.     Lösung 

9.57 

Rückstand 

0.5860 

Pikrinsäure 

0.5676 

Phenantren 

0.0184 

1 00  Th.  enthalten 

6.123  Th. 

100    »          » 

5.931   Th.  Pikrinsäure 

100»          » 

0.192  Th.  Phenantren. 

Nr. 

IV  b.  Lösung 

9.62 

Rückstand 

0.5898 

Pikrinsäure 

0.5728 

Phenantren 

0,0170 

1 00  Th.  enthalten 

6.131  Th. 

100    »          » 

5.954  Th.  Pikrinsäure 

100    »          » 

0.177  Th.  Phenantren. 

Nr. 

IVa  und  b  Mittel. 

1 00  Th.  enthalten 

6.13  Th. 

1 00    »          » 

5.95  Th.  Pikrinsäure 

100    »          » 

0.18  Th.  Phenantren. 

Nr. 

Va.    Lösung 

9.25 

Rückstand 

0.3160 

Pikrinsäure 

0.0372 

Phenantren 

0.2788 

100  Th.  enthalten 

3.42  Th. 

100    »          » 

0.40  Th.  Pikrinsäure 

100    »          » 

3.02  Th.  Phenantren. 

Nr. 

Vb.    Lösung 

8.49 

Rückstand 

0.2893 

Pikrinsäure 

0.0353 

Phenantren 

0.2540 

100  Th.  enthalten 

3.41 

100    »          » 

0.42  Pikrinsäure 

100    »          1» 

2.99  Phenantren. 

Nr. 

Vaundb  Mittel. 

100  Th.  enthalten 

3.42  Th. 

100»          » 

0.41  Th.  Pikrinsäure 

100    ))          » 

3.00  Th.  Phenantren. 
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Die  Versuche  der  Reihe  A  können  insofern  auf  grösste  Ge- 
nauigkeit keinen  Anspruch  machen,  als  bei  denselben  die  Titra- 
tion der  Pikrinsäure  nicht  unter  Einhaltung  der  oben  angegebenen 
Vorsichtsmassregeln  ausgeführt  ist,  deren  Nothwendigkeit  erst 
später  festgestellt  wurde.  Die  Bestimmung  der  Gesammtlöslich- 
keit  wird  dadurch  natürlich  nicht  beeinflusst,  wohl  aber  kann 
die  lüsHchkeit  des  Phenantrens  und  der  Pikrinsäure  um  einige 
Einheiten  in  der  zweiten  Decimale  fehlerhaft  sein.  Ich  führe  die 
Versuche  nur  deshalb  mit  an,  weil  sie  zeigen,  dass  nach  7  Tagen 
keine  wesentlichen  Aenderungen  in  dem  Zustande  der  Lösungen 
mehr  stattfinden. 

Da  es  sich  hier  darum  handelt,  die  in  gleichem  Volumen 
befindlichen  wirksamen  Mengen  der  betreffenden  Substanzen  zu 
finden,  so  hätten  eigentlich  die  in  400  Volumtheilen  gelösten 
Mengen  bestimmt  werden  müssen,  während  die  angegebenen 
Zahlen  sich  auf  1 00  Gewichtstheile  Lösung  beziehen.  Ich  habe 
diese  Umrechnung  unterlassen,  weil  sie  keinen  nennenswerthen 
Einflass  auf  das  Resultat  der  Versuche  ausübt.  Für  etwa 
wünschenswerthe  Umrechnungen  habe  ich  das  specifische  Ge- 
v\icht  der  Lösungen  Ai  bis  Av  bestimmt. 


Ltfsung  I. 

0.8S55 

*      IL 

0.8054 

»     III. 

0.8024 

»     IV. 

0.8365 

»      V. 

0.8074 

Alkohol 

0.7994 

bei  H°  gegen  Wasser  von  4  4° 


Bei  den  Versuchen  der  Reihen  B  und  C  sind  alle  Vorsichts- 
massregeln eingehalten.  Die  stets  ausgeführten  Controlversuche 
zeigen  meist  nur  Abweichungen  von  einigen  Einheiten  in  der 
dritten  Decimale;  nur  ausnahmsweise  gehen  die  Abweichungen 
über  eine  Einheit  in  der  zweiten  Decimale  hinaus.  Die  Mittel- 
werthe  dürften  zum  weitaus  grössten  Theile  auf  wenige  Ein- 
heiten der  dritten  Decimale,  in  welcher  die  direct  gewogenen 
oder  titnrten  Zehntelmilligramme  zum  Ausdruck  kommen,  ge- 
nau sein. 
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Geltfs 

I. 

II. 
III. 
IV. 

V. 
VI. 


Reihe  B. 

wurden  in  je  62  ccm  Alkohol  .- 
.4  g  Pikrat 


•*g 
•*  g 
•ig 
•*g 


» 


» 


J) 


» 


und  0.1  g  Pikrinsäure 
0.2  g 

4.0  g  n 

4.0  g  » 

2.2  g  Phenantren. 

Die  Temperatur  betrug  bei  Beginn  des  Versuches  45.5°, 
schwankte  ^om  5.  bis  zum  41.  Tage  zwischen  4  6.5  und  47.5° 
(in  zwei  Nächten  war  sie  für  kurze  Zeit  auf  45.5"  gefallen)  und 
war  dann  vom  44.  bis  zum  4  4.  Tage  constant  47.5°. 

Die  Proben  ftlr  die  Analyse  wurden  am  44.  Tage  ent- 
nommen. 

Nr.  la.  Lösung  4  0.258 

Rückstand 0^4  94  5 

Nr.  I  b.  Tösüng  4075375"  f 

Rückstand  0.4974 

400  Theile  enthalten  : 

Sunune  Pikrinsäure  Phenantren 

a.  4.866  4.050  0.846 

b.  4.870  4.052  0.848 
Mittel              4.868                    4.054  0.847 


Nr.  II  a. 


Nr.  II  b. 


a. 
b. 

Mittel 


Lösung 
Rückstand 
Pikrinsäure 
Phenantren 


40.402 
0.4930 
04472 
0.0758 


Lösung 
Rückstand 
Pikrinsäure 
Phenantren 


40.547 
0.2008 
0.4247 
0.0794 


400  Theile  enthalten: 

Summe  Pikrinsäure 
4.944  4.464 

4.909  4.457 

4.940  4.459 


Phenantren 
0.750 

0.752 
0.754 
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Nr.  m  a. 

Lösung 

10.636 

Rückstand 

0.2088 

Pikrinsäure 

0.1358 

Phenantren 

0.0730 

Nr.  m  b. 

Lösung 

9.929 

Rückstand 

0.1958 

Pikrinsäure 

0.1286 

Phenantren 

0.0672 

400  TheQe  enthalten : 

Summe 

Pikrinsäure    • 

Phenantren 

a. 

1.962 

1.276 

0.686 

b. 

4.972 

1.295 

0.677 

Mittel 

1.967 

1.285 

0.682 

Nr.  IV  a. 

Lösung 

9.56 

Rückstand 

0.2692 

Pikrinsäure 

0.2325 

1 

Phenantren 

0.0367 

Nr.IVb. 

Lösung 

9.45 

Rückstand 

0.2666 

Pikrinsäure 

0.2328 

" 

Phenantren 

0.0338 

1 00  Theile  enthalten : 

Summe 

Pikrinsäure 

Phenantren 

a. 

2.816 

2.432 

0.384 

b. 

2.821 

2.463 

0.358 

Mittel 

2.819 

2.448 

0.374 

Nr.V. 

a. 

b. 

Lösung 

9.70« 

10.846 

Rückstand 

0.6155 

0.6488 

Pikrikinsäure 

0.5981 

0.6273 

Phenantren 

0.0174 

0.0245 

100  Theile  enthalten : 

Summe 

Pikrinsäure 

Phenantren 

a. 

6.339 

6.160 

0.479 

b. 

6.351 

6.141 

0.240 

Mittel 

6.345 

6.150 

0.495 

lUttu-pliyi.  ClMM  1892. 


U 
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Nr.  VI. 

a. 

b. 

Losung 

40.96 

10.59 

Rückstand 

0.4050 

0.3920 

Pikrinsäure 

0.0461 

0.0450 

Pbenantren 

0.3589 

0.3470 

4  00  Theile  enthalten: 

Summe 

Pikrinsäure 

Phenanlren 

a. 

3.695 

0.421 

3.274 

b. 

3.702 

0.4S5 

3.277 

Mittel 

3.699 

0.423 

3.276 

Reihe  C. 

Gelöst  in  je  62  com  Alkohol. 
I.     4     g  Pikrinsäure 
II.     2.1  g  Phenantren 

III.  1.4  g  Pikrat 

IV.  1.4  g      »      und  0.5  g  Phenantren 
V.     1.4  g      »         i>     0.9  g         D 

VI.     0.8  g      »        »     2.1  g         » 
VII.     0.8  g      »         »4g  Pikrinsäure. 
Temperatur  während  der  Versuchsdauer  constant  42.3^. 
Am  achten  Tage  Proben  für  die  Analyse  entnommen. 
Nr.  I.  a.  b. 

Lösung  11.56  11.61 

Rückstand  0.6400  0.6412 

1 00  Theile  enthalten :  ~ 

Pikrinsäure 

a.  5.537 

b.  5.525 
Mittel  5.531 

Nr.  II.                                           a.  b. 

Lösung                11.23                      11.26 
Rückstand       0.3020 0.8033 

1 00  Theile  enthalten : 
Phenantren 

a.  2.689 

b.  2.694 
Mittel  2.692 
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Nr.  III. 

• 

a. 

b. 

Lösung 

10.46 

10.93 

Rückstand 

0.1695 

0.1772 

400  Theile  enthalten: 

Samme 

Pikrinsäuro 

Phenantren 

a. 

4.621 

0.918 

0.709 

b. 

4.624 

0.912 

0.709 

Millel 

4.621 

0.912 

0.709 

Nr.  IV. 

a. 

b. 

Lösung 

11.57 

11.62 

Rückstand 

0.2249 

0.2266 

Pikrinsäure 

0.0617 

0.0622 

Phenantrcn 

.    0.1632 

0.1644 

4  00  Theile  enthalten : 

Summe 

Pikrinsäure 

Phenantren 

a. 

4.944 

0.533 

1.411 

b. 

4.950 

0.536 

1.414 

Mittel 

4.947 

0.534 

1.413 

Nr.  V. 

a. 

b. 

Lösung 

11.285 

11.419 

Rückstand 

0.2874 

0.2913 

Pikrinsäure 

0.0464 

0.0464 

Phenantren 

0.2410 

0.2449 

400  Theile  enthalten: 

Summe 

Pikrinsäure 

Phenantren 

8. 

2.548 

0.411 

8.137 

b. 

2.554 

0.406 

2.145 

Mittel 

2.550 

0.409 

2.141 

Nr.  VI. 

• 

a. 

b. 

Losung 

11.44 

11.24 

Rückstand 

0.3570 

0.3513 

Pikrinsäure 

0.0403 

0.0400 

Phenantren 

0.3167 

0.3113 

100  Theile  enthalten: 

Summe 

Pikrinsiiure 

Phenantren 

a. 

3.121 

0.352 

2.769 

b. 

3.126 

0.356 

2.770 

Mittel 

3.124 

0.354 

2.770 

44» 
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Nr.  VII. 

a. 

b. 

Lösung 

11.09 

10.62 

Rückstand 

0.6397 

0.6117 

Pikrinsäure 

0.6237 

0.5975 

Phenantren 

0.0160 

0.0142 

4  00  Thcile  enthalten : 

' 

Summe 

Pikrinsäure 

Phenantren 

a. 

5.774 

5.626 

0.145 

b. 

5.759 

5.625 

0.434 

Mittel 

5.765 

5.626 

0.439 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  das  Phenantrenpikrat  in 
alkoholischer  Lösung  vollständig  dissociirt  ist,  mttsste  nach  der 
Dissociationsgleichung 

—  =  -=— ^  =  const., 

in  welcher  u  die  Menge  des  nichtdissociirten  Pikrates,  wenn 
dasselbe  nur  in  festem  Zustande  vorhanden  ist,  ebenfalls  con- 
stant  wird,  das  Product  der  direct  gefundenen  Mengen  Pikrin- 
säure (t/i)  und  Phenantren  (1^2)  für  dieselbe  Temperatur  constant 
sein.  Das  ist  aber  nicht  der  Fall  und  zwar  deshalb  nicht,  weil 
das  Pikrat  nur  theilweise  dissociirt  ist,  wie  auch  die  weiter 
unten  mitzutheilende  Molekulargewiohtsbestimmung  nach  der 
BEGKHANN^schen  Siedemethode  zeigt. 

Zwar  ist  die  Menge  des  nicht  dissociirten  Pikrates  constant, 
weil  die  Lösungen  so  hergestellt  sind,  dass  sie  stets  mit  Pikrat 
gesättigt  sind,  aber  die  in  ihnen  vorhandenen  Mengen  Pikrin- 
säure und  Phenantren  stellen  nicht  die  wirksamen  Mengen  Ui 
und  U2  dar,  sondern  die  Summen  von  Ui  und  Uj  ^^^  ^^^  ^^ 
Form  des  Pikrates  vorhandenen  Mengen  dieser  Körper.  Diese 
letzteren  Mengen  kann  man  aber  auf  Grund  einer  bereits  frtther  ^) 
mitgethcilten  Ueberlegung  bestimmen. 

Löst  man  in  einer  gesättigten  Lösung  von  Pikrinsäure  Phe- 
nantrenpikrat auf,  so  kann  dieselbe  weitere  Mengen  Pikrinsäure 
nur  in  Gestalt  des  nichtdissociirten  Pikrates  aufnehmen.  Diese 
Menge  findet  man  also,  wenn  man  die  in  der  gesättigten  Pikrin- 
säurelösung befindliche  Menge  Pikrinsäure  (Versuch  Ci)  von  der- 
jenigen abzieht,  welche  in  einer  mit  Pikrinsäure  und  Pikrat 


4)  Diese  Berichte  4  892.  H. 
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gesättigien  vorhanden  ist  (Versuch  Cyii).  Ganz  analog  ßndet 
man  die  entsprechende  Menge  Phenantren.  Ist  die  Ueberlegung 
richtig,  so  müssen  die  gefundenen  Mengen  Pikrinsäure  und 
Phenantren  im  Verhältnisse  ihrer  Molekulargewichte  stehen. 

Es  enthalten  nun  die  Lösungen: 
Cy»       5.626  Th.  Pikrinsäure         Cvi     2.770  Th.  Phenantren 
Ci  5.531     »  »  Cn      2.692    »  » 

DifTerenz    0.095     »  »  "5^78"»  » 

Es  sind  also  in  4  00  Theilen  alkoholischer  Lösung  bei  12.3" 
0.473  Theile  nichtdissociirtes  Pikrat  enthalten,  denen  nach  Ver- 
hältniss  der  Molekulargewichte  0.097  Th.  Pikrinsäure  und  0.076 
Th.  Phenantren  entsprechen,  während  0.095  und  0.078  Th.  ge- 
funden wurden. 

Da  nach  Versuch  Gm  in  100  Th.  Lösung  bei  12"  1.621  Th. 
Pikrat  enthalten  sind,  so  folgt  daraus,  dass  bei  dieser  Temperatur 
das  Pikrat  in  gesättigter  alkoholischer  Lösung  zu  fast  90  %  dis- 
sociirt  ist.  Von  diesen  1 .621  Theilen  bestehen  0.912  aus  Pikrin- 
säure nnd  0.709  aus  Phenantren.  Zieht  man  davon  die  als  nicht- 
dissociirtes Pikrat  vorhandenen  Mengen  ab,  so  erhält  man  fttr  u^ 
andu2  0.815  und  0.633.  Setzt  man  weiter  die  nunmehr  be- 
kannten Grössen  ftlr  t/,  U|,  und  t/2  ^^  die  Dissociationsgleichung 
ein,  so  erhält  man  das  Verhältniss  der  Geschwindigkeitsconstanten 

-bei  12° 

c        0.815X0.633 

T,-      ö:i73     -«•«»^• 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  sämmtlichen  Versuchs- 
resultate  zusammengestellt.  Spalte  2  enthält  die  Temperaturen 
der  Versuchsreihen,  3  die  Gesammtmenge  der  in  100  Theilen  der 
Lösungen  enthaltenen  Substanz,  4  die  Menge  der  Pikrinsäure, 
5  die  des  Phenantrens,  6  die  des  nicht  dissociirten  Pikrates, 
7  und  8  die  Mengen  von  Wj  und  i^j,  d.  h.  die  Gesammtmengen 
der  Pikrinsäure  und  des  Phenantrens  vermindert  um  die  als 
nichtdissociirtes  Pikrat  vorhandenen  Mengen  dieser  Körper.  Die 
letzteren  Mengen  sind  natürlich,  da  die  Lösungen  stets  mit  Pikrat 
gesättigt  sind,  fttr  dieselbe  Temperatur  constant.  Spalte  9  ent- 
hält das  Product  u^  •  u*i. 

Fttr  die  Versuchsreihe  B,  die  bei  17.5°  angestellt  ist,  konnte 
die  Menge  von  u  nicht  direct  bestimmt  werden,  da  keine  Lös- 
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lichkeitsbestimmungen  von  Pikrinsäure  und  Phenantren  vor- 
lagen, indessen  lüsst  sich  u  berechnen  unter  der  Toraussetzung, 
dass  sich  das  YerhäUniss  von  c:ci  zwischen  12.3^  und  4  7.5^ 
nicht  wesentlich  ändert.  Da  u  überhaupt  klein  ist,  dttrfte  das 
so  gewonnene  Resultat  hinreichend  genau  sein.  Wir  haben  unter 
dieser  Voraussetzung 

<)  A  =  JllJfl  =  2.983. 

Ci  u 

Nach  Versuch  Bi  enthalten  bei  17.5°  400  Theile  Lösung 

1.868   Pikrat,   wovon  (1.868 — u)  Theile  dissocürt  sind.     Die 

entsprechende  Menge  Pikrinsäure  t/|   ist  demnach 

229  178 

(1.868  — u]  T-r-  und  die  des  Phenantrcns  «2  (1.868  —  u)  r^- 

Diese  Werthe  in  Gleichung  1)  eingesetzt,  geben 

1.868— M\2  229. 178 


\       407      /         w  ' 


woraus  m  =  0.220  entsprechend  0.124  Pikrinsäure  und  0.096 
Phenantren. 

Für  die  Reihe  A,  welche,  wie  erwähnt,  keine  ganz  genauen 
Resultate  aufweist,  ist  für  u  ein  mittlerer  Werth  0.19  ange- 
nommen, entsprechend  0.11  Pikrinsäure  und  0.08  Phenantren. 

Aus  der  umstehenden  Tabelle  ersieht  man,  dass  das  Product 
iii-u^  ziemlich  constant  ist  beim  Vorhandensein  eines  lieber- 
Schusses  von  Pikrinsäure  (Bi  bis  Bv).  Während  die  Menge  der 
Pikrinsäure  auf  das  Ofache  wächst,  findet  zuerst  ein  leichtes 
Steigen  des  Productes  von  0.668  bis  0.681,  dann  ein  Abfall  bis 
0.597  statt^].  Dagegen  ruft  die  Vermehrung  des  Phenantrens  auf 
etwa  das  4fache  (Cm  bis  Cvi)  ein  Steigen  des  Productes  von 
0.51 6  auf  0.693  hervor.  Da  dieses  Ansteigen  entschieden  ausser- 
halb der  Fehlergrenzen  liegt  und  ausserdem  ganz  regelmässig 
erfolgt,  so  liegt  der  Gedanke  nahe,  dass  das  Phenantren  selbst 
in  der  Lösung  nicht  vollständig  in  Einzelmoleküle  aufgelöst, 
sondern  zum  Teil  in  Gestalt  grösserer  Molekularcomplexe  vor- 
handen ist.  Als  wirksame  Menge  des  Phenantrens  kann  aber 
nur  der  in  Einzel moleküle  zerlegte  Antheil  betrachtet  werden. 
Diesen  Antheil  kann  man  aber  unter  gewissen  Voraussetzungen 


1)  Zum  grössten  Theil  erklärt  sich  dieser  Abfall  aus  der  Vernach- 
lässigung der  verschiedenen  specifischen  Gewichte  der  Lösungen. 
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T 

abeli« 

3  I. 

Nr         / 

1 

Summe 

Pikrin- 
säure 

Piienan- 
tren 

14 

«1 

«1 

«!  •  «1 

Aal 

U.8" 

5.92 

»II 

» 

3.04 

>II1 

» 

4.84 

4.02 

0.79 

0.49 

0.94 

0.74 

0.65 

.IV 

» 

6.25 

6.07 

0.48 

0.49 

5.96 

0.4  0 

0.60 

«.V 

» 

3.54 

0.46 

3.05 

0.49 

0.35 

2.97 

4.04 

Aiil 

U.3° 

5.90 

»  II 

]) 

2.95 

»  III 

l> 

4.78 

4.00 

0.78 

0.4  9 

0.89 

0.70 

0.62 

»  IV 

» 

6.43 

5.94 

0.48 

0.49 

5.83 

0.40 

0.58 

.V 

1 

3.42 

0.44 

3.00 

0.49 

0.30 

2.92 

0.88 

Bl 

17.5° 

4.868 

4.054 

0.84  7 

0.220 

0.927 

0.724 

0.668 

>  il 

» 

4.940 

4.459 

0.754 

0.220 

4.035 

0.655 

0.678 

>  111 

9 

4.967 

4.285 

0.682 

0.220 

4.464 

0.586 

0.684 

»  IV 

» 

2.849 

2.448 

0.374 

0.220 

2.324 

0.275 

0.639 

.  V 

» 

6,345 

6.450 

0.495 

0.220 

6.026 

0.099 

0.597 

»  VI 

» 

3.699 

0.423 

3.276 

0.220 

0.299 

3.480 

0.954 

Gl 

42.3" 

5.534 

»  11 

0 

2.692 

»111 

n 

4.624 

0.942 

0.709 

0.473 

0.845 

0.633 

0.546 

»  IV 

9 

4.947 

0.534 

4.443 

0.473 

0.437 

4.337 

0.584 

»  V 

.      » 

2.550 

0.409 

2.444 

0.4  73 

0.34  2 

2.^65 

0.645 

»  VI 

» 

3.424 

0.354 

2.770 

0.473 

0.257 

2.695 

0.693 

»  VII 

9 

5.765 

5.626 

0.4  39 

0.473 

5.529 

0.063 

0.348 

berechnen;  wenn  man  nämlich  annimmt,  dass  das  Product  der 
wirksamen  Mengen  des  Phenantrens  und  der  Pikrinsäure  that- 
sächlich  constant  ist  und  dass  bei  einer  Verdünnung,  wie  sie  in 
der  gesättigten  Lösung  des  reinen  Pikrates  besteht,  das  Phenan- 
tren  vollständig  in  Einzelmoleküle  zerfallen  ist.  In  diesem  Falle 
stellt  das  bei  Versuch  Cm  erhaltene  Product  0.546  die  gesuchte 
(konstante  für  die  Temperatur  von  42.3®  dar.  Ganz  genau  trifft 
natürlich  die  letztere  Voraussetzung  nicht  zu,  da  sich  auch  in  der 
Lösung  des  reinen  Pikrates  jedenfalls  noch  grössere  Molekular- 
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aggregate  des  Phenantrens  vorfinden.  Dass  deren  Menge  aber 
sehr  gering  ist,  geht  schon  aus  der  sehr  annähernden  Gonstanz 
der  Werthe  von  Mj  •  u^  in  der  Reihe  B  hervor. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  erhält  man  die  Menge 
des  monomolekularen  Phenantrens  §  für  die  Lösungen  Civ  bis 
Cvi,  wenn  man  das  constante  Product  u, -1*2  (Cm)  =  0.516 
durch  lij  dividirt.  Die  Differenz  t/2  —  ^=x  giebt  die  Menge  des 
polymolekularen  Phenantrens.    Man  erhält  so 

0.54  6 


«« 

"s 

«.   "^ 

«,— f=a! 

P-.x 

ClT 

0.437 

1.337 

1.180 

0.157 

10.48 

Cv 

0.312 

2.065 

1.635 

0.430 

10.16 

Cvi 

0.257 

2.695 

2.007 

0.688 

11.76 

Die  Mengen  des  monomolekularen  und  des  polymolekularen 
Phenantrens  müssen  nun  aber  auch  wieder  im  Dissociations- 
gleichge wicht  mit  einander  stehen.  Für  den  Zerfall  einer  Ver- 
bindung in  n  gleiche  Moleküle  lautet  die  Dissociationsgleichung 


(W 


=  const.;  wo  x  die  Menge  der  zerfallenden  Verbin- 

düng,  ^  diejenige  der  Zerfallsproducte  bedeutet.   Es  muss  dem- 

nach  —  bei  derselben  Temperatur  constant  sein.  Aus  der  letzten 

Spalte  der  eben  angeführten  kleinen  Tabelle  ergiebt  sich,  dass 
die  dritten  Potenzen  von  ^  dividirt  durch  x  einen  constanten 
Werth  besitzen.  Man  darf  daraus  wohl  schliessen,  dass  die 
grösseren  Aggregate  des  Phenantrens  aus  3  Einzelmolekttlen 
bestehen. 

Mit  Hülfe  der  so  in  erster  Annäherung  erhaltenen  Constante 
§^  :x  kann  man  nun  rückwärts  für  die  übrigen  Versuche  die 
Mengen  des  trimolekularen  und  des  monomolekularen  Phenan- 
trens annähernd  berechnen.  Man  hat  nur  die  in  der  ersten 
Tabelle  unter  u^  gegebenen  Werthe  nach  dem  Verhältniss 
g» :  (T  =  4  0.5  zu  theilen.  In  Tabelle  II  sind  die  Resultate  dieser 
Annäherungsrechnung  für  eine  Reihe  von  Versuchen  zusammen- 
gestellt; für  Reihe  B  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  der 
Quotient  ^^:x  innerhalb  des  Temperaturintervalles  von  12.3° 
bis  47.5°  nicht  wesentlich  ändert.  Es  ist  das  wohl  zulässig,  da 
die  durch  diese  letzte  Correctur  bedingte  Aenderung  der  Werthe 
nur  von  sehr  geringem  Betrage  ist. 
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Die  Tabelle  II 
giebt  somit  einen 
wohl  ziemlich  genau 
zutreffenden  Ueber- 
blick  über  den 
Gleichgewichtszu- 
stand der  alkoholi- 
schen Lösungen, 
welche  Pikrinsäure 
und  Phenantren  in 
den  verschiedensten 
Mengenverhältnissen 
neben  einander  ent- 
halten, von  der  mit 
Phenantren  gesättig- 
ten einerseits  bis  zu 
der  mit  Pikrinsäure 
gesättigten  anderer- 
seits. Abgesehen  ist 
dabei  von  dem  Vor- 
handensein grösserer 
Molekularcomplexe 
der  Pikrinsäure.  Dass 
solche  sich  in  der 
That,  wenn  auch  nur 
in  geringer  Menge, 
vorfinden, wird  durch 
die  nicht  ganz  voll- 
ständige Constanz 
der  Werthe  w,  •  ^,  wie 
auch  durch  die  weiter 
unten  mitzutheilende 
Molekulargewichts- 
bestimmung der 
Pikrinsäure  höchst 
wahrscheinlich  ge- 
macht. 

Für  das  Verhält- 
niss  der  Geschwin- 
digkeitsconstanten 
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für  Phenantrenpikrat  -=-1^  ergiebt  sich  jetzt  aus  Cm  für 

S'i.y^  die  Zahl  2.879,  während  oben,  wo  die  Anwesenheit  tri- 
molekularen  Phenäntrens  vernachlässigt  war,  2.983  gefunden 
wurde.   Der  wahre  Werth  b'egt  zwischen  diesen  beiden.    Für 

17.5°  kann  -  aus  den  Versuchen  natürlich  nicht  abgeleitet 
werden,  da  für  diese  Temperatur  u  aus  dem  Werthe  von  — 

bei  <  2°  berechnet  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  —  inner- 

halb  des  fraglichen  Temperaturintervalles  nicht  ändert. 

Das  Verhällniss  der  Geschwindigkeitsconstanten  für  Irimo- 

c         $' 
lekulares  Phenantren  —  =-^  ergiebt  sich  aus  Cm  bis  Cvi  im 

Mittel  =  0.40. 

Es  sei  mir  gestattet,  an  dieser  Stelle  mit  einigen  Worten 
auf  die  Farbe  der  Pikratlösungen  zurückzukommen.  Ansghütz^) 
hat  gelegentlich  darauf  hingewiesen,  dass  die  Lösung  das  Naph- 
talinpikrates  in  Benzol  und  Eisessig  viel  intensiver  goldgelb  ge- 
färbt ist  als  die  der  äquimolekularen  Menge  Pikrinsäure,  trotz- 
dem die  Molckulargewichtsbestimmung  die  Dissociation  des 
Pikrates  erweist.  Nach  den  oben  mitgetheilten  Versuchen  dürfte 
sich  diese  Thatsache  dadurch  erklären,  dass  die  Eisessig-  oder 
Benzollösung  des  Naphtalinpikrates  neben  den  dissociirten  An- 
theilen  noch  geringe  Mengen  unverändertes  Pikrat  enthält,  wenn 
auch  in  so  geringer  Menge,  dass  es  durch  die  Molekulargewichts- 
bestimmung nicht  sicher  nachgewiesen  werden  kann. 

Das  Phenantrenpikrat  verhält  sich  ganz  analog.  Löst  man 
äquimolekulare  Mengen  Pikrat  einerseits  und  Pikrinsäure 
andererseits  in  wenig  Eisessig,  so  erscheint  die  Pikrinsäurelösung 
ganz  licht  schwefelgelb,  die  Pikratlösung  dagegen  intensiv  gold- 
gelb. Verdünnt  man  nun  beide  Lösungen  mit  Eisessig,  so  ver- 
schwindet der  Unterschied  der  Färbung  fast  ganz,  da  jedenfalls 
die  Dissociation  des  Pikrates  jetzt  weit  vollständiger  wird.  Fügt 
man  nun  zu  der  ganz  licht  gefärbten  Pikratlösung  Phenantren, 
so  nimmt  dieselbe  wieder  eine  goldgelbe  Färbung  an,  indem 
durch  das  Phenantren  die  Dissociation  des  Pikrates  wieder  rttck- 


1)  Annalcn  d.  Chemie  253.  347. 
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gängig  gemacht  wird.  Ganz  dasselbe  kann  man  an  den  alkoho- 
lischen Lösungen  beobachten,  nur  tritt  der  Unterschied  der 
Färbungen  hier  viel  weniger  deutlich  hervor,  da  man  einmal 
wegen  der  geringen  Löslichkeit  des  Pikrates  von  vornherein  mit 
verdünnten  Lösungen  arbeiten  muss  und  andererseits  alkoho- 
lische Pikrinsäurelösungen  selbst  ziemlich  intensiv  gefärbt  sind. 


Aus  den  beschriebenen  Löslichkeitsversuchen  Hess  sich 
schliessen,  dass  die  Pikrinsäure  in  nicht  zu  concentnrter  alkoho- 
lischer Lösung  so  gut  wie  vollständig  in  EinzclmolekUle  zerfällt, 
während  das  Phenantrcn  selbst  in  ziemlich  verdünnter  Lösung 
zum  Teil  aus  trimolekularen  Aggregaten  besteht.  Danach  liess 
sich  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  erwarten,  dass  auch  die 
Molekulargewichtsbestimmung  durch  Siedepunktserhöhung  des 
Alkohols  fttr  die  Pikrinsäure  nahezu  normale  Werthe  liefern 
würde,  für  das  Phenantren  dagegen  zu  hohe  und  mit  der  Gon- 
coDtration  stark  ansteigende.  Der  Versuch  hat  diese  Erwartung 
vollauf  bestätigt. 

Pikrinsäure  in  Alkohol. 

g  Subst.  auf 
100  Alkohol 

2.369 

5.682 

8.796 

11.910 

Selbst  bei  1 2procentiger  Lösung  beträgt  die  Abweichung 

vom  berechneten  Molekulargewicht  nur  5.7^. 


g  Alkohol 

g  Subsl. 

11.61 

0.2751 

J) 

0.6598 

9 

1.0215 

» 

1.3834 

Constante  11.5 

E 

M.G.      M.G.  berech. 

0.122 

223          229 

0.285 

229 

0.429 

236 

0.566 

242 

Phenantren.     M.G.  berechnet  178. 

Sbst.aunooAlkoh 
1.943 
3.784 
5.663 
7.554 
9.441 
11.990 

Die  Abweichung  vom  berechneten  Molekulargewicht  beträgt 
bei  1 2procentiger  Lösung  27  ^.  Aber  nicht  nur  qualitativ,  son- 
dern auch  quantitativ  stimmt  das  Resultat  der  Molekulargewichts- 
bestimmung mit  dem  der  Löslichkeitsbestimmungen  überein. 


g  Alkohol 

g.  Subst. 

«) 

12.72 

0.2471 

2) 

j> 

0.4813 

3; 

» 

0.7205 

i; 

f) 

0.9608 

5; 

» 

1.2007 

6J 

» 

1.5263 

E 

M.G. 

0.122 

183 

0.227 

192 

0.329 

198 

0.418 

206 

0.507 

214 

0.610 

226 
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Aus  dem  gefundenen  Molekulargewicht  eines  Körpers  kann 
man  nämlich  die  Mengen  des  Körpers  berechnen,  welche  in  Ge- 
stalt von  Einzelmolekülcn  und  von  Moickularaggregaten  vor- 
handen sind,  wenn  man  die  Zahl  der  Einzelmolekttle 
kennt,  aus  der  die  Aggregate  bestehen.  Bezeichnet  man  mit  a 
die  Menge  der  in  der  Yolumeinheit  vorhandenen  Substanz,  mit  ^ 
die  Menge  der  in  EinzclmolekUle  dissociirten ,  mit  m  das  Mole- 
kulargewicht des  Einzelmolekttls,  mit  (,i  das  gefundene  Molekular- 
gewicht und  mit  n  die  einen  Molekularcomplex  bildende  Zahl 
der  Einzelmolekttle,  so  hat  man 

§        a — §       a  ^ a 

—  +     --==-;  woraus  §  =     f^ 

m       n-  m       u  — z 1 • 

Die  Menge  der  polymolekularen  Substanz  x  ist  =  a  —  ^*. 

Unter  der  Annahme,  dass  das  Phenantren  nur  trimolekularc 
Aggregate  bildet,  ergeben  sich  aus  der  mitgetheilten  Molekular- 
gewichtsbestimmung folgende  Zahlen.  Die  Concentrationen  sind 
auf  1 00  Gewichtstheile  Lösung  (richtiger  wäre  auch  hier  Volum- 
theilej  umgerechnet. 

I 

2) 
3) 
*) 

6) 

Die  Werthe  von  ^^:x  sind  auch  hier  innerhalb  ziemlich 
weiter  Concentrationsgrenzen  annähernd  constant.  Bei  grösserer 
Verdünnung  fallen  die  Werthe,  was  vielleicht  andeutet,  dass 
auch  bimolekulare  Aggregate  existenzfähig  sind,  aber  ebensowohl 
seinen  Grund  in  Fehlerquellen  der  Methode  der  Molekular- 
gewichtsbestimmung haben  kann. 

Die  Molekulargewichtsbestimmung  des  Phenantrenpikratcs 
ergab  folgende  Znhlen.  Die  Nummern  1,  3,  5,  7,  8  einerseits 
und  2,  4,  6,  9,  10  andererseits  rühren  von  getrennten  Bestim- 
mungen her.  Man  ersieht  daraus,  wie  genau  die  Resultate  der 
BEGKHANN'schen  Methode  sind. 


gSubst.auflOOLös. 

M.G. 

X 

1 

^^:x 

4.81 

183 

0.07 

1.74 

75 

3.64 

192 

0.39 

3.25 

88 

5.43 

198 

0.82 

4.61 

420 

7.03 

206 

1.43 

5.60 

123 

8.63 

214 

2.13 

6.50 

429 

10.71 

226 

3.42 

7.29 

443 
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Alkohol    g  Subst.  gSubst.  auf        E  M.G.  M.G.  her. 

100  Alkohol 

\)  12.25  0.2010  1.641  0.086  219.5     407  bez.  203.5 

2)  12.45  0.2127  1.708  0.090  218.3 

3)  12,25  0.4056  3.311  0.175  218 
ij  12.45  0.5193  4.173  0.216  222 

5)  12.25  0.6356  5.189  0.263  227 

6)  12.45  0.8095  6.504  0.315  237 

7)  12.25  0.8404  6.861  0.330  239 

8)  12.25  1.0536  8.602  0.396  250 

9)  12.45  1.0981  8.822  0.406  250 
<0)  12.45  1.3411  10.770  0.477  260 

Das  gefundene  Molekulargewicht  liegt  entsprechend  der 
nicht  vollständigen  Dissociation  oberhalb  des  mittleren  der  Be- 
standtheile  und  wächst  stark  mit  der  Concentration.  Auch  hier 
lässt  sich  aus  dem  gefundenen  Molekulargewicht  die  Menge  des 
nicbldissociirten  Pikrates  und  die  Menge  der  dissociirten  Be- 
standtheile  berechnen.  Die  wirksame  Menge  des  Pikrates  ist  in 
der  folgenden  Zusammenstellung  mit  Uy  die  der  Pikrinsäure 
mit  u^j  die  des  Phenantrens  mit  u,  bezeichnet. 


gSbst.auflOO 

MG. 

u 

«I 

«1 

«.•«» 

Lösang 

u 

1)        4.62 

219.5 

0.24 

0.78 

0.60 

1.94 

2)        4 .68 

218.3 

0.22 

0.82 

0.64 

2.39 

3)        3.21 

218 

0.43 

1.56 

1.22 

4.44 

i)        4.01 

222 

0.67 

1.88 

1.46 

4.10 

51        4.93 

227 

1.01 

2.21 

1.71 

3.74 

6J        6.13 

237 

1.77 

2.45 

1.91 

2.64 

7)        6.47 

239 

2.02 

2.50 

1.95 

2.42 

8)        7.92 

250 

2.95 

2.80 

2.17 

2.06 

9)        8.1 0 

250 

3.02 

2.86 

2.22 

2.10 

10)        9.79 

260 

4.25 

3.12 

2.42 

1.77 

Die  Abweichungen  der  Werthe  der  letzten  Spalte  von  ein- 
ander rühren  zum  Theil  jedenfalls  von  der  Anwesenheit  des 
tnmolekularen  Phenantrens  her;  möglicherweise  auch  daher, 
dass  das  Pikrat  selbst  wieder  polymolekulare  Aggregate  viel- 
leicht verschiedener  Art  bildet.  Bemerkenswerth  ist  jedenfalls 
das  starke  Anwachsen  der  Werthe  in  der  3-  bis  5procentigen 
Lösung,  während  oberhalb  und  unterhalb  dieser  Goncentrationen 
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annähernd  die  gleichen  Zahlen  erhalten  werden.  Das  anfäng- 
liche Abnehmen  und  sp<ltere  Zunehmen  der  gefundenen  Wertfae 
des  Molekulargewichtes  erinnert  an  ähnliche  Anomalien,  welche 
Pickbring  bei  den  Molekulargewichtsbestimmungen  durch  Gefrier- 
punk tseroiedrigung  gefunden  hat. 

Im  Anschluss  an  diese  Rechnungen  habe  ich  noch  eine  Reihe 
der  von  Beckmann  (Zeitschrift  f.  physikal.  Chem.  VI.  437]  ausge- 
führten Molekulargewichtsbestimmungen  berechnet.  Von  den 
auf  die  Siedepunktserhöhung  des  Alkohols  untersuchten  Ver- 
bindungen sind  alle  berechnet  worden ,  bei  welchen  sich  stark 
von  den  berechneten  abweichende  Molekulargewichte  ergeben 
haben.  Von  diesen  zeigen  ziemlich  constante  Werthe  ftlr  ^  :  x 
Naphtalin,  Phenylbenzoat,  Acetanilid,  Bomeol  und  Acetophenon- 
oxim.  Für  das  Benzil  steigen  die  Werthe  §* :  x  mit  der  Con- 
ccntration  an,  wahrend  die  für  ^ :  x  berechneten  abnehmen; 
möglicherweise  treten  verschiedenartige  Molekularaggregate 
neben  einander  auf.  Beim  Aethylbenzoat  nehmen  die  für  ^ :  x 
berechneten  Werthe  mit  der  Concentration  stark  zu,  während 
sie  beim  Phenylbenzoat  recht  constant  erscheinen.  Durch  die 
Annahme  grösserer  Molekularaggregate  lässt  sich  die  Zunahme 
beim  Aethylbenzoat  nicht  erklären. 

Einige  Berechnungen  für  von  Beckmann  in  anderen  Lösungs- 
mitteln untersuchte  Körper  haben  weniger  einfache  Resultate 
ergeben.  Ich  brauche  wohl  kaum  darauf  aufmerksam  zu  machen, 
dass  die  anscheinenden  Gesetzmässigkeiten ,  welche  bei  diesen 
Berechnungen  zu  Tage  treten,  mit  aller  Vorsicht  aufzunehmen 
sind.  Im  günstigen  Falle  gelten  sie  nur  in  erster  Annäherung, 
indessen  dürften  sie  doch  zu  einer  eingehenderen  Untersuchung 
anregen,  zumal  wir  in  der  von  Beckmann  ausgearbeiteten  Methode 
der  Molekulargewichtsbestimmung  durch  Siedepunktserhöhung 
ein  weit  genaueres  Hülfsmittel  für  eine  solche  Untersuchung 
besitzen,  als  man  wohl  allgemein  anzunehmen  geneigt  ist. 


Naphtalin  in  Alkohol.    M.G.  berechnet  <  28. 

gSubst.  in  100  Lösung     M.G.  x  f  p:x 

2.32  U8  0.63  4.69  4.53 

3.98  455  1.39  2.59  4.76 
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Phenylbenzoat  in  Alkohol.  M.G.  ber.  198. 

gSubst.ini  00  Lösung    M.G.                 x  |                   l^:x 

3.37             215             0.52  2.75             14.5 

6.09             222             1.32  4.77             17.2 

8.61              233             2.59  6.02             14.0 

Acetanüid  in  Alkohol.    M.G.  ber.  135. 

gSabst,in400Lüsung     M.G.                 x  I                   P:x 

2.89             142             0.29  2.60             23.3 

5.65             147             0.92  4.73             24.3 

8.19             151              1.74  6.45             24.9 

41.90             159             3.60  8.30             19.1 

Acetophenonoxim  in  Alkohol.  M.G.  ber.  1 35. 

gSubsk.  in^OOLösung     M.G.                 x  |                  ?\x 

6.25             143             0.70  5.55             40.0 

8.96             151              1.89  7.07             26.4 

41.48             154             2.83  8.65             26.4 


Borneol  in  Alkohol.    M.G.  ber.  454. 

g  Subst.  in  1 00  Lösnng 
3.24 

M.G. 
4  64 

X                         1 

0.28             2.96 

3.13 

5.52 

464 

0.67             4.85 

3.51 

8.66 

474 

1.73             6.93 

2.78 

13.09 

479 
Benzil  in  All 

3.65             9.44 

2.44 

tohol.    M.G.  ber.  210. 

gSubst-inlOO 
Lösung 

2.89 

M.G. 
232 

X 

0.55 

1           S^:x            X 

2.34       9.95       0.41 

1          ^^:x 

2.48     37.2 

5.47 

244 

4.44 

3.73       9.66       1.08 

4.09     63.3 

7.63 

258 

2.84 

4.79       8.08       2.13 

5.50     78.1 

40.7 

279 

5.29 

5.41       5.53       3.97 

6.73     77.8 

M.G. 

x  —  %  M.G.  ?       M.G.  X 

r^  3  M.G.  ^ 

Aethylbenzoat  in  Alkohol. 


g  Subst.  in  4  00  Lösung 

M.G. 

X 

1 

^■■x 

4.96 

470 

0.46 

4.50 

4.9 

5.54 

483 

2.00 

3.54 

6.3 

9.82 

490 

i.43 

5.69 

7.8 

46.64 

204 

6.08 

40.56 

48.3 

210 
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NaphtaU 

n  in  Ae 

thylacetal 

M.G 

.  ber.  1 28. 

g  Subst.  in  1 00  Lösung 
0.70 

M.G. 
133 

X 

0.06 

0.64 

6.83 

4.81 

130 

0.06 

1.75 

51.01 

4.27 

140 

0.74 

3.53 

16.85 

8.79 

148 

2.37 

6.42 

17.39 

15.25 

150 
Naphtalin  in 

4.48 

1 

0.77 
er.  128. 

24.04 

Äether. 

M.G.  b 

gSubsLinlOO 
Lösung 

6.62 

M.G. 
132 

OS 

0.41 

1 

6.21 

94.06 

X 

0.30 

6.32     841 

12.46 

143 

2.62 

9.84 

36.96 

1.96 

10.50     590 

19.73 

152 

6.22 

13.51 

29.34 

4.67 

15.06     731 

M.6 
Naphtalin  in 

.x  — 2M.G.^ 

H.G.a 
er.  128. 

;  =  3  M.G.  1 

Aceton. 

llf.6.  b 

g  Subst.  in  4  00 
Lösung 

5.60 

M.G. 
134 

X 

0.50 

5.10 

?:x 

52.0 

X 

0.38 

5.22     374 

11.23 

145 

2.64 

8.59 

28.0 

1.98 

9.25     400 

18.74 

155 

6.53 

12.21 

22.8 

4.90 

13.84     541 

M.G.  x  =  %  M.G.  l       M.G.  (T  =  3  M.G.  ^ 
Leipzig,  I.  chemisches  Laboratorium  der  Universität. 
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SITZUNG  VOM  13.  JUNI  1892. 

W.  Ortwald,  Studien  zur  Energelik^).  II.  Gmmdlinien  der 
dlgemeinen  Energetik. 

1.  Der  erste  Hauptsatz. 

Die  Begriffe,  welche  allein  auf  sämmtliche  Gebiete  der 
messenden  Wissenschaften  Anwendung  finden,  sind  Raum,  Zeit 
and  Energie.  Diese  Bedeutung  der  beiden  ersten  ist  seit  Kant 
ausser  Zweifel ;  dass  die  Energie  ein  Recht  darauf  besitzt,  neben 
ihnen  genannt  zu  werden,  folgt  daraus,  dass  sie  vermöge  des 
Gesetzes  ihrer  Umwandlung  und  quantitativen  Erhaltung  eine 
messbare  Beziehung  zwischen  sammtlichen  Gebieten  der  natür- 
lichen Erscheinungen  ermöglicht;  ihr  ausschliessliches  Recht, 
neben  Raum  und  Zeit  genannt  zu  werden,  liegt  darin  begründet^ 
dass  ausser  der  Energie  kein  weiterer  Allgemeinbegriff  bekannt 
ist,  welcher  auf  alle  Gebiete  Anwendung  findet. 

Wahrend  wir  die  Zeit  als  unbedingt  fliessend ,  den  Raum 
als  unbedingt  ruhend  anschauen,  finden  wir  die  Energie  in 
beiden  Zuständen  erscheinen;  alles  Geschehen  ist  in  letzter  In- 
stanz nichts  als  eine  Veränderung  der  Energie. 

Die  Energie  kann  an  einem  Orte  kleiner  werden  und  ver- 
schwinden, an  einem  anderen  Orte  wachsen.  Erfahrungsgemäss 
ist  die  Verminderung  der  Energie  an  einem  Orte  stets  mit  einer 
nnmerisch  gleichen  Vermehrung  an  einem  anderen  Orte  ver- 
bunden; den  Ausdinick  dieser  Erfahrung  bildet  der  erste 
Hauptsatz  der  Energetik  y  welcher  vor  nunmehr  50  Jahren  von 
J.  R.  Mayer  entdeckt  worden  ist,  und  lautet:  die  Gesammtmenge 
der  Energie  ist  constant.  Wenn  an  einem  Orte  Energie  ver- 
schwindet, so  muss  zwar  welche  an  einem  anderen  Orte  er- 
scheinen;  es  ist  aber  nicht  nothwendig,  dass  dies  in  gleicher 

1)  Vgl.  diese  Berichte,  1894,  S.  374. 
MallL-pkjrs.  CUsse.  1893.  45 
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Gestalt  geschieht.  Man  drückt  die  Thatsache,  dass  eine  andere 
Art  Energie  für  die  verschwundene  erscheint,  durch  das  Wort 
Umwandlung  aus.  Das  fragliche  Gesetz  lautet  dann  folgender- 
massen:  Wandelt  sich  eine  bestimmte  Menge  der  Energie  A  in 
eine  andere  Form  B,  und  diese  in  die  Form  C  um,  so  wird  die 
gleiche  Menge  von  C  erhalten,  als  wenn  A  sich  unmittelbar  in  C 
verwandelt  hätte.  Nennt  man  die  bei  der  Umwandlung  ent- 
stehenden Energiemengen  äquivalent,  so  lässt  sich  der  erste 
Hauptsatz  aussprechen:  Zwei  Energiemengen^  welche  einzeln  einer 
dritten  äquivalent  sind,  sind  auch  einander  äquivalent. 

Wenn  endlich  eine  Vorrichtung ,  in  welcher  durch  irgend 
welche  Vorgänge  beständig  Arbeit  oder  allgemein  Energie  ohne 
entsprechenden  Verbrauch  anderer  Energie  erzeugt  werden 
könnte,  ein  perpetuum  mobile  erster  Art*)  genannt  wird,  lässt 
sich  die  erfahrungsmässige  Grundlage  des  ersten  Hauptsatzes 
kurz  folgendermassen  aussprechen : 

Ein  perpetuum  mobile  erster  Art  ist  unmöglich. 

Der  analytische  Ausdruck  dieser  Beziehungen  ist  ein  sehr 
einfacher.  Ist  a  die  (in  eigenem  Maass  gemessene]  Menge  der 
Energie  A,  welche  verschwindet,  und  b  die  (wiederum  in  eige- 
nem Maass  gemessene}  Menge  der  Energie  B,  welche  entsteht, 
so  gilt  zunächst 

a  =  f(A,B]b 

welche  Gleichung  ausdrückt,  dass  beide  Grössen  a  und  b  ein- 
ander proportional  sind.  Der  Factor  f{A,B)  hängt  von  der 
Beschaffenheit  der  beiden  Energieen  A  und  B  ab,  und  zwar  ist 
er  aus  jedem  Umwandlungsversuch  zu  bestimmen,  bei  welchem 
die  Mengen  a  und  b  gemessen  werden,  indem 

ist. 

Bestimmt  man  ebenso  den  Umwandlungsfactor  f(B,C)  für 
die  Energieen  B  und  C,  so  folgt  in  gleicher  Weise 

f{B,C)=j. 
Durch  Multiplication  folgt 


1)  Das  Schema  eines  perpetuum  mobile  zweiter  Art  wird  weiter  unten 
dargelegt  werden. 
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Nun  ist  definitionsgemäss  —  =  f  {A,C)  und  wir  haben 

f{A,B).f(B,q=f{A,C). 

Dies  ist  der  Ausdruck  fttr  die  zweite  Form  des  ersten  Hauptsatzes. 

Es  ist  offenbar  am  einfachsten,  die  willkürlichen  Einheiten 
der  Energie  in  ihren  verschiedenen  Formen  so  zu  wählen,  dass 
alle  Factoren  f[A,B]u.s.w.  gleich  Eins  werden;  fttr  die  fol- 
genden Erörterungen  soll  angenommen  werden ,  dass  dies  ge- 
schehen ist.  Als  Bezugseinheit  dient  die  der  Bewegungsenergie. 
Dieselbe  entspricht  der  Formel  Ek  =  ^mv^y  die  Einheit  der 
Energie  ist  also  gleich  der  doppelten  Menge  der  in  einem  Gramm 
Masse,  welche  sich  mit  der  Geschwindigkeit  von  1  cm  in  der 
Secunde  bewegt,  enthaltenen  Energie. 

Es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden,  dass  die  Um- 
wandlung einer  Energie  gleichzeitig  in  mehrere  andere  stattfinden 
kann.  Nennt  man  a  die  ursprüngliche,  b\  b",  b*"  ...  die  umge- 
wandelten Energiemengen,  so  kann  man  a  in  Summanden  a^ ,  ^27 
^j . . .  zerlegen,  welche  den  Bedingungen  entsprechen 

«1  =  b', 

ct2  =  b'\  etc. 
wobei  die  eben  gemachten  Feststellungen  bezüglich  der  Um- 
wandlungsfactoren angenommen  sind),  und  wir  haben  die  Summe 

a  =  i'  -|-  ft"  +  b"'  -}-••• 
Auf  gleiche  Weise  können  verschiedene  Energiearten  A  sich  in 
eine  gleiche  B^  oder  ipi  allgemeinsten  Falle  verschiedene  Arten 
A  in  verschiedene  B  verwandeln;  die  Gleichung  lautet  dann 

2a  =  2b, 
oder  2b  —  ^a  =  0. 

Hierbei  ist  alle  Energie  als  wesentlich  positiv  gerechnet;  das 
positive  Zeichen  bezieht  sich  auf  entstandene,  das  negative  auf 
verschwundene  Energiemengen. 

2.  Der  zweite  Hauptsatz. 

Der  erste  Hauptsatz  der  Energetik  bezweckt  den  Ausdruck 
der  Thatsache,  dass  die  Energie  eine  selbständige,  in  allen  ihren 
Erscheinungsformen  gleichartige  Grösse  ist,   deren  Gesammt- 

4  5* 
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betrag  sich  als  unveränderlich  erweist,  und  deren  verschieden- 
artige Beschaffenheit  sich  daher  am  anschaulichsten  unter  der 
Ausdrucksform  einer  wechselseitigen  Umwandlung  der  verschie- 
denen Arten  der  Energie  darstellen  lässt.  Es  entsteht  nun, 
nachdem  diese  Umwandlungen  in  Bezug  auf  ihre  Bilanz  durch 
den  ersten  Hauptsatz  geregelt  sind,  die  Frage  nach  den  Ursachen, 
welche  das  Eintreten  solcher  Umwandlung  veranlassen  oder 
verhindern.  Die  Beantwortung  dieser  Frage  ist  der  Inhalt  des 
zweiten  Hauptsatzes  der  Energetik, 

Wenn  wir  zunächst  unsere  Betrachtungen  auf  den  einfachsten 
Fall  beschränken,  dass  nur  eine  Art  Energie  vorhanden  ist,  so 
wird  die  einfachste  Umwandlung,  die  möglich  ist,  darin  bestehen, 
dass  an  einem  Orte  ein  gewisser  Betrag  verschwindet,  wobei 
dem  ersten  Haupsatze  gemäss  an  einem  anderen  Orte  der  gleiche 
Betrag  erscheinen  muss.  Die  Erfahrung  lehrt,  dass  in  gewissen 
Fällen  solche  Uebergänge  der  Energie  eintreten,  in  anderen  nicht. 
Um  diese  Verhältnisse  auszudrücken,  werden  wir  der  Energie 
eine  bestimmte  Eigenschaft  zuschreiben ,  die  wir,  ohne  weitere 
Voraussetzungen  zu  machen,  ihre  Intensität  nennen  wollen.  Die 
Intensität  der  Energie  soll  in  dem  Falle  als  gleich  angesehen 
werden,  w^enn  kein  Uebergang  erfolgt;  findet  ein  solcher  statt, 
so  soll  der  Energie  in  dem  Gebiete,  in  welchem  sie  sich  ver- 
mindert, eine  höhere,  in  dem  Gebiete,  in  welchem  sie  sich  ver- 
mehrt, eine  niedere  Intensität  zugeschrieben  werden. 

Wenn  zwischen  zwei  Gebieten  A  und  B  kein  Uebergang 
der  Energie  stattfindet,  so  soll  dieser  Zustand  als  der  des  Gleich- 
gewichts der  Energie  bezeichnet  werden. 

Als  allgemeinster  Erfahrungssatz  bezüglich  der  Uebergänge 
der  Energie  kann  nun  der  folgende  ausgesprochen  werden : 

Zwei  Gebilde y  die  einzeln  mit  einem  dritten  im  Energiegleich- 
gewicht  sind,  sind  auch  unter  einander  im  Gleichgewicht, 

Ein  anderer  Ausdruck  dieses  Erfahrungssatzes  ergiebt  sich, 
wenn  wir  den  oben  definirten  Begriff  der  Intensität  benutzen ; 
er  lautet: 

Zwei  Intensitäten^  die  einzeln  einer  dritten  gleich  sind,  sind 
unter  einander  gleich. 

Die  sehr  ausgedehnte  Erfahrung,  auf  welche  dieser  Satz 
begründet  ist,  tritt  am  deutlichsten  ins  Bewusstsein,  wenn  man 
den  Satz  als  ungültig  annimmt.  Um  eine  Anschauung  zu  haben, 
betrachten  wir  die  Energieform  der  Wärme.    Wir  bringen  den 
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Körper  A  mit  einem  Körper  C  in  Berührung ,  und  ebenso  einen 
anderen  Körper  B  mit  C,  bis  die  Wärme  zwischen  A  und  C,  sowie 
zwischen  B  und  C  nicht  mehr  übergeht.  Wären  alsdann  A  und 
B  nicht  hn  Gleichgewicht,  so  würde,  wenn  wir  nunmehr  A  und 
B  in  Berührung  bringen,  ein  Wärmeübergang  erfolgen;  wir 
nebmen  an,  dass  A  Wärme  dabei  verliert,  welche  nach  B  über- 
geht. Dadurch  würde  aber  alsbald  das  Gleichgewicht  zwischen 
^1  und  C,  sowie  zwischen  B  und  C  gestört  werden,  Wärme  würde 
von  C  nach  A  gehen,  um  den  Verlust  zu  ersetzen,  und  von  B 
würde  der  Ueberschuss  nach  C  abfliessen.  Dadurch  ist  wiederum 
das  Gleichgewicht  zwischen  A  und  B  gestört,  und  der  Vorgang 
müsste  sich  bis  ins  Unbegrenzte  wiederholen. 

Nennen  wir  eine  derartige  Anordnung,  bei  welcher  sich  die 
Energie  ohne  äusseren  Anlass  in  Bewegung  setzt  und  darin 
erhält  (während  ihre  Menge  constant  bleibt]  ein  perpetuum  mobile 
zweiter  Art,  so  können  wir  den  fraglichen  Erfahrungssatz  auch 
folgendergestalt  aussprechen: 

Ein  perpetuum  mohik  zweiter  Art  ist  unmöglich. 

Diese  nur  in  der  Form  verschiedenen  Sätze  sind  der  Aus- 
drack  des  zweiten  Hauptsatzes  der  Energetik.  Beide  Sätze  sind 
als  die  zur  Zeit  allgemeinsten  empirischen  Naturgesetze  anzu- 
sehen, welche  sämmtliche  Erscheinungen  der  natürlichen  Welt 
regeln. 

Der  zweite  Hauptsatz  ist  zunächst  nur  für  den  Uebergang 
einer  Art  Energie  von  einem  Orte  zum  anderen  ausgesprochen 
worden.  Er  gilt  in  angemessen  veränderter  Gestalt  auch  für 
die  Umwandlung  der  verschiedenen  Energiearten  in  einander, 
doch  setzt  sein  Ausspruch  für  allgemeinere  Bedingungen  einige 
Untersuchungen  und  Begriffsbestimmungen  voraus,  zu  denen 
wir  jetzt  übergehen  wollen. 

3.  Die  Factoren  der  Energie. 

Die  Intensität  der  Energie  ist  als  eine  Grösse  definirt  worden, 
welche  in  einem  Räume  abnimmt,  welcher  Energie  verliert,  und 
zunimmt,  wo  sich  die  Energie  vermehrt.  Durch  die  Thatsachc 
des  Energieüberganges  lässt  sich  eine  Stufenleiter  der  Intensität 
bestimmen,  indem  wir  höhere,  niedere  und  gleiche  Werthe 
erkennen  und  unterscheiden  können.  Der  Satz,  dass  zwei  Inten- 
sitäten, die  einer  dritten  gleich  sind,  es  auch  untereinander 
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sind;  bedingt,  dass  diese  Stufenleiter  fttr  eine  gegebene  Art  der 
Energie  eine  cUlgemeingültige  ist.  Die  Abstände  dieser  Stufen 
sind  zunächst  willkürlich f  sie  sollen  so  bestimmt  werden,  dass 
gleichen  Zu-  oder  Abnahmen  der  Energie  in  einem  gegebenen  Ge- 
bilde  gleiche  Zu-  oder  Abnahmen  der  Intensität  entsprechen.  Unter 
dieser  Voraussetzung  kann  man  die  in  einem  gegebenen  Gebilde 
vorhandene  Energie  ihrerseits  als  proportional  ihrer  Intensität 
ansetzen.  Nennen  wir  die  Energie  E^  ihre  Intensität  /,  so  schreiben 
wir  definitionsgemäss 

£  =  c  I, 

wo  c  der  Proportionalitätsfactor  ist  und  die  Zählung  der  Inten- 
sitäten bei  £*  =  0  beginnt. 

Die  Grösse  c  misst  die  Energiemenge,  welche  bei  gegebener 
Intensität  i  in  einem  Gebilde  vorhanden  ist.  Sie  kann  daher 
passend  als  der  Capadtätsfactor  der  Energie  oder  die  Capacität 
des  Gebildes  für  Energie  bezeichnet  werden. 

Da  die  eben  durchgeführte  Entwicklung  sich  nur  auf  die  in 
den  beiden  Hauptsätzen  fixirten  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Energie  stützt,  so  kann  man  als  die  Zerlegbarkeit  in  einen  Inten- 
sitäts-  und  einen  Gapacitätsfactor  gleichfalls  als  eine  aligemeine 
Eigenschaft  der  Energie  ansehen ,  welche  bei  der  Untersuchung 
jeder  Art  Energie  vorausgesetzt  werden  darf. 

Der  Erfahrung  sind  die  absoluten  Beträge  der  Energie  eines 
gegebenen  Gebildes  im  Allgemeinen  nicht  zugänglich.  Die 
experimentelle  Feststellung  der  Zahlenwerthe  in  der  Gleichung 
E  =  et  ist  somit  nicht  ausführbar.  Wohl  aber  dürfen  die 
Aendemngen  der  Energie  als  messbar  vorausgesetzt  werden.  Aus 

E=ci 
folgt 

dE  =  cdi  -\-  idc. 

Wird  die  Gleichung  zerlegt  in 

dE  =  cdi  (c  constant),  (a) 

dE  =  idc  (i  constant) ,  (b) 

so  wird  die  Möglichkeit  ersichtlich,  durch  gleichzeitige  Messung 
der  Aenderungen  dE  und  di,  resp.  de  auch  die  absoluten  Werthe 
von  c  und  t  zu  ermitteln.  In  dem  Falle,  dass  beide  Gleichungen 
(a)  und  (b)  experimentell  herstellbar  sind,  lässt  sich  c  und  t  er- 
mitteln, und  somit  auch  ihr  Product,  der  Gesammtbetrag  der 
fraglichen  Energie.     Doch  sind  die  Fälle  häufig,  in  welchen 
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die  in  der  einen  oder  der  anderen  Gleichung  angenommenen 
Aenderungen  nicht  möglich  sind;  dann  rouss  man  auf  die  Be- 
stimmung des  entsprechenden  Factors  verzichten. 

4.  Die  Arten  der  Energie. 

Nicht  zu  dem  Zwecke,  eine  vollständige  Zusammenstellung 
aller  Energiearten  zu  geben,  sondern  nur  zu  dem  praktischen  Be- 
hofe,  für  die  nachfolgenden  Erörterungen  anschauliches  Material 
lu  liefern,  ist  die  nachstehende  vorläufige  Tabelle  der  Energie- 
formen hier  mitgetheiit.  Eine  systematische  Tabelle  lässt  sich 
nämlich  erst  entwerfen ,  nachdem  die  auffälligen  und  charak- 
teristischen Verschiedenheiten  der  Energiearten  und  ihrer 
Factorcn  an  der  Hand  der  später  darzulegenden  allgemeinen 
Beziehungen  der  Energiefactoren  untersucht  und  festgestellt 
worden  sind,  wobei  sich  denn  auch  die  weitere  Aussicht  ergiebt, 
aus  dem  Vorkommen  etwaiger  Lttcken  in  einer  derartigen  syste- 
matischen Tubelle  auf  die  Möglichkeit  und  Beschaffenheit  zur 
Zeit  noch  unbekannter  Energieformen  Schlüsse  zu  ziehen. 

Von  den  sämmtlichen  Energiearten  lassen  sich  zunächst 
die  mechanischen  aussondern ,  zu  deren  Bestimmung  ausser  der 
Einheit  der  Energie  selbst  nur  noch  die  Einheiten  des  Baumes 
[der  Länge}  und  der  Zeit  erforderlich  sind.  Und  zwar  bilden 
sie  die  beiden  Gruppen  der  kinetischen  oder  Bewegungsenergie 
und  der  Raumenergie^  welche  in  die  drei  Unterabtheilungen  der 
/>wtonj5-,F/äcÄen-und  Volum-Energie  zerfällt.  Die  mechanischen 
Euergieen  und  ihre  Factoren  sind  daher : 

Energie  Capacität  Intensität 

I  Masse  Geschwindigkeits- 

quadrat 

Bewegungsgrösse  Geschwindigkeit 
B.  Raumenergie 

a.  Distanzenergie  Strecke  Kraft 

b.  Flächenenergie  Fläche  Flächenspannung 

c.  Volumenergie  Volum  Druck 

Die  Bewegungsenergie  m-^  lässt  sich  auf  zwei  Arten  in 

Factoren  zerlegen.  Die  wichtigste  Zerlegung  ist  Masse  und 
(halbes)  Geschwindigkeitsquadrat|  eine  secundäre  in  Bewegungs^ 
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grosse  mv  und  Geschwindigkeit  ^t\  die  unter  bestimmten  um- 
ständen anwendbar  ist,  aber  unter  dem  Nachtheile  steht,  dass 
beide  Factoren  von  einander  nicht  unabhängig  sind. 

Die  Raumenergie  muss,  wie  geschehen,  in  drei  Unterabthei- 
lungen geschieden  werden.  Es  ist  eines  der  folgenreichsten 
Uebersehen  in  der  Entwicklung  der  Wissenschaft,  dass  man  die 
Distanzenergie  für  die  einzige  Form  der  Raumenergie  gehalten, 
und  daher  ein  Redttrfniss  empfunden  hat,  die  beiden  anderen, 
ja  auch  alle  nicht  mechanischen  Energiearten ,  überall  auf  die 
erste  zurückzuführen. 

Von  weiteren  Energiearten  sind  zu  erwähnen : 

Energie  Capacität  Intensität 

C.  Wärmeenergie  Wanneoapacität  Temperatur 

oder  Entropie 

D.  Elektrische  Energie    Elektricitätsmenge  Potential 

E.  Magnetische  Energie         "«"«« •*««  Magnetisches 

°  Magnetismus  Potential 

F.  Chemische  Energie  Yerbindungsgewioht   Chemisches  Poten- 

tial oder  AfßniUii 

G.  Strahlende  Enei«e    Absorptions-  resp.       Intensität  der 

^         Emissionsgrösse  Strahlung 

Zu  dieser  Tabelle  sind  noch  folgende  Erläuterungen  zu 
machen. 

C.  Die  Capacitötsgrösse  der  Wärmeenergie  wird  Wärme- 
capacität  in  dem  Falle  genannt,  dass  mit  der  Zuführung  der 
Energie  die  Temperatur  sich  ändert;  findet  letzteres  nicht  statt, 
so  ist  der  Name  Entropie  üblich. 

F.  Der  Capacitatsfactor  der  chemischen  Energie  ist  wie  der 
der  Wärme  der  Masse  und  dem  Geweicht  proportional ;  es  ist 
aber  aus  dem  gewählten  Namen  Verbindungsgewicht  nicht  zu 
schliessen,  dass  die  chemische  Capacität  ihrem  Wesen  nach  ein 
Gewicht  sei.  Sie  ist  dies  so  wenig,  wie  sie  eine  Masse  ist;  beiden 
ist  sie  nur  proportional,  und  der  Proportionalitätsfactor  ist  wech- 
selnd mit  dem,  was  man  die  Natur  des  Stoffes  nennt.  Im  übrigen 
ist  für  den  Capacitätsfactor  der  chemischen  Energie  ebensowenig, 
wie  für  irgend  einen  anderen  Energiefactor  der  letzten  Tabelle 
eine  »Dimensiona  in  den  üblichen  Einheiten  von  Länge,  Zeit  und 
Masse  angebbar ;  alle  entgegenstehenden  Rehauptungen  beruhen 
auf  willkürlichen  Vernachlässigungen  und  somit  auf  Irrthum. 
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Der  iDtensitStsfactor  der  chemischen  Energie ,  deren  Zer- 
legung in  Factoren  von  Willard  Gibbs  herrührt,  entspricht  am 
meisten  dem  (bisher  allerdings  ziemlich  unklaren]  Begriff  der 
chemischen  AfGnität,  ist  aber  weiter  als  dieser. 

G.  Was  endlich  die  letztgenannte  Energieart,  die  strahlende 
Energie  anlangt,  so  nimmt  sie  insofern  eine  ganz  besondere 
Stellung  ein,  als  sie  diejenige  Form  ist ,  in  welcher  die  Energie 
nicht  an  die  Materie  gebunden  erscheint.  Wir  werden  später 
sehen,  dass  der  thatsächliche  Inhalt  des  Begriffs  der  Materie  das 
Vorhandensein  gegenseitiger ,  unveränderlicher  Beziehungen 
zwischen  den  Factoren  der  verschiedenen  Energiearten  ist;  die 
strahlende  Energie  ist  also  diejenige  Form,  welche  solchen  Be- 
ziehungen nicht  unterworfen  ist. 

Den  Capacitätsfactor  der  strahlenden  Energie  habe  ich  die 
EmissioDSgrtfsse  genannt;  sein  Werth  wird  im  Allgemeinen  durch 
das  Product  aus  der  strahlenden  Fläche  und  einem  specifischen 
Factor,  dem  Emissionscoefficienten,  bestimmt.  Der  Intensitäts- 
factor  der 'strahlenden  Energie  ist  diejenige  Grösse,  welche  an 
zwei  Objecten  gleich  ist,  wenn  zwischen  ihnen  kein  Energie- 
aastausch durch  Strahlung  erfolgen  soll.  Sind  zwei  Körper 
einzeln  mit  einem  dritten  im  Slrahlungsgleichgewicht ,  so  sind 
sie  es  auch  unter  einander.  Dieser  Satz  ist  die  Grundlage  des 
Kirch HOFp'schen  Gesetzes;  dieses  folgt  mit  Nothwendigkeit  aus 
dem  zweiten  Hauptsatze  der  Energetik. 

Im  Allgemeinen  ist  die  Intensitätsgrösse  der  Strahlung  eine 
eindeutige  Function  der  Temperatur,  so  dass  beide  gleichzeitig 
gleich  oder  in  gleichem  Sinne  verschieden  sind.  Doch  giebt  es 
Fälle,  nämlich  wenn  andere  Energieformen  ausser  der  Wärme 
in  strahlende  Energie  übergehen,  wo  bei  gleichen  Temperaturen 
ganz  verschiedene  Intensitätsgrössen  der  Strahlung  bestehen 
können,  so  dass  diese  keineswegs  von  der  Temperatur  allein 
abhängig  ist. 

Die  strahlende  Energie  wird  oft  strahlende  Wärme  genannt. 
Es  ist  dies  eine  irreführende  Bezeichnung,  die  daher  rührt,  dass 
warme  Körper  sehr  leicht  Energie  in  Form  von  strahlender 
Enei^ie  abgeben.  Dies  ist  aber  keine  nothwendige  Beziehung, 
da  strahlende  Energie  auch  aus  anderen  Formen ,  z.  B.  elektri- 
scherund chemischer  entstehen  kann,  ohne  dass  diese  inzwischen 
in  Wärme  übergegangen  wären.  Ebenso  verwandelt  sich  strah- 
lende Energie  (wie  alle  anderen  Formen)  besonders  leicht,  aber 
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keineswegs  ausschliesslich  in  Wärme.   Im  Uebrigen  folgen  aber 
beide  Eiiergiearten  ganz  verschiedenen  Gesetzen. 

Zum  Wesen  der  strahlenden  Energie  gehört,  dass  sie  eine 
periodische  Erscheinung  (meist  von  äusserst  kurzer  Periode)  ist. 

5.  Ermittelung  der  Energiefactoren. 

Von  den  Factoren  der  Energie  lässt  sich  die  Intensität  am 
leichtesten  erkennen,  da  sie  diejenige  Eigenschaft  ist,  von  welcher 
die  Buhe  oder  Bewegung  der  Energie,  d.  h.  alles  Geschehen  ab- 
hängt. Wir  sind  daher  mit  dieser  Grösse  erfahrungsgemäss  am 
frühesten  vertraut,  und  zwar  stets  noch  früher,  als  mit  der 
betreffenden  Art  Energie  selbst. 

Haben  wir  ein  Gebilde,  welches  föhig  ist,  von  einer  be- 
stimmten Energieart  (innerhalb  gewisser  Grenzen)  beliebige 
Mengen  zu  enthalten,  und  an  welchem  die  vorhandene  Menge 
der  Energie  mit  irgend  einer  messbaren  Erscheinung  so  ver- 
bunden ist,  dass  man  sie  leicht  erkennen  kann,  so  haben  wir 
ein  Messinstrument  für  die  Intensität  der  fraglichen  Energie. 
Denn  die  Menge  Energie,  welche  in  diesem  Instrument  enthalteD 
ist,  wenn  es  mit  einem  anderweit  gegebenen  Gegenstand  zum 
Energieaustausch  und  -gleichgewicht  gebracht  wird,  ist  aus- 
schliesslich durch  den  Werth  der  Intensität  bestimmt,  welcher 
in  letzterem  herrscht,  und  ganz  unabhängig  von  dem  Gesammt- 
betrage  der  Energie  in  diesem. 

Ein  solches  Instrument  gestattet  nun,  Intensitätsgrössen 
wieder  zu  erkennen,  sowie  grössere  und  kleinere  Intensitäts- 
werthe  von  einander  zu  unterscheiden.  Im  Uebrigen  enthält  es, 
wenn  es  irgendwie  eingetheilt  ist,  zunächst  weder  gleiche  Inter- 
valle der  Intensität,  noch  auch  den  Anfangspunkt  derselben, 
sondern  es  ist  nur  jedem  Werth  der  Ablesung  ein  Werth  der 
Intensität  eindeutig  zugeordnet. 

Mit  Hülfe  eines  solchen  Intensitätsmessers  lassen  sich  zu- 
nächst Gapacitätsgrössen  zahlenmässig  bestimmen.  Es  werden 
an  der  Scala  des  Instrumentes  zwei  Intensitätsgrössen  t^  und  /, 
gewählt,  wobei  i^  ]>  i^  sei.  Bringt  man  nun  zunächst  das  auf 
seine  Capacität  zu  untersuchende  Gebilde  durch  geeignete  Zu- 
oder  Abfuhr  von  Energie  auf  die  Intensität  t\  und  misst  alsdann 
die  Energiemenge  JE,  welche  es  beim  Uebergange  auf  die  In- 
tensität i^  abgiebt,  sp  ist 
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JE  =  C(/|  — /,) 

und  daher 

JE 

r-  =  C. 

U  —  h 

Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  an  verschiedenen 
Objeeten  kann  man  eine  Reihe  von  CapaciUiten  c',  c",  c'"  .  .  . 
bestimmen,  deren  Zahlenwerthe  man  kennt.  Es  ergiebt  sich 
durch  ein  solches  Verfahren  eine  Scala  der  Capacität. 

Es  seien  zwei  Gapacitäten  gewählt,  deren  Gleichungen  sind 

je 


•                           • 

JE" 

h  -  U 

Wird  nun  beim  zweiten  Object  die  Anfangsintensität  so  lange 
geändert,  bis  beim  Uebergange  auf  den  Schlusswerth  i\  dieselbe 
Energiemenge  abgegeben  wird,  wie  sie  das  erste  Object  zwi- 
schen t\  und  i\  abgiebt,  so  haben  wir  die  Gleichungen 


JE    _   ,        JE    _   „ 

•^~  C-  ,        ,  ff  ^^—  G  I 


'*   —h  h    —  '« 


WO  /f"  der  neue  Werth  von  i\  für  das  zweite  Object  ist,  und 
es  gilt 

^  _  h"—  h  _  ^}_ 
d'  ~  i;  —  i^  ~  Ji  ' 

Die  Inlensitätsunterschiede  J  i'  und  J  i"  verhalten  sich  umge- 
kehrt wie  die  Gapacitäten.    Hat  man  letztere  beispielsweise  im 
Yerhältniss  c'  :  c"  =  1  :  2  gewählt,  so  stellt  die  Reihe  /„  t/',  i\ 
eine  äquidistante  Scala  der  Intensität  dar. 
Durch  Anwendung  der  Gleichungen 

I  =  -j-    (i  constant] , 

c  =  -r  ~   [c  constant] , 

ergiebt  sich  die  Bestimmung  der  Absolutwerthe  von  i  und  c, 
d.  h.  des  Anfangspunktes  der  Zählung  beider  Scalen. 

Dieses  allgemeine  Verfahren   gilt  nur  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  eine  beliebige  Variation  der  Intensitäten  wie  der 
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Capacitäten  möglich  sei.  Indessen  ist  die  physische  Möglichkeit, 
die  angegebenen  Vorgänge  durchzuführen,  keineswegs  bei  jeder 
Art  der  Energie  vorhanden.  Es  giebt  Energiearten,  bei  denen 
eine  Aendorung  der  Capacität,  andere  bei  denen  eine  Aenderung 
der  Intensität  nicht  möglich  ist,  endlich  auch  solche,  bei  welchen 
zwar  beide  geändert  werden  können,  aber  nur  gleichzeitig  in 
einer  bestimmten  Weise. 

In  diesem  letzten  Falle  ist  die  Energie  die  Function  einer 
Veränderlichen  allein. 

In  dem  Falle,  dass  durch  eine  Aenderung  des  Energieinhaltes 
keine  Aenderung  der  Capacität  bewirkt  werden  kann,  dass  also 
die  Capacität  ihrer  Natur  nach  constant  ist,  gilt  die  Gleichung 

dE  =  cdi 

und  die  Scala  der  Intensitäten  ist  einfach  proportional  der  der 
Energiemengen.  Die  Scala  der  i  lässt  sich  somit  auf  sehr 
einfache  Weise  bestimmen,  dagegen  nicht  der  Anfangspunkt  der 
Zählung.    Denn  die  dazu  erforderliche  Gleichung 

._  dE 
de 

ist  nach  der  Voraussetzung  experimentell  nicht  ausführbar. 

Ein  Beispiel  derartiger  Energieen  ist  die  lebendige  Kraft 

oder  Bewegungsenergie,  deren  Capacitätsfactor  Masse  genannt 

wird.    Die  Masse  ist  keiner  Aenderung  durch  Zu-  oder  Abfuhr 

dE 
von  Energie  fähig,  die  Gleichung  t  =  — —  ist  also  experimentell 

(JL  C 

nicht  herstellbar.  Demgemäss  ist  es  nicht  möglich,  von  dem 
Intensitätsfactor  der  Bewegungsenergie  ^t;*  den  absoluten  Werth 
zu  ermitteln;  zugänglich  sind  uns  nur  die  Aenderungen  des- 
selben *). 

Ganz  ähnlich  verhält  sich  der  andere  Fall,  dass  t  nicht  ver- 
änderlich ist.  Es  gelingt  dann  leicht,  den  Absolutwerth  der 
Intensitäten  und  ihre  Scala  zu  bestimmen,  für  die  Capacität  sind 
al)er  nur  die  Unterschiede  der  Erfahrung  zugänglich. 

Ein  derartiger  Fall  liegt  beispielsweise  bei  der  Gravitations- 


i)  Die  ausserdem  hier  bestehenden,  sehr  bemerken swerthen  Ver- 
hältnisse werden  an  einem  anderen  Ort  eingehender  behandelt  werden. 
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energie  vor,  wenn  wir  die  Aenderung  der  Schwere  mit  der 
Höhe  ausser  Acht  lassen.    Wir  haben  die  Gleichung 

vfo  g  das  Gewicht,  h  die  Höhe  ist.  Die  Intensitütsgrösse,  das 
Gewicht  der  Körper,  ist  unveränderlich,  es  ist  somit  nur  möglich, 
die  Capacität  (die  Höhe)  zu  ändern.  Die  einzige  experimentell 
mögliche  Gleichung  ist 

dE  =gdh, 

aus  welcher  ohne  Weiteres  die  Intensitätsgrösse  g  und  die  Scala 
der  h  sich  ergiebt;  von  wo  ab  aber  die  Höhe  zu  rechnen  sei, 
ergiebt  sich  nicht,  und  ist  auch  hier  wie  in  allen  derartigen 
Fällen  praktisch  gleichgültig,  da  keine  bekannte  thatsächliche 
Beziehung  durch  eine  Aenderung  in  der  Wahl  des  Anfangs- 
punktes geändert  wird. 

In  dem  Falle  endlich,  dass  die  Energie  nur  von  einer  ein- 
zigen Veränderlichen  abhängig  ist,  lässt  sich  die  eben  dargelegte 
Ermittelung  der  Factoren  nicht  durchführen,  da  alsdann  noth- 
wendig  die  Intensität  und  die  Capacität  Functionen  von  einander 
sind,  und  eine  Aenderung  der  Energie  nach  der  einen,  während 
die  andere  constant  ist,  nicht  möglich  ist.  In  diesem  Falle  ist 
man  darauf  angewiesen,  beide  Grössen  einigermassen  willkür- 
lich zu  wählen,  und  die  Aufgabe  besteht  darin ,  die  Wahl  mög- 
lichst zweckmässig  zu  treffen.  Meist  wird  wohl  die  einzige 
Veränderliche  selbst  als  Capacitäts-,  resp.  Intensitätsgrösse  auf- 
gefasst  werden  können,  wodurch  die  einfachste  Darstellung  der 
Yerhältnisse  erreicht  wird. 

In  Formeln  gestaltet  sich  dieser  Fall  so,  dass  die  Energie 
als  Function  einer  Veränderlichen  r  und  irgend  welcher  Con- 
slanten,  die  unter  dem  Zeichen  a  zusammengefasst  werden 
mögen,  darzustellen  ist : 

E  :=  (p  (7',  a) . 

Die  einzige  mögliche  Veränderung  der  Energie  ist 

,_       dop  (r,a)      , 
d^=     ^  )  ^   '  .  dr. 
dr 

Je  nachdem  r  die  Rolle  einer  Capacitäts-  oder  Intensitäts- 
grösse übernehmen  kann,  ist  —  -)-^—^  als  der  Intensitäts-,  resp. 

dr 

Capacitätsfactor  aufzufassen. 
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Ein  classisches  Beispiel  für  diesen  Fall  bietet  die  Gravitations- 
energie. Newton  hat  dargethan,  dass  sich  die  Bewegungen  der 
Himmelskörper  vollständig  darstellen  lassen,  wenn  man  zwischen 
ihnen  eine  Kraft  annimmt,  welche  proportional  dem  Product 
specifischer  Constanten  der  einzelnen  Körper  und  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrat  ihrer  Entfernung  ist.  In  unserer 
Sprache  heisst  dies,  dass  die  Gravitationsenergie  als  eine  Distanz- 
energie  aufzufassen  ist,  deren  Aenderung  mit  der  Entfernung 
dem  fraglichen  Gesetz  folgt.  Nennt  man  a^  a,  die  beiden  Körper- 
Constanten  und  r  die  Entfernung,  so  ist  nach  dem  Vorherge- 
gangenen 

dr  "  ~  ~""r*"  ' 


woraus 


E  =  (p(u,a,,r)  =  C-^ 


als  Werth  der  Gravilationsenergie  folgt;  C  ist  die  Integrations- 
constante,  deren  Betrag  aus  der  angegebenen  Beziehung  nicht 
bestimmt  werden  kann. 


6.  Die  gegenseitigen  Beziehungen  der  Energiefactoren. 

Die  verschiedenen  Energieformen,  mit  denen  wir  bekannt 
sind,  stehen  unter  einander  in  einem  Zusammenhange,  der  sieh 
darin  Kussert,  dass  man  Factoren  bestimmter  Energiearten  nicht 
ändern  kann,  ohne  gleichzeitig  Factoren  anderer  Energiearten 
zu  ändern.  Es  stehen  mit  anderen  Worten  häufig  die  Factoren 
verschiedener  Energiearten  in  gegenseitiger  functioneller  Be- 
ziehung. 

Von  den  bekannten  Beziehungen  der  Energiefactoren  ist 
die  der  Proportionalität  die  häufigste.  Insbesondere  ist  der 
Capacitätsfactor  der  Bewegungsenergie,  die  Massen  eine  GrOsse, 
welche  vielen  anderen  proportional  ist,  und  welcher  viele  andere 
proportional  sind.  Durch  diesen  Umstand  ist  es  gekommen, 
dass  man  dieser  Grösse,  die  nur  dem  Gebiet  der  Bewegungs- 
energie angehört,  eine  allgemeine  Bedeutung  zugeschrieben  und 
sie  in  ganz  verfehlter  Weise  als  dritte  Grundeinheit  fttr  die  Be- 
stimmung der  »Dimensionen«  der  physikalischen  Grössen  ein- 
geftlhrt  hat. 
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Da  die  einander  proportionalen  Energiefactoren,  wie  Masse, 
Gewicht,  Volum,  Wärmecapacität ,  Capacitüt  für  chemische 
Energie  stets  räumlich  ungetrennt  erscheinen ,  so  hat  man  die 
Gewohnheit  angenommen,  sie  alle  in  einem  Träger  oder  Gefass 
der  Energie  enthalten  sein  zu  lassen,  dem  man  den  Namen 
Materie  gegeben  hat.  Thatsächlich  lernen  wir  von  der  sogenann- 
ten Materie  nichts  kennen,  als  die  erwähnten  Energiegrössen,  und 
wenn  man  sich  merkt,  dass  dieselben  stets  räumlich  ungetrennt 
auftreten,  so  ist  der  Inhalt  erschöpft,  welchen  die  Hypothese 
von  einem  Träger  der  Energie,  der  etwas  von  der  Energie  Ver- 
schiedenes ist,  vermittelt.  Es  erscheint  überflüssig,  f(lr  eine  so 
einfache  Thatsache  eine  besondere  Hypothese  aufzustellen;  auch 
lässt  sich  nicht  verkennen,  dass  dieselbe  ausserordentlich  hem- 
mend auf  die  Ausbildung  klarer  Vorstellungen  über  das  Wesen 
der  Energie  gewirkt  hat. 

Die  »Materie ff  ist  demnach  nichts,  als  eine  räumlich  unter- 
scheidbare zusammenhängende  Summe  von  Energiegrössen. 
Diejenigen  Factoren  dieser  Energieen,  welche  unter  einander 
und  der  Masse  proportional  sind ,  pflegt  man  die  Grundeigen- 
Schäften  der  Materie  zu  nennen ,  wobei  man  die  mechanischen 
(Masse,  Gewicht,  »Undurchdringlichkeit er  oder  Volum)  bevorzugt, 
obwohl  z.  B.  die  Fähigkeit  chemischer  Um  Wandlung  nicht  weniger 
aller  uns  bekannten  »Materie«  zukommt,  wie  jene.  Die  anderen 
Energiefactoren,  welche  jenen  erfahrungsmässig  nicht  noth- 
wendig  proportional  sind,  wie  Geschwindigkeit,  Temperatur, 
electrisches  Potential  u.s.w.,  pflegt  man  vorübergehende  Eigen- 
schaften oder  Zustände  der  Materie  zu  nennen.  Wenn  in 
Zukunft  der  Ausdruck  Materie,  materielles  Object,  Object  ge- 
braucht wird,  so  soll  von  der  Hypothese  eines  Trägers  abge- 
sehen und  nur  die  Thatsache  der  räumlichen  und  functionellen 
Vereinigung  von  Energiegrössen  gemeint  sein. 

Neben  diesen  constanstanten  Verbindungen  von  Energie- 
factoren giebt  es  noch  willkürliche;  Vorrichtungen,  welche  eine 
solche  Verbindung  bewerkstelligen,  heissen  Maschinen.  Die 
»elementaren  Potenzen«  der  älteren  Mechanik,  wie  Hebel,  Rolle, 
schiefe  Ebene  u.  s.w.  steHen  besonders  einfache  Fälle  derartiger 
Verbindungen  verschiedener  Energiefactoren  dar,  doch  sind  auch 
Gylinder  und  Kolben  der  Dampfmaschine,  Anker  und  Magnet 
der  Dynamomaschine  u.  s.  w.  Beispiele  solcher  Verbindungen. 
Das  Wesen  der  willkürlichen  Verbindungen  besteht  darin,  dass 
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CS  möglich  ist,  den  Proportionalitätsfactor  der  beiden  in  gegen- 
seitiger Abhängigkeit  stehenden  Energiefactoren  beliebig  inner- 
halb gewisser  Grenzen  zu  ändern. 

Die  grosse  Bedeutung  solcher  nothwendiger  oder  willkttr- 
licher  gegenseitiger  Beziehungen  der  Energiefactoren  liegt  nun 
darin,  dass  sie  die  Ursache  und  nothwendige  Bedingung  fttr  die 
gegenseitigen  Umwandlungen  der  Energiearten  in  einander  sind. 
Denn  ändert  man  irgend  eine  Energiemenge,  und  damit  ihre 
Factoren,  so  ist  eine  gleichzeitige  Aendening  der  anderen  Factoren 
gegeben,  und  damit  auch  die  Nothwendigkeit,  dass  der  Betrag 
der  anderen  Energieen  sich  ändert.  Durch  den  ersten  Haupt- 
satz der  Energetik  sind  diese  gleichzeitigen  Aenderungen  dem 
Gesetze  unterworfen,  dass  ihr  Gesammtbetrag  Null  ist. 

7.  Bedingung  des  Energiegleichgewichtes. 

Das  Gleichgewicht  eines  Gebildes  mit  einer  einzigen  Art 
Energie  ist  dadurch  bedingt ,  dass  die  Intensität  dieser  Energie 
überall  gleich  ist.  Daraus  folgt,  dass  ein  endliches  Gebilde, 
welches  dieser  Bedingung  entspricht ,  nicht  möglich  ist,  indem 
an  den  Grenzen  desselben,  wo  irgend  welche  andere  Gebilde 
mit  anderen  Knergieen  vorhanden  sind,  die  Intensität  der  ersten 
Energie  im  Allgemeinen  einen  anderen  Werth  haben  wird. 

Es  muss  daher  möglich  sein,  da  endliche  Gebilde  mit  ruhen- 
der Energie  erfahrungsmässig  existiren,  vorhandene  Intensitäts- 
unterschiede einer  Energie  A  unwirksam  zu  machen  oder  zu 
compensiren.  Diese  Compensation  erfolgt  durch  die  im  vorigen 
Artikel  auseinandergesetzte  Verknüpfung  der  Energiefactoren. 

Ist  an  der  Stelle,  wo  die  Intensität  der  Energie  A  eine 
Aenderung  erfährt,  mit  demjenigen  Energiefactor,  welcher  will- 
kürlich verändert  werden  kann,  ein  Factor  einer  anderen  Energie 
B  so  verbunden,  dass  er  eine  entsprechende  Aenderung  erfahren 
muss,  so  bedingt  eine  Aenderung  der  Energie  A  noth wendig 
eine  solche  der  Energie  B,  Sind  nun  die  Bedingungen  derart, 
dass  bei  einer  virtuellen  Aenderung  der  correlativen  Factoren 
einerseits  ebensoviel  Energie  der  Art  A  verschwindet,  als  anderer- 
seits von  B  vermöge  der  vorausgesetzten  Beziehung  entstehen 
muss,  und  umgekehrt ,  so  befindet  sich  das  Gebilde  im  Gleich- 
gewicht. 

Der  Beweis  für  diesen  überaus  wichtigen  Satz  ergiebt  sich 
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aus  der  Ueberlegung,  was  geschieht,  wenn  die  fragliche  Gleich* 
heit  nicht  besteht.  Man  sieht  alsbald  ein,  dass  alsdann  noth- 
wendig  eine  solche  Verschiebung  eintreten  muss,  dass  die  Menge 
der  verschwindenden  Energie  grösser  ist,  als  die  der  entstehen- 
den, da  anderenfalls  Energie  geschaffen  werden  mttsste,  während 
hier  nur  der  Ueberschuss  der  verschwindenden  Energie  für 
andere  Umwandlungen  verfügbar  bleibt. 

Denken  wir  nun,  dass  die  Bedingungsgleichung  unendlich 
wenig  von  der  Gleichheit  der  umgewandelten  Energieen  ab- 
weicht, derart,  dass  die  von  A  verschwindende  Menge  etwas 
grösser  ist,  als  die  von  B  entstehende.  Alsdann  wird  noth- 
wendig  der  Vorgang  in  dem  Sinne  erfolgen ,  dass  A  sich  in  B 
umwandelt.  Bei  einer  unendlich  kleinen  Abweichung  von  der 
Gleichheit  im  entgegengesetzten  Sinne  wird  sich  ^  in  ^4  um- 
wandeln. Da  somit  durch  unendlich  kleine  Aenderungen  der 
SIqd,  in  welchem  die  Maschine  geht,  umgekehrt  werden  kann^ 
so  folgt  nach  dem  Gesetz  der  Stetigkeit,  dass  dazwischen, 
Dämlich  bei  vollkommener  Gleichheit  der  entstehenden  und 
verschwindenden  Energieen,  Gleichgewicht  besteht. 

Die  Gleichung  für  das  Gleichgewicht  zweier  an  einander 
grenzender  Energieen  A  und  B  lautet  demgemüss,  wenn  wir  die 
entstehenden  und  verschwindenden  Energieen  mit  entgegen- 
gesetzten Vorzeichnen  rechnen: 

z/yl  -h  ^Ä  =  0, 

wobei  die  beiden  /l  nicht  willkürlich,  sondern  durch  eine  Be- 
diDgungsgleichung  von  der  Gestalt 

verbunden  sind,  in  der  f^  und  fs  Factoren  der  Energieen  A  und 
i?,  und  K  der  durch  die  Maschine  gegebene  Transformations- 
coefficient  dieser  beiden  Factoren  ist. 

Bei  der  Anwendung  dieses  Satzes  ist  es  wesentlich,  die 
Voraussetzungen  desselben  einzuhalten.  Diese  sind  das  Anein- 
andergrenzen  oder  die  Coexistenz  zweier  Energiegebiete  und 
das  Bestehen  einer  Maschinengleichung,  die  unabhängig  vom 
ersten  Hauptsatz  selbst  ist.  Denn  der  erste  Hauptsatz  verlangt 
unter  allen  Umständen,  dass  die  entstehenden  und  verschwin- 
denden Energiemengen  einander  gleich  sind,  der  Gleichgewichts- 
satz aber  verlangt  diese  Gleichheit  für  die  mit  einander  durch 
die  Maschinengleichung  verbundenen    Energiearten.     Ist  die 

lUih.-ph7t.  aMse.  1892.  \  6 
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letztere  BedinguDg  nicht  erfüllt,  so  wird  eine  Bewegung  ein- 
treten, die  jedenfalls  dem  ersten  Hauptsatze  unterworfen  bleibt; 
da  aber  die  Menge  der  verschwindenden  Energie,  beispielsweise 
JA^  grösser  ist,  als  die  der  entstehenden  JB^  so  muss  der 
Ueberschuss  in  Gestalt  einer  dritten  £nergieart,  ^C,  auftreten, 
die  bei  rein  mechanischen  Gebilden  aus  naheliegenden  Gründen 
stets  Bewegungsenergie  ist;  bei  allgemeinen  Gebilden  erscheint 
der  Ueberschuss  in  letzter  Instanz  als  Wärme. 

Es  ist  leicht,  diese  Ueberlegung  auf  den  Fall  des  Gleich- 
gewichts mehrerer  Energiearten  auszudehnen,  die  durch  Ma- 
schinengleichungen mit  einander  verknttpft  sind.  Es  muss  dann 
einfach  die  Summe  der  entstehenden  und  verschwindenden 
Energieen  (beide  mit  entgegengesetztem  Zeichen  gerechnet) 
gleich  Null  sein,  also  in  Zeichen 

2  JE  =  0. 

Die  Gleichung  gilt  nicht  nur,  wenn  sämmtliche  Energieen 
mit  einander  durch  Maschinengleichungen  verknüpft  sind,  son- 
dern bedingt  nicht  mehr,  als  dass  j'ecte  Energieart  mit  mindestens 
einer  anderen  in  einer  solchen  Beziehung  stehe.  Denn  bei  nicht 
allseitiger  Verknüpfung  gelten  für  die  untereinander  verknüpften 
Einzelgruppen  von  Energiearten  unabhängige  Gleichungen  von 
der  Gestalt 

2^JE  ^=  0,  u.  s.  w. , 
deren  Summe 

2JE=Q 

die  frühere  Gestalt  hat.  Für  die  Anwendung  wird  man  indessen 
stets  die  einzelnen  Gleichungen  2„z/E=:0  benutzen,  indem 
man  diejenigen  Energiegrtfssen,  welche  bei  der  zu  untersuchen- 
den Aenderung  constant  bleiben,  aus  der  Gleichung  fortlässt, 
wenn  sie  auch  im  Gebilde  vorhanden  sind. 

Beim  Ansatz  der  Gleichung  2JE=  0  wird  es  sich  stets 
als  nothwendig  erweisen ,  die  verschiedenen  Energieen  in  ihre 
Factoren  zu  zerlegen,  damit  die  Elimination  derjenigen  Factoren 
bewerkstelligt  werden  kann,  deren  Beziehung  durch  die  Ma- 
schinengleichung gegeben  ist.  Es  erfolgen  dann  Gleichungen 
zwischen  den  anderen  Factoren,  welche  als  das  Ergebniss  der 
Rechnung,  die  specielle  Gleichgewichtsbeziehung  der  in  Zu- 
sammenhang gebrachten  Grössen,  anzusehen  sind. 
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8.  Das  yeraUgemeinerte  Intensitätsgesetz. 

Die  Maschinengleiobung  ^  durch  welche  verschiedene  Arten 
Energie  in  ihren  Aenderungen  von  einander  abhängig  gemacht 
werden,  betrifft  erfahrungsmässig  nur  die  Capacitatsfactoren*). 
Die  Maschinengleichung  hat  demgemäss  allgemein  die  Gestalt 

Cm      S^=     mm.  Cm 

und  bei  der  virtuellen  Bewegung  der  Maschine  sind  die  Aende- 
rungen der  Energie  in  der  Gestalt  cdi  auszudrücken. 

Haben  wir  daher  die  Gleichung  zwischen  zwei  Energieen, 
die  sich  im  Gleichgewicht  befinden,  so  wird  aus  dE,  +rf^^  =  0 

c^di^  +  c^di^  =  0 
oder 

~rfi^  -f.  rfi^  =  0. 
Aus  der  Maschinengleichung  ergiebt  sich 

woraus 

Kdi^  +  df,  =  0  oder  Kd^^  =  — di^. 

Es  findet  zwischen  zwei  Energieen  Gleichgewicht  statt,  wenn 
die  Intensität  der  einen  der  reducirten  Intensität  der  anderen  ent- 
gegengesetzt gleich  ist.  Unter  reducirter  Intensität  ist  hierbei  die 
mit  dem  Maschinenfactor  multiplicirte  Intensität  verstanden. 

Die  Analogie  dieses  Satzes  mit  dem  früher  für  eine  einzige 
Energie  ausgesprochenen,  dass  im  Zustande  der  Ruhe  überall 
die  Intensität  gleich  sein  muss,  ist  evident. 

Auch  in  dieser  Gestalt  ist  die  Gleichgewichtsbedingung 
vielfach  nützlich,  denn  sie  führt  jedesmal,  wo  an  irgend  einer 
Energieart  sich  ein  Sprung  der  Intensität  zeigt,  zu  der  Noth- 
wendigkeit,  dass  irgend  eine  andere,  mit  jener  ersten  durch  eine 
Maschinengleichung  verknüpfte  Energie  vorhanden  ist.  Wenn, 
was  sehr  häufig  der  Fall  sein  wird,  die  Maschinengleichung  be- 
kannt ist,  so  ergiebt  sie  gleichzeitig  Sinn  und  Betrag  des  Inten- 
sitätssprunges jener  zweiten  Energie. 


4)  Ich  möchte  diesen  Satz  mit  einigem  Vorbehalt  aussprechen.  Ich 
habe  zwar  noch  keine  Ausnahmen  von  ihm  gefunden,  meine  Untersuchungen 
l^ann  ich  aber  noch  nicht  vollständig  genug  nennen,  um  mir  genügende 
Sicherheit  ttber  diesen  Punkt  zu  geben. 

46* 
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9.  Die  Wärme. 

Infolge  der  grossen  Freiheit,  mit  welcher  die  Ab-  und  Zu- 
fuhr  der  Wärme  an  gegebenen  Gebilden  erfolgt,  ist  es  möglich, 
die  beiden  Gleichungen  des  §  5  experimentell  auszufahren,  und 
somit  für  die  Capacitäts-  wie  für  die  Intensittttsgrösse  derselben 
die  vollständigen  Werthe  zu  finden. 

Zunächst  ist  es  bekannt,  dass  bei  den  sogenannten  voll- 
kommenen Gasen,  insbesondere  beim  Wasserstoff,  die  Wärme- 
capacität  (bei  constantem  Volum,  also  ohne  äussere  Arbeit) 
unabhängig  von  der  Temperatur  ist,  d.h.  dass  die  im  Gase  ent- 
haltene Energie  proportional  der  Temperatur  des  Gasthermo- 
meters ist.  Nennen  wir  letztere  f,  so  stellt  demnach  ein  voll- 
kommenes Gas  in  weitem  Umfange  den  Fall 

■j^  =  c  {c  constant) 

dar,  indem  die  Stufen  dt  des  Gasthermometers  gleich  denen  des 
absoluten  oder  energetischen  Thermometers  d  T  gesetzt  werden 
können.   Diese  Beziehung  ist  auszudrücken  durch 

dT=dt 
oder 

T=t  +  k, 

wo  k  die  Integrationsconstante  bedeutet,  deren  Werth  zunächst 
noch  unbekannt  ist. 

Um  den  Anfangspunkt  der  unbekannten  Scala  T  =  t  +  k 
zu  finden ,  benutzen  wir  die  weitere  Eigenschaft  eines  vollkom- 
menen Gases,  dass  sein  gesammter  Energieinhalt  bei  constanter 
Temperatur  constant,  d.  h.  vom  Volum  nicht  abhängig  ist.  Es 
geht  dies  aus  dem  bekannten  Versuch  von  Gat-Lussac  und 
Jolle  hervor,  nach  welchem  ein  zusammengepresstes  Gas  beim 
Ausströmen  in  einen  leeren  Raum  insgesammt  weder  Wärme 
aufnimmt,  noch  welche  abgiebt.  Nun  besteht  diese  gesammte 
Energie  aus  der  im  Gase  enthaltenen  Wärme  und  der  Volum- 
energie.   Letztere  nimmt,   wenn  das  Gas  sich  bei  constanter 

V 

Temperatur  sich  von  Vo  auf  v  ausdehnt,  um  den  Betrag  ypdv 
ab;  ersetzt  man  aus  der  Gasgleichung  p  durch  — ,so 

V 
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V 

ist  die  Abnahme  der  Volumenergie  durch  R  (273  +  t)ln—  ge- 

geben;  nm  eben  so  viel  muss,  da  die  Gesammtenergie  constant 
ist,  die  Wärmeenergie  zunehmen. 

Schreiben  wir  somit  U  für  die  gesammte  und  Q  fttr  die 
Wärmeenergie,  so  ist  ^ 

Q=U+R  (273  +  t)ln  ~  +  C, 

wo  Cdie  durch  v^  bestimmte  Integrationsconstante  ist,  welche 
noch  eine  Function  der  Temperatur  sein  kann;  wir  denken  sie 
uns  mit  U  vereinigt,  welche  Grösse  gleichfalls  nur  eine  Tempe- 
raturfanction  ist,  und  schreiben  einfacher 

0=  t/^  +Ä(273  +  l)ln  ^ 
Um  nun  die  Gleichung 

dO 

~f-=T  (T  constant) 

auszufahren,  differenxiren  wir  Q  für  constantes  t  und  erhalten 


% 


/?(273  +  0  , 
=  — ^ -dv. 


dQ 

V 


Andererseits  ergiebt  sich  noch  -rj  =^  -r^  =  c  (c  constant) 


und  hieraus 


^=j|.'H-fl/„£  =  c 


1         ^dv    ,„ 
de  =  R  —    (T  constant  . 

V 


Dividirt  man  beide  Grössen  dQ  und  de  durcheinander,  so  folgt 

dQ 


de 


=  r  =  273  +  ^ 


Die  um  373^  vermehrte,   in  Celsiusgraden  gezählte  Scala  des 
Gasthermometers  ist  die  absolute  oder  energetische  Temperatur- 
sccUa,  Dies  gilt  allgemein,  da  es  nur  eine  absolute  Scala  giebt. 
Die  Capacitätsgrösse  c  hat  entsprechend  den  Definitionen 

rfQ        .    .        dQ 
c  =  ^  und  dc  =  — 
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zwei  verschiedene  Namen  erhalten;  im  ersten  Falle  heisst  sie 
Warmecapacität,  im  zweiten  Entropie;  erstere  gilt  fttr  veränder- 
liche, letztere  für  constante  Temperatur.  Beide  Grössen  sind 
caet.  par.  den  Massen  oder  Gewichten  der  Objecte  proportional. 
Um  die  Anwendung  dieser  Betrachtungen  zu  zeigen,  be- 
stimmen wir  zunächst  die  Beziehung,  welche  erfüllt  sein  muss, 
damit  bei  der  Umwandlung  von  Flüssigkeit  in  Dampf  ein  Ener- 
giegleichgewicht besteht.  Die  beiden  Energiearten  sind  Wärme 
und  Volumenergie,  als  ihre  Capacitätsgrössen,  welche  einander 
proportional  sind,  da  beide  der  Substanzmenge  proportional 
sind,  erscheinen  Entropie  und  Volum.  Wir  haben  demnach  für 
das  Gleichgewicht 

sdr=  vdp 

oder  indem  wir  für  die  Entropie  s  ihren  Werth  ^  setzen,  wo  q 

die  latenten  Dampfwärme  ist, 

^dT  =  vdp, 

dT        vt  ' 

welches  die  wohlbekannte  Dampfdruckgleichung  ist. 

Es  sei  zweitens  ein  galvanisches  Element  gegeben ,  und  es 
werde  das  Gleichgewicht  zwischen  Wärme  und  elektrischer 
Energie  gesucht.   Wir  haben 

sdT=  edpy 

wo  e  die  Elektricitätsmenge,  p  das  Potential  ist.  Die  Entropie 
s  ist  wieder  proportional  der  Elektricitätsmenge  e,  denn  es  ist 

5  =  ^ ,  wo  w  die  Wärmeaufnahme  im  Element  (galvanische 

minus  chemische  Wärme)  bedeutet,  welche  ihrerseits  der  durch- 
gehenden Elektricitätsmenge  proportional  ist.  Durch  Substitu- 
tion von  ^  für  5  folgt 

dp  w 

df  ~ef' 
die  Formel  von  Gibbs  und  v.  Helmholtz. 
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Es  werde  drittens  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  zwi- 
schen Wärme  und  Oberflächenenergie  gesucht.  Wir  haben 
wiederum,  wenn  w  die  Oberfläche  und  y  ihre  Spannung  ist: 

sdt  =  wdy, 
jdT^wdy, 

wonach  man  aus  dem  TemperaturcoefBcienten  der  Oberflächen- 
spannung.die  latente  Wärme  /  fttr  die  Bildung  der  Flächeneinheit 
ermitteln  kann. 


10.  Die  bewegliehe  Energie. 

Es  sei  ein  Gebilde  aus  mehreren  verschiedenen  Arten 
Energie  A,  B^  C  ,  ,  .  gegeben,  zwischen  welchen  Gleichgewicht 
besteht.  Wird  dem  Gebilde  Energie  von  der  Art  A  hinzugefügt, 
so  wird  dadurch  das  Gleichgewicht  gestört;  die  zugehörige  In- 
tensität wird  grösser,  und  es  entsteht  eine  Umwandlung  der 
Energie  A  in  diejenige  Energieform  B^  mit  welcher  jene  sich 
vorher  im  Gleichgewicht  befunden  hatte ,  d.  h.  durch  deren 
Intensitätssprung  der  Intensitätssprung  von  Ä  compensirt  war. 

Kann  das  Gebilde  so  eingerichtet  werden,  dass  die  bei 
diesen  Vorgängen  beanspruchten  Theile  keine  dauernden  Ver- 
änderungen erfahren  (indem  sie  periodisch  wieder  in  den  An- 
fangSKUStand  zurttckkehren  oder  einen  Kreislauf  durchmachen), 
so  haben  wir  eine  Maschine  zur  Umwandlung  der  Energieform 
.1  in  B,  Und  zwar  wird,  wenn  wir  die  Betrachtung  auf  die  Zu- 
stände beschränken,  wo  der  Anfangszustand  wieder  erreicht  ist, 
oder  wo  eben  ein  Kreislauf  vollständig  geworden  ist,  die  zuge- 
fohrte  Menge  der  Energie  A  genau  der  gebildeten  Menge  von  B 
sein,  da  in  der  Maschine  keine  geblieben  ist. 

Damit  ein  solcher  Vorgang  möglich  ist ,  muss  die  Intensität 
der  zugeführten  Energie  A  grösser  sein,  als  die  der  vorhandenen 
Energie  A^  da  sonst  eine  Zufuhr,  d.  h.  ein  Uebergang  von  Energie 
in  das  Gebilde  nicht  möglich  wäre.  Der  Unterschied  beider 
Intensitäten  kann  aber  beliebig  klein  sein ,  und  hat  den  Grenz- 
werth  Null. 
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Die  entstehende  Energie  B  entsteht  gleichfalls  mit  einer 
grösseren  Intensität  als  die  vorhandene,  mit  A  im  Gleichgewicht 
befindlich  gewesene  Energie  B  besass ,  und  zwar  ihrem  ganzen 
Betrage  nach.  Sie  wird  demnach  sich  vollständig  wieder  in  A 
zurück  verwandeln  lassen,  wenn  die  Intensität  der  Energie  A 
fortdauernd  auf  der  anfänglichen  Höhe  gehalten  wird.  Ebenso 
könnte ,  falls  ein  Theil  der  Energie  B  mit  einer  dritten  C  im 
Gleichgewicht  steht,  die  neuenstandene  Energie  B  vollständig 
in  C  umgewandelt  werden,  und  diese  wieder  in  eine  vierte  />, 
oder  auch  in  die  erste  Energieform  zurück,  und  zwar  stets  ohne 
Aenderung  des  gesammten  Betrages. 

Welche  Umwandlungen  man  auch  vornehmen  mag,  stets 
wird  diejenige  Energiemenge,  welche  man  in  das  ursprünglich 
im  Gleichgewicht  befindlich  gewesene  Gebilde  hineingebracht 
hat,  zu  Umwandlungen  verfügbar  bleiben.  Nun  kann  man  aber 
in  jedem  nicht  im  Gleichgewicht  befindlichen  Gebilde  zunächst 
den  maximalen  Antheil  der  verschiedenen  Energiearten  aus- 
scheiden, welche  mit  einander  im  Gleichgewicht  stehen,  und 
den  Rest  als  die  »hinzugefügte«  Energie  ansehen.  Nennt  man 
diesen  Betrag  aus  den  oben  dargelegten  Gründen  die  bewegliche 
Energie^  so  lässt  sich  die  Summe  der  vorstehenden  Ueberlegun- 
gen  dergestalt  ziehen,  dass  man  den  Satz  ausspricht: 

In  einem  isolirten  Gebfide  ist  die  Menge  der  beweglichen 
Energie  constant. 

Ein  gutes  Beispiel  für  den  Satz  ist  die  Bewegung  eines 
Planeten  um  die  Sonne.  Wenn  sich  die  Bewegungs-  und 
Distanzenergie  genau  im  Gleichgewicht  befinden,  so  geht  der 
Planet  in  einer  Kreisbahn  um  die  Sonne,  resp.  um  den  gemein- 
samen Schwerpunkt ;  beide  Energien  behalten  ihren  Werth  un- 
veränderlich bei,  und  die  bewegliche  Energie  ist  Null.  Sowie 
diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  tritt  eine  elliptische  Bewegung 
ein ,  und  gleichzeitig  ist  ein  Theil  der  Energie  als  bewegliche 
vorhanden,  indem  er  in  periodischem  Wechsel  als  Distanz-  und 
als  Bewegungsenergie  erscheint.  Die  Distanzenergie  kann  nie 
kleiner  werden,  als  der  Sonnennähe,  und  nie  grösser,  als  der 
Sonnenfeme  entspricht;  zwischen  denselben  Grenzen  schwankt 
der  Werth  der  Bewegungsenergie  derart,  dass  die  Summe 
beider  Energieen  stets  constant  ist.  Dieser  gleiche  Unterschied 
zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Werth  der  Distanz-  oder 
kinetischen  Energie  ist  die  bewegliche  Energie. 
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11.  Die  Dissipation  der  Energie. - 

Die  Darlegungen  des  vorigen  Abschnittes  sind  unter  der 
Voraussetzung  entwickelt  worden,  dass  die  verschiedenen  in 
Betracht  kommenden  Energiearten  sich  gegenseitig  im  Gleich- 
gewicht halten.  Diese  Voraussetzung  bedingt,  dass  die  Energie- 
arten  mit  einander  durch  entsprechende  Beziehungen  oder 
1) Maschinengleichungen«  verknttpft  sind,  so  dass  die  eine  nicht 
geändert  werden  kann,  ohne  die  andere  in  Mitleidenschaft  zu 
ziehen. 

Während  die  Energie  sich  im  Allgemeinen  dieser  Bedingung 
unterworfen  zeigt,  giebt  es  eine  Form  derselben,  in  welcher  die 
Voraussetzung  nicht  zutrifft :  es  ist  dies  die  strahlende  Energie. 
In  dieser  Gestalt  unterliegt  die  Energie  keiner  Maschinenbedin- 
guDg;  Intensitätsunterschiede  derselben  lassen  .sich  auf  keine 
Weise  durch  solche  anderer  Energiearten  compensiren,  und  die 
strahlende  Energie  folgt  daher  unter  allen  Umständen  dem  Ge- 
setz des  Ausgleichs  ihre  Intensitätsverschiedenheiten. 

Diese  Thatsache  ist  identisch  mit  der,  dass  die  Energie,  so 
lange  sie  als  strahlende  Energie  vorhanden  ist,  nicht  an  die 
Materie  gebunden  ist.  Denn  unter  Materie  verstehen  wir  nichts, 
als  ein  räumlich  zusammenfallendes  und  in  gegenseitiger  Ab- 
hängigkeit befindliches  Vorkommen  verschiedener  Energiearten. 
So  wie  die  Energie  die  Materie  verlässt,  ist  sie  von  der  Bedingt- 
heit darch  andere  Energiearten  frei  und  folgt  unbeschränkt  dem 
allgemeinen  Intensitätsgesetz. 

Daraus  geht  hervor,  dass  das  im  vorigen  Abschnitt  ausge- 
sprochene Gesetz  von  der  Erhaltung  der  beweglichen  Energie 
kein  allgemeines  ist,  sondern  nur  so  lange  gilt,  als  strahlende 
Energie  nicht  in  Frage  kommt,  wie  z.B.  im  Falle  der  kosmischen 
Bew^egungen.  In  allen  Fällen,  in  welchen  eine  Umwandlung 
von  anderen  Energiearten  in  strahlende  stattfindet ,  geht 
ein  Theil  der  beweglichen  Energie  in  solche  über,  welche  mit 
anderer  im  Gleichgewicht  und  daher  nicht  umwandelbar  ist. 
Die  Menge  dieser  unbrauchbar  werdenden  Energie  ist  von  dem 
Intensitätsunterschiede  der  strahlenden  Energie  und  von  der 
Zeitabhängig,  während  welcher  der  Unterschied  bestehen  bleibt. 

Die  Entstehung  strahlender  Energie  geschieht  am  leichtesten 
aus  Wärme ,  indem  jeder  Temperaturunterschied  einen  Unter- 
schied im  Intensitätsfactor  der  strahlenden  Energie ,  und  somit 
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einen  Ausgleich  derselben  verursacht.  Daher  ist  es  gekommen, 
dass  man  der  Warme  die  charakteristische  Eigenschaft  der  strah- 
lenden Energie,  den  freien  Ausgleich  zugeschrieben  hat.  In- 
dessen überzeugt  man  sich  bald,  dass  es  zahlreiche  Vorgänge 
giebt,  in  welchen  Wärme  bei  endlichen  Temperaturunterschieden 
auftritt,  ohne  dass  (im  idealen  Grenzfalle)  die  Menge  der  be- 
weglichen Energie  sich  vermindert;  hierzu  gehören  beispiels- 
weise alle  elastischen  Schwingungen  fester,  flttssiger  und  gas- 
förmiger Körper,  wenn  sie  nur  hinreichend  schnell  erfolgen. 

Die  gleiche  Wirkung,  wie  sie  durch  die  Umwandlung  der 
Wärme  in  strahlende  Energie  und  umgekehrt  hervorgebracht 
wird,  nämlich  die  Ausgleichung  vorhandener  Intensitätsver- 
schiedenheiten, sieht  man  durch  die  Erscheinung  der  Wärme- 
leüung  eintreten.  Es  erscheint  deshalb  am  angemessensten, 
auch  diese  nach  dem  Vorgänge  Fouribr  s  als  eine  Reihe  von 
Umwandlungen  zwischen  strahlender  Energie  und  Wärme  auf- 
zufassen, die  zwischen  den  kleinsten  Theilchen  der  leitenden 
Substanz  erfolgt.  Die  grosse  Langsamkeit  der  Wärmeleitung 
spricht  fttr  diese  Auffassung,  indem  bei  der  beträchtlichen 
Kleinheit  der  in  Betracht  kommenden  Theilchen  eine  ausser- 
ordentlich grosse  Zahl  solcher  Umwandlungen  nothwendig  ist, 
bis  die  Energie  messbare  Strecken  in  der  leitenden  Substanz 
zurücklegt. 

Die  hier  angedeuteten  Betrachtungen  zeigen,  dass  der  Inhalt 
des  zweiten  Hauptsatzes  mit  den  eben  erörterten  Erscheinungen, 
welche  alsEntwerthung  oder  Zerstreuung  der  Energie,  Auswachsen 
der  Entropie,  Vorwiegen  der  uncompensirten  Verwandlungen 
u.  s.  w.  bezeichnet  worden  sind,  und  die  wegen  ihrer  Wichtig- 
keit die  Aufmerksamkeit  der  Forscher  in  hohem  Maasse  auf  sieh 
gezogen  haben,  nur  in  ziemlich  weitläufigen  Zusammenhange  steht. 

Die  von  Clausius  aufgestellte  entsprechende  Formel  /  -    ^0  hat 

bisher  eine  wissenschaftliche  Verwendung  nur  in  dem  Grenz- 
falle gefunden,  wo  das  Gleichheitszeichen  gilt,  d.  h.  wo  die 
Wärme  als  durch  andere  Energieen  compensirbare  Energie  auf- 
tritt, und  im  Abschnitt  9  ist  an  einigen  Fällen  gezeigt  worden, 
dass  die  bisher  durch  die  Betrachtung  von  umkehrbaren  Kreis- 
processen  oder  die  Verwendung  der  Minimumbedingung  für 
das  thermodynamische  Potential  oder  die  Entropiefunction  ab- 
geleiteten Beziehungen  sich  in  gleicher  Gestalt  aus  der  einfachen 
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Gleichgewichtsbedingung  fttr  die  in  Frage  kommenden  Energieen 
ergeben,  und  überall  auf  die  Unmöglichkeit  eines  perpetuum 
mobile  zweiter  Art  zurttckfohrbar  sind;  jene  aber  setzt  noth- 
wendig  die  gegenseitige  Abhängigkeit  der  fraglichen  Energieen, 
d.  h.  die  Existenz  einer  Maschinenbedingung  voraus,  welche  ftLr 
die  strahlende  Energie  nicht  besteht. 

Die  Bedeutung  der  Dissipationserscheinungen  der  Energie 
liegt  darin ,  dass  durch  sie  den  meisten  natürlichen  Vorgängen 
eine  bestimmte  Richtung  auf  die  Verminderung  der  beweglichen 
Energie  gegeben  wird.  Es  ist  beroerkens^erth ,  dass  die  strah- 
lende Energie,  auf  deren  Eigenschaften  die  Dissipationsvorgänge 
beruhen,  zugleich  diejenige  Form  ist,  durch  welche  auf  der  Erd- 
oberfläche fortdauernd  aus  der  Sonne  ein  Ersatz  für  die  unver- 
meidbaren Verluste  an  beweglicher  Energie  beschafft  wird. 


M.  Krame,  Ueber  die  Dißerenticdgleichungen  zweiter  Ord- 
nung, deren  Coefficienten  doppeltperiodische  Functionen  sind    II. 

Die  nachstehenden  Betrachtungen  bilden  die  Fortsetzung 
derjenigen,  die  in  einer  Note  gleichen  Titels  vom  4  4 .  Januar  d.  J. 
aufgestellt  worden  sind.  In  ihnen  sollen  die  Ausnahmefälle 
derjenigen  Differentialgleichungen  betrachtet  werden,  welche  in 
den  Noten  vom  7.  Juli  4  890  und  4 .  December  4  890  in  diesen  Be- 
richten näher  untersucht  worden  sind.  Es  schliessen  hiermit 
diejenigen  Betrachtungen,  die  der  Verfasser  über  Differential- 
gleichungen 2^^  Ordnung  mit  doppeltperiodischen  Coefficienten 
zunächst  bringen  wollte. 

§*. 

Speeielle  Untersoehoiig  derjenige«  Differetttialgleiehottgeii 

zweiter  Ordnong,  deren  Integnle  einen  einfachen  Unendliehkeitspmnkt 

haben,  während  die  Coeracienten  noch  einen  zweiten  besitzen. 

Als  Grundform  der  in  der  Ueberschrift  näher  cbarakteri- 
sirten  Differentialgleichungen  erhielten  wir  in  den  früheren  Ar- 
beiten die  Form: 

d}fp{v)    ,    .      ,  I,  /       ,      ^xd(p(v) 

(v     -  j    1  -  +  (c.  +  c,  •  A*  •  sn  a  •  sn  m;  •  sn  (w  +  a))  — -  — 

=  q>(v)  (Cj  H-  c^  •  A*  •  sn  m;  •  sn  (w  +  a)  +  c^  -  k*  -  sn'  w)  . 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  beide  Integrale  eindeutig  sein 
sollen,  ergeben  sich  zwei  Möglichkeiten  c,  =  4  und  c^  =  2.  Im 
ersten  Falle,  der  wie  schon  in  Note  V  bemerkt,  bisher  noch  nicht 
näher  untersucht  war,  ergeben  sich  die  Beziehungen : 
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c^        CD  a  •  dn  a 


sn  a  sn  a  * 

cn  a  •  dn  a  4 


c,  =c. 


*        *       sn*a  sn*a 

c^  bleibt  willkttrlicb ,  während  die  Integrale  vermöge  der  Glei- 
chungen bestimmt  sind : 

Cjif  — fc* •  sn* a  •  sn*  w)  =  4*  (u  •  sn* a  —  sn  a  •  cn  a  •  dn  a  •  sn*  w) 

u  =  sn  C(j  •  cncd  •  dn  C(i  . 

Hieraas  folgt  durch  Quadriren: 

!2)  A**- sn*a  •  sn*cü 

+i2c4-A*-sna'cna-dna— fc*-sn*a— ft*-cj-sn*a)sn*w+c*=0. 

Es  ist  klar,  dass  der  Ausnahmefall,  welcher  in  der  letzten  Note 
näher  charakterisirt  worden  ist,  nur  dann  eintreten  kann,  wenn 
die  Discriminante  dieser  quadratischen  Gleichung  verschwindet. 
Dieselbe  zerfällt ,  wie  man  sich  leicht  tiberzeugt ,  in  zwei  Fac- 
toren,  so  dass  wir  die  beiden  Gleichungen  erhalten: 


(3 


{sn  a  •  c*  — 
sn  a  •  c*  — 


^         sna  •  c*  —  2 (cn a  •  dn a  —  4)  C|  +  ft*  •  sn'  a  =  0  , 

2  (cn  a  •  dn  a  +  4)  c^  +  ft*  -  sn'  a  =  0  . 


Die  beiden  Gleichungen  stehen  mit  einander  in  einem  engen 

Zusammenhang.    Die  eine  entsteht  aus  der  andern,  indem  an 

Stelle  von  a  gesetzt  wird:  a  +  2^^+  iiK\ 

Unter  Hinzunahme  der  elliptischen  Functionen  mit  dem 

cc 
Argumente  -^  lassen  sich  die  Lösungen  der  beiden  Gleichungen 

schreiben : 

c^  =  A*  •  sn*-^  •  sna, 


c,  = 


sna 


a   ' 


(4)  sn*  ^ 


dn*| 
c.  =  —  sn  a , 

cn*  TT 
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a 


Cn*-:r 


c,  =  —  A'  •  sn  a 


do.f 


Es  giebt  also  4  und  nur  4  Werthe  von  c« ,  deren  sugehOrende 
Integrale  nicht  mehr  beide  doppeltperiodische  Functionen  sind 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man,  wenn  man  den  folgen- 
den völlig  verschiedenen  Weg  einschlägt. 

Ein  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  hat  jeden- 
falls die  Form : 

^•:=  v.l.)-'' 

folglich  wird  das  zweite : 

(5)  y.=yjef*-    '^^^^_^_^/"dw, 

Damit  dieses  zweite  Integral  keine  doppeltperiodische  Function 
mehr  ist,  mtlssen  die  beiden  Gleichungen  stattfinden : 

(6)  ^    ■  dlog&,[a)      grfloS^.W^o 

*  da  diu 

Die  erste  Gleichung  zeigt,  dass  r  oder  auch  lo  vier  verschiedene 
Werthe  annehmen  kann: 

I. 


II. 


III. 


IV. 

Die  zweite  Gleichung  bestimmt  die  dazu  gehörenden  Werthe 
von  c^ . 


lü 

a 

2 

t 

(0 

a 

21 

+ 

>A" 

r 

> 

10 

a 
2 

+ 

/A" 

+ 

A', 

10 

=- 

a 

i 

+ 

A'  . 

DiFFBUUfTULGLBIGH.  2.  OrD.  MIT  DOPP.-PERIOD.  GOBFFIGIBNTBN.  II.   241 

Berttcksichtigen  wir  die  Gleichung : 


dlog^,(o)      g 
da 

''"•IS/            /^, 

so  folgt  für  w  =  — : 

c. 

—  A*  •  sn*—  •  sna  , 

Tb 

a  I 


2 


d.  h.  wir  erhalten  einen  der  vorhin  gefundenen  Werthe  von  c^, 
Genau  so  würden  sich  die  drei  anderen  ergeben.  Da  diese  drei 
Fälle  sich  durch  Substitutionen  einfachster  Art  aus  dem  ersten 
ergeben,  so  wollen  wir  uns  auf  diesen  beschränken.  Das  zweite 
Integral  können  wir  schreiben : 


oder  auch : 

\         A-'.sn»_.8n«(.«+g-|/ 

Mithin  erhalten  wir  den 

Lehrsatz.    Den  ersten  Ausnahmefall  bildet  die  Differential- 
gleichung: 

/-  y  +  A*  •  sn a| sn* -^-  +  sn ti;  •  sn [w+  a]\     •. 
dw*  \        2     '  ^  '1    div 

=  <jp(i;)(c5  +  C4  •  A*  •  sn w;  •  sn(w>  +  a)  +  A*  •  sv}w)  , 
C3  =  —  4  —  A*  +  A*  •  sn*  a  —  A*  •  sn*  —  •  cn  a  •  dn  a  , 

c.  =  cn  a  •  dn  a  —  A*  •  sn*  -tt-  •  sn*  a  . 
*  2 

Die  beiden  Integrale  lauten: 


u 
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y«=yi  l/* —z 1 -r\^«^- 


ft* .  sn*  y  sn*  (t^  +  ^ 


Die  drei  anderen  Ausnahmefälle  folgen  sus  dem  soeben  betrach- 
teten durch  die  vorhin  naher  definirten  Substitutionen. 

Wir  nehmen  jetzt  den  Fall  c,  =  2,  welcher  in  der  zweiten 
Note  ausführlicher  behandelt  worden  ist. 

Setzen  wir 

so  zeigte  es  sich,  dass  sn*««  eindeutig  bestimmt  ist,  so  dass  die 
beiden  Werthe  von  tj^  die  zu  den  beiden  Integralen  gehören,  die 
Form  haben: 

w^  =:      t/  +  a  , 

w,  =  —  M  +  «  • 
Hieraus  folgt,  dass  vier  Ausnahmefälle  eintreten  können: 

I.  u  =  0  , 

II  u  =  K , 

IIL  u  =  K+iK\ 

IV.  M=IÄ''. 

Im  ersten  Falle  hat  ein  Integral  die  Form: 

A  {v  +  a)        *o(«) 

Hierin  ist  aber  A  =  0  zu  setzen,  wie  aus  der  allgemeinen  Formel 
folgt : 

1  =  —  /i*  •  sn  a  •  sn  C(j  •  sn  (cü  —  a)  . 

Mit  Hülfe  weniger  Schlüsse  ergiebt  sich  dann  der 

Lehrsatz.  Den  ersten  Ausnahmefall  bildet  die  Differential- 
gleichung : 

—r  1    +  2t* .  sn a  •  sn  «>  •  sn  Iw  +  a)    T 
div*  '    dw 

=  (p [v]  ( —  4  — Ä*-|- A*  •  sn*a  +  2Ä*  •  cna  •  dna  •  snw^  •  sn  (u?-|-a)) . 
Die  beiden  Integrale  derselben  lauten : 
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K'<»)  „ 


&,  (v  +  a)        *o('») 

nnd 

f      dw 


sn*  [w  +  a) 
Im  zweiten  Falle  h^s=K nimmt  das  eine  Integral  die  Fonn  an : 

^3(a) 


Vi  =        a  /..v       ^  » 


wobei  gesetxt  ist: 

.  ,,    sna*cna 

dna 

Da  die  Beziehung  besteht: 

_-  k*  ^^  "  •  ^°  ^  —  d  log  ^3  (g)       rf  log  ^0  (o)  ^  ^ 
dna  da  da  ' 

so  können  wir  das  Integral  auch  schreiben : 


Somit  erhalten  wir  den 

Lehrsatz.    Den  zweiten  Ausnahmefall  bildet  die  Differential- 
gleichung : 

^9{^)   ,  alt  /      ,     \d(p[v) 

/  \    +8/f*  •  sna  •  snt<;  •  sn(u;  +  a)  — ^^-^ 

=  9(r)(—  4  +  fc'  •  sn*a  +  2Är'-cna-dna  •  snw)  •  sn(w;  +  a))  , 
hie  beiden  Integrale  lauten: 


-^^ 


und 

cn«  (w;  +  a)  * 
Genau  so  folgt  der 

lUtk«-pli7B.  Claue.  1892.  47 
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Lehrsatz.    Den  dritten  Ausnahmefall  bildet  die  Gleichung: 

/:  '  +  2 A*  •  sna  •  sn  t^  •  ^niw  +  a     T 

=  <p(v)( — **  +  /c*«sn*a  +  2i*  •  cna-dna  •  sntü-  sn(t^  +  «!)  • 
Die  beiden  Integi^ale  lauten : 

_  ^,  (ü  +  o)        *o(o) 


y- = yJdi^ 


dw 


[w  +  a] 
Vom  vierten  Falle  können  wir  absehen. 

Specielle  Untersaehvng  derjenigen  Differentialgleicbnngen, 

deren  Integrale  einen  einfachen  Unendlichkeitspnnkt  haben,  während 

die  Coefficienten  noch  zwei  weitere  besitzen. 

Auch  diese  Diflerentialgleichungen  sind  in  der  zweiten  Note 
behandelt.   Als  Form  derselben  ergab  sich  : 

,.    d'^w(v)  ,  ,,.  i      ,     \  ,       ^  f      n  ^\xd<P'^'^ 

Ml  -V-V-+A  (8ng'8nf<>sn(M;  +  gH--sn/y'8ntt;'Sn(t<;+/y))    ;  ■ 

dw  \      «     /  •       I  V      •  I  /f  ^j^, 

=  fp(v){c^  +  Ce-A*-snM^-sn(M;  +  a)  +  c,  -k*'SntV'Sn(w  +  ß:). 
Die  beiden  Integrale  haben  im  allgemeinen  Falle  die  Form: 

_  ^,  (t>  +  v)        *»'"' 

wobei  X  aus  der  Gleichung  bestimmt  ist: 

(2)    2  A  =  A-*(8n  a  •  sn  cü  •  sn  (a  —  w)  +  sn  //  •  sn  w  •  sn  (/?  — •  ioj) . 

Setzen  wir  nun: 

so  zeigte  es  sich^  dass  sn^  u  wiederum  eindeutig  bestimmt  ist,  so 
dass  die  beiden  Werthe  von  lo ,  die  zu  den  Integralen  gehören, 
die  Form  haben : 
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w,  =  —  u  +  — ^-X  . 
Es  sind  daher  wiederum  vier  Ausnahmeftille  möglich: 

Nehmen  wir  erstens  u  =  0  an ,  so  folgt  als  Werth  des  einen 
Integrals : 

wobei  gesetzt  ist: 

2  i  =  ft*  (sn  a  —  sn/S?)  sn  — ^—  •  sn  — ^-^  • 

Da  aber  die  Beziehungen  bestehen: 

—  A«  •  sna  •  sn  —5-^  •  sn  —^  , 

2  2 

+  A* .  sna  .  sn  —^  -  sn  —^  , 
so  können  wir  y^  schreiben : 

'''      ^^=— ^:m — ' 

Die  Coefficienten  nehmen  die  Form  an: 

47* 
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j           ,,                cc  +  ß       a  — iö?    sna  +  suß 
Cß  =  cn  a  •  an  a  —  ä'  •  sn  a  •  sn — ^-*-  •  sn — ^ ^ — =-  , 

ss  z  z 

(4) 

c,  =  cnpF«an/j  +  /r  •snjCF*sn — ^-^-sn — ^ —  • 5 — ^  , 

c,  =  -  4  —  Ä«  +  A*(sn*a+  snV)  —  /^*  •  sn«  — ^ 
—  /i*  •  sn  — ^-  •  sn  — —-—  (cn  a  •  dn  a  —  cn/J  •  dn/?)  +  A* . 
Das  zweite  Integral  können  wir  schreiben : 

oder  auch : 

Damit  ist  dieser  AusnahHiefall  erledigt. 

Im  zweiten  Falle  wird  u  =  h\  mithin  nimmt  das  eine  Inte- 
gral die  Form  an : 

wobei  gesetzt  ist: 

cn  — ~i- .  cn  :r-^ 

dn— -i^.dn-^ 
Hieraus  folgt  ähnlich  wie  im  ersten  Falle : 

während  die  Coefficienten  die  Form  annehmen : 
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cn  — ^  .  cn  — ^^  ^ 

2 2       sn  a  —  sn  /5f 

a  +  tf        a  — Ä 
CO  — S"^  •  CD  — ^ 
ajü      ft        ^  *  2       sno  —  sntf 


cn»— ^ 
c,  =  —  1  —  *»+ A«(sn»o  +  snV)  —  A*  ■ 


dn 


,«  +  /? 


«4-5        a  — tf 
cn  — ~-^  •  cn 


+  *• 7-3 ^ (cno  •  dna  +  cnÄ .  dnrf)  +  l*  . 

Das  zweite  Integral  Iflsst  sich  in  die  Form  bringen: 

Damit  ist  der  zweite  Fall  erledigt. 
Im  dritten  Falle  wird: 

also  m'msit  ein  Integral  die  Form  an: 

wobei  gesetzt  ist 

dn^.dn^ 

c„_^.cn^- 
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oder  auch : 

*»  r  +  ~~i~}         \*o(a)  "^ »o(ft)/  a 


Die  Goefficienten  werden : 


Cß  =  cna  •  dna  +  sna 


dn — 5-^dn— ^  ^ 

cn  — i-^  •  cn  — TT-^ 


dn'^ 
c,  =  —  1  —  ft*  +  /t*(sn«  a  +  snV)  — 


cn*  — i-^ 


-    «  +  /?    ,    a--ß 
H r":5 25(cna-dna  +  cn/J  •  dn/?)  +  i'. 

Das  zweite  Integral  endlich  nimmt  die  Form  an: 


<-""*-¥Ä))- 


Im  letzten  Falle  endlich  wird : 


«• — m—'    ^    ' 

wobei  gesetzt  ist: 

^. sncf  —  sn/i? 

sn  — :c-^  •  sn  — z^ 
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Es  folgt  dann  ebenso  wie  früher  fttr  y^  die  sweite  Form : 


*'''  ^'=  ^.(t>)  '^ 


» 


Die  Coefficienten  werden: 

j                        sn  a                 sn  a  -f-  sn  /^ 
c.  =  cn  a  an  a p-3 5  • ^ ^ 

sn  —^  •  sn  — ^ 

^j    z,   ,  sn/^  sna  +  sn// 

c,  =  cn  /?  dn  Ä  H .    .    1 ^ 

'  ^       ^^       a  +  ß        a  —  ß  2 

sn  — ^  •  sn  — T-^ 


c^  =  —  4  — Ä*  +  ft*(sn*a  +  snV)  —         ^ 


^^2 


4 

(cn  a  •  dn  a  —  cn/J  •  dn/?)  +  Ä* . 


sn^+^.sn«-^ 


2  2 

Das  Eweite  Integral  endlich  wird : 


§3. 

Speeielle  Uvtersaehiuig  aller  Differentialgleieliaiigeii  sweiter 

OrdBDBg,  deren  Integrale  denselben  zweifaehen  Unendlichkeitspnnkt 

haben,  während  die  Coefficienten  noch  einen  weiteren  besitzen. 

Die  in  der  Ueberschrift  näher  charakterisirten  Differential- 
gleichungen bilden  den  Gegenstand  der  dritten  Note.  Sie  können 
in  die  Form  gebracht  werden: 

[v       ,    ,    +  (c.  +  c,  •  Ä*  •  sn  ce  •  sn  iü  •  sn  10  +  «  )    _; 

=  q> (v)  (c,  +  C4  •  ft*  •  sn lü  •  sn(tü  +  a)  +  Cj  •  k*  •  sn*w)  , 

wobei  c,  einen  der  Werthe  annehmen  kann  4,2,3,  4. 

Ein  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  hat  sicher- 
lich die  Form : 
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folglich  wird  das  zweite: 

— y(Ci4-Ct'fc**8n«'8ntü«8n(ti7+a))dti7    dw 

Soli  dasselbe  aufhören  doppeltperiodisch  za  sein,  so  muss  erstens 
von  Perioden  abgesehen  die  Gleichung  bestehen : 

zweitens  aber  die  Beziehung  stattfinden : 

(3)  _  c,  -  c.  li2iMil  +  2  (^1°8/.K)  +  ^Joß^A  ^  0. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  lehrt,  dass  v^  •+•  v^  oder  was  das- 
selbe sagt  (jj^  +  Cd,  eine  bekannte  Grösse  ist.    Wir  wollen  die- 
selbe durch  V  resp.  (a  bezeichnen. 
Da  femer  die  Beziehung  besteht: 

rf log ^0(^4)   ,  d\o%^^[v^]      dlog^oM  ,   ,, 

— p    "^  ^'  -j 2— o_L_2:  =  —  i  +A**snctf.  •  sncii«*sncii, 

dW|  dcü,  (iü)  117 

so  können  wir  die  zweite  Gleichung  schreiben : 

/i\    a/t  I        dlog^Ja)       -dlog^Jy) 

(4)  8Ä*sncci.  -snw.'Snciissc.  +  c,« — 2_JLL-i  —  g — °   **      - 
^  '  *  *  *        '         da  dw 

Diese  Gleichung  drückt  das  Product  sn  (a^  *sncci,=s^  in  bekannter 
Weise  durch  die  Constante  c^  aus. 

Wir  können  die  Resultate  in  eine  andere  Form  bringen. 
Aus  der  Gleichung: 


folgt: 


Cfl^  =  Cd  —  Cd, 


sn  Cd  •  cn  Cd,  •  dn  w^  —  sn  cd«  •  cn  cd  •  dn  cd 

s^  ^1  = r — /i       1 1 

*  i  —  kr  '  sn'cd  •  sn' cd, 

oder  also: 

,  sn  Cd  •  u.  —  0?«  •  cn  Cd  •  dn  Cd 

s^  =  sn  cd^ .  sncd,  = r~ii — ' i 

'  *  '  1  —•&'•  05,  •  sn*  Cd 

oder  auch: 

sn  Cd  •  M,  =  er,  •  cncd  •  dn  Cd  +  (^  —  A*  •  a;,  •  sn'  cd)  5^  . 
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£ine  analoge  Gleichung  ergiebt  sich  für  x^,    Durch  Addition 

folgt: 

Qaadriren  wir  die  vorletzte  Gleichung,  so  ergiebt  sich  nach  Fort- 
hebung eines  Factors  die  quadratische  Gleichung: 

X*  —  (sn*  w  —  2  cn  w  •  dn  w  •  5^  +  Ä*  •  sn*  tti  •  sf*)  x  +  s^  =  0  , 

deren  Wurzeln  die  Grössen  x^  und  x^  sind. 
Hieraus  folgt  die  Beziehung: 

(&)  Ä^=sn*cü^+sn*ciij=sn*w  — 2cnciidnw-Ä,'+fc*»sn*cii-5i* . 

Zu  diesen  Gleichungen  treten  die  übrigen  des  Problems,  welche 

in  der  dritten  Note  näher  ausgeführt  worden  sind.    Vor  Allem 

sind  hier  die  beiden  Gleichungen  von  Bedeutung: 

g 

c,-A'-sn*a-ti;=<J^-c^  +  c,«i*«sn*w^-sna«cna«dna  —  ^^7/^  > 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  im  Falle  c,  =  4  an  Stelle  von  c^:c[ 
zu  setzen  ist. 

Setzen  wir  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  ein,  die  wir 
soeben  für  u^  und  u  gefunden  haben,  so  ergiebt  sich  nach  einigen 
leichten  Rechnungen  eine  quadratische  Gleichung  mit  den  Unbe- 
kennien  x^  und  x^.   Dieselbe  hat  die  Form: 

(6)  iA'xl  +  B'X+C^O  , 

wobei  gesetzt  ist: 

A  =  k^'  sna  •  Cj(sna  •  cncu  •  dnw  —  snw  •  cna  •  dn«) 
—  A*-  sn*a-  sn*w-  5^-c,  +  A*«  sn*a  •  snw'C^  , 

Ä  =  —  äsnw  •  c,  —  s^(A  +  2&*  «sn*«  •  cnci>  •  dnci>) 

+  ik^  -  si  •  sn*a(c,—  2)  +  2Ä*-  sn*a  •  sn*w-5j-Äi, 

C  =  s^(icxi(ü•dnü)+c^'Sna))+is^ — k'*'S^  •Äi(c,«sn*«+2sn*cu). 

Diese  quadratische  Gleichung  können  wir  auch  durch  die  beiden 
Gleichungen  ersetzen : 

B  +  9iA'8,   =0, 

Zur  Umformung  derselben  bemerken  wir,  dass  erstens  für  s^  der 
Werth  gefunden  worden  ist: 
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s^  =  8n*ü;  —  ienio  •  dn w  •  s^  +  A*  •  8n*a>  •  s^*  , 
dass  zweitens  gesetzt  werden  darf: 

c^  =  2fc*  •  sncü  •  5^  +  c'  , 

^.^^  rflog^o(a)       grflog»,(f/) 
^        da  dw 

Unter  diesen  Voraussetzungen  nimmt  die  erste  Gleichung  die 
Form  an : 

(8)  Po'Si'  +p, . s;;'  +  p^ . 5i+p,  =  0 , 

wobei  gesetzt  ist: 

p^  =  A» .  sn*  (jj  '  sn*a(i  —  c J  , 

^4  =  —  7A"*-sn*a-  sn*ai  •  cnw  -dncu  +  SA*-  sn^cr-onoi*  dnoi-c, 
—  A*'  sn'w»sna«cna-dna«Cj  +  A*'Sn*a'Sn'cii-c' , 

p^  =  2  A*  •  sn*  üj  (A*  •  sn*a  •  sn*cü  —  2) 

+  A* .  sn«a(c,—  2)(2  — 2cn*  w  •  dn«cü  — A*  •  sn*cü) 

4-SA*-8na-  cncr-dna*sncci*oncci  'dnoi'C, 

—  2 A* •  sn* a  •  snco  •  cn  CO  •  dn  w  •  c'  , 

/)3=A*'Sn*ciisna( — c,«cna«dnasncii+sna-cncodnw(c,— 2)) 

+  snco (A*  •  sn* a  •  sn* w  —  2) c'  . 

Die  zweite  Gleichung  wird : 

(9)  9o  •  «i'  +  94  •  «r  +  9i  •  «i  +  9,=  0  , 

wobei  gesetzt  ist : 

q^  =  k*  '  sn*  w  •  sn*  a  (c,  —  4)  , 

q^  =  2A*-  sn*w-cnw  •  dnw  +  2A*«snce>  •  sna-cna  «dna-  r, 

+  A*  •snw(sn*C(>  —  2sn*a)  , 

q^=  4  —  4  cn*  CO  •  dn*co — A*«  sn*a  •  sn*ü;  •  c,—  2  sn  co  •  cn  cu  •  dn  cu  •  c', 

qfj  =  2  sn*cj  •  cncn  •  dn  to  +  8n*co  •  c'  . 

Bis  hierher  gelten  die  Untersuchungen  aligemein.   Jetzt  specia- 
liren  wir  und  setzen  zuerst 

Dann  können  wir  erstens  annehmen,  dass : 
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sei.  Unter  dieser  Yoraussetzung  folgt ; 

(/  =  Ä:*  •  sn*-3-  •  sna  . 
Ferner  erhalten  wir  für  die  Grössen  p  die  folgenden  Werthe : 

Pjj=3ft*-  sn*  -5-  •  8n*a  , 

p,  =  —  4  **  •  sn*  a  •  sn  -^  M  —  /:*•  sn*-^J +ft*-  sna  •  sn'-^ , 


a      . ,.,.  .  ,..    .        .a  .  ^..      .        .a 


p,=i«.sn*a  — U'.sn«^— 4ft«(4+ft«)8n«a.sn«^+8A*.sn«a.8n«^  , 

p,=— fc^-sna-sn'—  —  ft*«sn'a'Sn-^i4  —  i*  •  sn*  -^j  • 
Dann  aber  folgt  leicht  die  Zerlegung: 


I  1— ft*.sn*— \ 

7,=3A*.sn*-^.5:*— ft«.sn-^.  snal V  H l«i 

*  2     *  2  1       sn*a  ,  a         /  ' 


+  **"'°*T  ' 


F,=A-*-sn*a-8n*      •  «^ M  —  A'-sii'-s-l  —  snc-sn-^- 


''"2 


Fttr  die  Grössen  q  ergeben  sich  die  Werthe: 


et 
?o  =  —  3ft* •  sn*  -x-  •  8n*a  , 

25 

qfj  =  2Ä*  •  sn*a  •  cn  ^  •  dn  —  —  A*  •  sn a  •  sn  -^  , 

.        sn*a 
sn*^ 


a 
g,  =  sna  •  SQ  -g 


Es  folgt  hieraus  die  weitere  Zerlegung: 
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sna 


F,  =  —  8n*a  •  «i  + 


£s  tritt  also  in  beiden  Fallen  der  Factor  F^  auf,  so  dass  beiden 
Gleichungen  Genüge  geleistet  wird,  wenn  die  Gleichung 

besteht. 

Erwägen  wir  die  Beziehung: 

2A*  •  sn  ^  •  «i  =  c^  —  A*  •  sn*  -^  •  sna  , 

so  können  wir  die  Gleichung  auch  schreiben: 

(4  0)  3c*  —  2 sna I  —  '—f-  H 1  c.+k*-  sn*c  •  sn*^ 

—  4A-» -811»^  +  ik* .  sn*o  =  0  . 

£s  ist  dieses  eine  Bedingungsgleichung  fttr  die  einzige  Gonstante, 
welche  in  der  Differentialgleichung  noch  willkürlich  geblieben 
war.   Die  übrigen  haben  die  Werthe : 

-  .       _     cncK'dna  .   ,,.      .        t/i  •  i«\ 

(11)  c^  =  —  2c,  •  sna  4-2cna>dna  , 
c,  =      4  . 

Femer  folgt  leicht;  dass  die  Bedingungsgleichung: 

it  t       a       cna-dna  ,    ,,       ^ 

k*  •  5.  =  c;  —  2c. h  Ä*  •  8n*a 

*         *  *         sna 

durch  unseren  Werth,  den  wir  für  s^  gefunden  haben,  unter 
Berücksichtigung  der  Bedingungsgleichung  von  c^  erfüllt  wird. 
Die  Werthe  sn*  cti,,  sn*  lo^  sind  dann  aus  der  Gleichung  bestimmt : 

(12)  x«  — 5,  .x  +  si*  =  0  , 

während  die  Vorzeichen  aus  den  beiden  Gleichungen  sich  er- 
geben : 
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(43)  A-'»sn*a«u^=d^»C4+ft*-8n*w^-sna«cna-dna — 2w-^,  €=4,2. 

Wir  erhalten  also  den 

Lehnati.  Fm  Falle  c,  =  4  hört  ein  Integral  der  Differential- 
gkichung  [^)  auf  doppeltperiodisch  zu  sein,  wenn  erstens  c^  der 
Gleii^ung : 

4  — 2A-«.sn*-| 
3rf  — 2sna| :     H 


jj  — 2sna( 1 

'  \       sn*  a 


sn*^ 


+  fc*.sn*a  -sn*"!-  —  4A-*.  sn*^  +  2A-*sn*a  =  0 

Genüge  leistet.  Die  übrigen  Coefficienten  und  das  doppeltperio- 
dische Integral  der  Differentialgleichung  folgen  aus  den  Glei- 
chungen {\h),  [\%{h^). 

Hiermit  sind  freilich  noch  nicht  alle  Möglichkeiten  erschöpft. 
DerFaU 

a 

2 
ist  nur  einer  der  vier  möglichen,  in  denen  die  beiden  Grossen: 

2  {(o^  +  w,)  und  a 

sich  nur  um  Perioden  von  einander  unterscheiden.  Die  andern 
dreiPälle  können  genau  so  einfach  behandelt  werden.  Wir  glauben 
um  so  eher  hiervon  absehen  eu  können,  als  das  ganze  Problem 
noch  in  vOUig  anderer  Weise  aufgefasst  werden  kann,  welche 
sofort  die  acht  möglichen  Werthe  von  c^  ergiebt. 
In  der  That,  für  die  Grosse 

s,  =  sn*  Wj  •  sn*  w, 

haben  wir  in  der  angegebenen  Arbeit  die  folgende  quadratische 
Gleichung  gefunden: 

ro'S\  +  r^'S^  +  r^  =  0  , 

wenn  unter  r^,  r^,  r,  die  folgenden  Grossen  verstanden  werden: 

j-^  =  4t«.sn*a  , 

'•4=— 9c}sn*a+36cJ'Sn'a-cna  dna  — 2cJ-f/j  +  4c4-rfj— rf^, 

r^=^w}a[c^'S^  +  2«)'  , 
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rf,  =  16  sn*a  —  22 (4  +  A«)  sn*a  +  27 A«  •  sn'a  , 
d,  =  sn'a  •  cna  •  dn a (9 A*  •  sn*a  —  4  —  4A*)  , 
d^  =  8 A*  •  sn* a  •  cn*a  •  dn* a  +  A*  •  sn* a  . 

Soll  nun  einer  der  Ausnahmefälle  eintreten,  so  muss  die  Discri- 
minante  der  Gleichung  verschwinden,  oder  also  die  Gleichung 
bestehen : 

Es  ist  das  eine  Gleichung  vom  achten  Grade  mit  der  Unbe- 
kannten t\.  Dieselbe  lässt  sich  zunächst,  wie  unmittelbar  klar 
ist,  in  die  beiden  Gleichungen  vom  i^^  Grade  zerlegen : 

Tj  —  4 A*  .  sn»a(c4  •  s^  +  2u)  =  0  , 
r^  +  4  A* .  sn»a(c^  •  s^  +  2w)  =  0  . 

Die  Ausrechnung  ergiebt  als  Werth  von  A*(c,  s^  +  2u)  den  Aus- 
druck : 

'  sna  *^ 

—  2A*-  sno  •  cna  •  dno  . 

Es  folgt  dann  leicht,  dass  die  beiden  biquadratischen  Gleichungen 
sich  in  je  zwei  quadratische  Gleichungen  zerlegen  lassen  und 
zwar  die  erste  in  die  folgenden: 

/  1  +  2A«.sn*|\ 

(44)  3cJ-2sna.cJ--4-  + -] 

'  *  M       sn*a  .  ö  / 

+  k*  ■sü*a-  sn«  ^  —  4 A*  •  sn»  f  +  2A»  •  sn'o  =  0  , 


2  +  A*'Sn«-^ 

(45)  3c»  — asna-c,! \-  + 

"       sn*a 


.  a 
•4        / 


^"2 

H h  2  A*  •  sn*a  =  0  . 

Die  beiden  andern  Gleichungen  erhalten  wir,  indem  wir  uns  an 
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Stelle  von  a:  a  +  iK  gesetzt  denken.  Hierbei  geht  der  Reihe 
nach  über: 

sn  a ,  cn  a ,  dn  a ,  sn  -^  m  : 

a 
—  sna,     — cna,     dna,    • 

Der  Beweis  der  Richtigkeit  der  Behauptung  beruht  vor  Allem 
auf  den  Beziehungen,  die  zwischen  den  elliptischen  Functionen 

mit  dem  Argumente  a  und  -^  bestehen.   Aus  diesen  greifen  wir 

SS 

die  eine  heraus: 

sn*a(4+A«.sn«-|-) 
cn  a  •  dn  a  +  4  = • 

Die  eine  der  vier  gefundenen  quadratischen  Gleichungen  ist  aber 
mit  der  vorhin  gefundenen  identisch,  so  dass  wir  einerseits  das 
frühere  Resultat  wiedergefunden,  andererseits  die  nothwendigen 
Ergänzungen  gegeben  haben. 

Hiermit  wollen  wir  den  Fall  c,  =  4  einstweilen  verlassen 
and  wenden  uns  zu  dem  zweiten  Falle 

c,  =  2  . 

Id  diesem  Falle  können  wir  erstens  annehmen : 

zweitens  folgt: 

c'  =  0 
oder 

c^  =2Ä*-8na«5i . 

Unter  solchen  Umständen  nehmen  die  Ausdrücke  für  die  Coeffi- 
cienten  p  die  Form  an : 

p^  =  2i*-  sn^a  , 

p^  =  —  6ft*  •  sn*a  •  cna  •  dna  , 

p,  =  2i*  .  sn*a  (—  2  —  2/t*  +  3A«  •  sn'a)  , 

p,  =  —  2A*  •  sn*a  •  cna  •  dna  . 
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Ersetzen  wir  s^  durch  c^J  so  ergiebt  sich  also  ftlr  c^  die  cubische 
Gleichung: 

(16)    cj  —  6cJ  .  ^^^'^""^  +  4(-  2  -  2i*  +  3/i«  •  sn»a)  c, 

—  8ft*  •  sna  •  cna  •  dna  =  0  . 

Genau  dasselbe  Resultat  erhalten  wir,  wenn  für  die  Grössen  q 
ihre  Werthe  eingesetzt  werden,  so  dass  in  diesem  Falle  die 
beiden  Gleichungen  in  eine  einzige  zusammenfallen. 

Dass  dieses  Resultat  mit  den  sonstigen  Bedingungen  im 
Einklang  ist,  folgt  leicht.  Zunächst  ergeben  sich  fttr  die  übrigen 
Coefficienten  die  Werthe: 

c,  =  —  ^  (cna  .  dna  +  -)  +  4A'*  •  sn«a  —  4(4  +  A*) , 
'  sna  \  «^4/  \     •      /  7 

(47)  c^  =  —  ic^  •  sna  +  4 cna  •  dna  , 
c,  =  2. 

Dann  aber  wird  die  Gleichung : 

A*  •  sn a  •  c^  •  s^  =  —  kc^ 

durch  den  von  uns  gefundenen  Werth  von  s^ : 

s^  =  sn*a- —  2cna  •  dna  •  s^  +  A*  •  sn*a  •  s^* 

unter  Berücksichtigung  der  Bedingungsgleichung  von  c^  in  der 
That  erfüllt. 

Die  Werthe  sn^cu^  und  sn*(i>,,  die  zu  dem  doppeltperiodischen 
Integrale  gehören,  folgen  aus  der  Gleichung : 

(48)  ac*+        *-£* X  +  .,/'   ,     =  0  , 

^     '  A^sna-c^  4A*sn*a  ' 

während  das  Vorzeichen  von  w^  und  cu,  aus  den  Gleichungen 
zu  bestimmen  ist: 

(49)  c^  +  2A*  •  sncj^  •  sn(ai;  —  a)  =  0  . 

Damit  sind  wir  wieder  am  Ziele  und  erhalten  den 

Lehrsatz.  Im  Falle  c^  =  2  hört  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung (4)  aufy  doppeltperiodisch  zu  sein,  wenn  erstens  c^  der 
Gleichung: 

,       ^  ,  cna  •  dna 

c;  —  6c; 

'  *       sna 

+  4  (—  2  —  2  A*  +  3A*  .  sn«a) c,  —  SA*,  sna  •  cna  -  dna  =  0 
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Genüge  leistet.  Die  übrigen  Coefficienten  und  das  doppeltperiodische 
Integral  der  Diffei*entialgleichung  folgen  aus  den  Gleichungen  (17), 
it8),(<9). 

Die  ttbrigen  Werthe  von  c^  brauchen  nicht  näher  angegeben 
lu  werden. 

Hiermit  wollen  wir  auch  diesen  Fall  einstweilen  verlassen 
und  wenden  uns  zu  dem  Falle 

c,  =  3  . 

Id  diesem  Falle  können  wir  erstens  annehmen,  dass 

3  a 

ist  Der  Werth  Von  c'  wird: 

c  =  A*  •  sn a  •  sn  —  Isn  —  —  2sn  -— j  • 

Um  zu  einfachen  Darstellungen  zu  gelangen ,  müssen  vor  Allem 
die  Beziehungen  berücksichtigt  werden,  die  zwischen  den  eilip- 

lischen  Functionen  mit  den  Argumenten  et,  — ,      -  bestehen. 

Wir  greifen  die  folgenden  heraus : 


SD 


B^_..«)(^_,VsnW«)=-.sn«+«i^|(^+AW«), 


'°2 


3« 
isn  , 


^+»^)(.-<..sn.„.s„.j)  =  !5:|(._«.....-J), 


'°8 


3a    ,    3a      /     3a  a\ 

sna.cn^.dn^  =  (sn  — +  sngl    F  , 

sn-^    4  +  A*'Sn*a-sn*-^  \ 
3a    -    3a  sna  /,      ,,       ,  a        ,3a\ 


3a 
sn-^  •  sna 


+ 


2sn'^ 


—  (<-A«.sn-«) 


IhXk^hj:  ClMM  1892.  4  8 
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Dann  können  wir  die  Goefficienten  p  und  q  in  die  folgende  Form 
bringen: 


Ä*  •  sn*  -3- 

^'        —  +  sn-TT- /3A*  •  sn«  —  2 


A-.sB«-^-         sn- 


0  7*  3  «  ^*« 

—  3  Ä*  •  sn'  a  •  sn  ~  •  sn  -^  , 


3a         3a 

A*.sn*  g        sn'-g  sn-^ 

a 
sn  y 

/'s  2sna f-  2A*  •  sn'a  •  sn  —  •  sn  -7;- 

3a  2  2 

sn^ 

.           ,   2  sn'  a 
—  4  sn  a  H • 

2snasn*7r 
'^^  +3sna-sn-s- 


,2       t^a  3a         '  2 

A-.sn«^-  sn^- 


3  a  /o        sn 

sn*  -^ 


i*a\  MS  a         3  a 

1  sna  —  A*  •  sn' a  •  sn  —  •  sn  -77-  , 

«  "  I  2  2 


(/o  =  — A*.sn*a.sn*-g-  , 
q^  =  A« .  sn  a  .  sn  -^  /  — 


2 


/-4+^"^"+*'•sn*a.sn«-^\ 


3  a         a  snasn'— 

+  2A*.  sn* '-   .  sn  ^  •  sn'a  +  A*-    —   -   — 
2  2  ,  a 

"2 
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o  o  o     j      L  2sn^-sna 

9,=  4— 3A'*  sn'asn^y  — cny •  d» yi  — 


, 3«  , 3a 

sn'  -X-  •  sn  a       sn'  -r-  •  sn  a 


2  2 


Die  diesen  Werihen  von  p  und  q  entsprechenden  cubischen 
Gleichungen  müssen  zusammen  bestehen.  Wir  erhalten  den 
gemeinsamen  Factor  am  einfachsten,  wenn  wir  die  Gleichungen 
addiren.    Es  ergiebt  sich  dann  die  quadratische  Gleichung: 

(p.  +  k*  •  sn*  y  .  g.)  sC  +  (p,  +  k*  .80»^.  <?,)  si  +  p, 

+  ft«.sn»y.7,  =  0. 

Es  zeigt  sich,  dass  die  drei  GoelBcienten  dieser  quadratischen 
Gleichung-den  gemeinsamen  Factor: 

/      3a  a\*l      3a    .         a\ 

besitzen.  Sehen  wir  von  demselben  ab,  so  können  wir  die  Glei- 
chang  schreiben: 

. .     sn  a 


M 

fi 

sn* 

a 
2 

> 

% 

^  = 

a 

Sa 

sn 

2 

•sn" 

2 

sna 
4  —  /i*'  sn*a  •  sn*  —  + 


/     3a  a\ 

(sn-^-sn^) 


2  a 

3a 
^  ,   /"  2      ^    A»      ,  a         3a 

'°2 

<8* 


I 


sn  ^  sn*  — 

2  2  ! 
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Es  mttsste  nun  nachgewiesen  werden,  dass  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  ein  Factor  der  linken  Seiten  der  beiden  cubischen 
Gleichungen  ist.  Wir  können  aber  von  diesem  Beweise  absehen^ 
wenn  wir  zu  den  Betrachtungen  zurückgehen,  die  im  Falle  c^=  \ 
angestellt  worden  sind.  Auch  im  Falle  c,  =  3  ergiebt  sich  eine 
quadratische  Gleichung,  deren  Discriminante  im  Ausnahmefall 
der  Null  gleich  sein  muss.  Es  ist  das  Gleichung  (4  9)  §  2  in  der 
dritten  Note: 

d*{r  —  9sn*a  .  k* •  s^)  +  8m«  •  A*  •  sn*a  =  0  . 

Die  Discriminante  derselben  ist  vom  Grade  8  in  c^ ,  also  auch 
in  5^.  Dieselbe  zerfällt  in  vier  quadratische  Factoren,  von  denen 
der  eine  der  soeben  entwickelte  ist.  Dabei  lautet  die  Beziehung 
zwischen  c^  und  ä,': 

2  /t'  .  sn  y.  «i  =  r,  —  A*  •  sna  •  sn  —  Isn  j  —  8  sn  yl  , 

so  dass  aus  der  obigen  quadratischen  Gleichung  fttr  s^  unmittel- 
bar eine  solche  für  c,  hergestellt  werden  kann.  Für  die  noch 
fehlenden  Coefficienten  der  Differentialgleichung  ergeben  sich  die 
Werthe: 

cnof   dna    ,   ß,,   *    •  ,  ,.   ,    i»^ 

'  *       sna  1      / 

'2\)       r^  =  —  2 r,  •  sn of  +  6 cn a •  dn a  , 

Die  Werthe  sn*co^  und  sn*w,,  die  zu  dem  doppeltperiodischen 
Integral  gehören,  folgen  aus  der  Gleichung: 

{n\  rr«-/sn*y-2cn|".dny.5i+A^sn*y.Äi*ja;+5;*== 

die  Vorzeichen  von  to^  und  co,  sind  etwa  aus  den  Gleichungen 
zu  bestimmen: 

(23)    3Ä*-  sn*a  •  11^=0^  •  0^+  3A**-  sn*o  •  sn'w^  •  cna  •  dna  —  2m ~  , 

€  =  4,2  . 
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Damit  sind  wir  am  Ziel  und  erhalten  den 

Lehnati.  Im  Falle  c,  =  3  hört  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung [\ )  auff  doppeltperiodisch  zu  sein ,  wetm  s^  erstens  der 
Gleichung : 

Genüge  leistet.   Die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  und  das 
doppeltperiodische  Integral  folgen  aus  den  vorher  angegebetien 

Gleichungen, 

Die  noch  fehlenden  sechs  Werthe  von  c,  folgen  ähnlich  wie 

im  Falle  c,  =  4 . 

Wir  kommen  nunmehr  zum  letzten  Falle  c,  =  4 . 

In  diesem  Falle  haben  wir  an  Stelle  von  c^  zu  setzen  c/  oder 
was  dasselbe  sagt  Sl  L 

Die  beiden  Bedingungsgleichungen,  die  zum  Ausnahmefall 
ftlhren,  lauten : 

ia  =  2{v^  +  v^)  , 

da  \      d(ü^  dio^       ) 

Wir  wählen  zunächst  die  Beziehung: 

24)  n+^i  =  2a, 

dann  können  wir  die  zweite  Gleichung  schreiben  : 

ibj  2A  =  2A*.sn2a.5j'-.2A-*-  sn*asn2a  , 

so  dass  die  Grösse  c'  in  unserem  Falle  den  Werth  annimmt : 

c'  =  —  2i*«sn*a  •  sn2a  . 
Femer  wird: 

s^=  Silvia  —  2cn2a  •  dn2a  •  «i  +  A*  •  sn*2a  •  5^*  , 
Die  Coefficienten  der  cubischen  Gleichung: 

Po  •  K'  +  Vk  •  K^  +  Pt '  *i'  +  P»  =  ö 

nehmen  die  Form  an: 

/>o  =  0, 

p^  =  —  A* .  sn»2«(2sn*a  +  sn*2«(4  —  A*  •  sn*o))  , 

«,  =  —  2A« .  ?5^  (4  —  A« .  sn*a)  -  8A«  •  sn*2a 
'•  sn*a  ' 

+  4AV4  +  A')sn*a.sn*2a  , 
/i,  =  2  *-sn*2a  «sn*«  —  A*-  8n*2a(4  —  A*sn*ö)  , 
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so  dass  wir  also  eine  quadratische  Gleichung  mit  der  Unbe- 
kannten s^  erhalten.  Genau  dieselbe  Gleichung  erhalten  wir, 
wenn  wir  die  Werthe  der  Grossen  q  einsetzen,  da  sich  die  Be- 
ziehung ergiebt : 

q^  =  —  A**  •  sn*a  •  pi ,       t  =  1 ,  2 ,  3  . 

Wir  erhalten  also  thatsächlich  eine  einzige  quadratische  Gleichung 
mit  der  Unbekannten  s^.  Dieselbe  kann  geschrieben  werden: 

(26)  Or«i'-(?t-^t'  +  0,=  0, 
Q^  =  k*{i sn«a  +  sn*2a(1  —  A*  •  sn*a))  , 

a  =  —  ^-^^  {\  —  A« .  sn*a)  —  8  +  4(1  +  A*)  sn*a  , 
*  sn'a    ^  '  I      V     I      / 

y,  =  —  2  sn*a  +  sn*  2a(1  —  k*  •  sn*a)  . 

Im  Falle  c,  =  4  ist  nun  der  einzige  noch  willkürliche  Goefficient 
der  Differentialgleichung  die  Grösse  c, . 

Es  ist  nicht  schwer,  aus  der  quadratischen  Gleichung  für  s^ 
eine  solche  fttr  c,  abzuleiten. 

In  der  That,  in  der  mehrfach  citirten  Arbeit  findet  sich  die 
Gleichung : 

*  sna        '     '  ' 

c'  =  4 i i [-  4  A* •  sn*a  —  c,  . 

'  8n*a  sn'a  ' 

Setzen  wir  hierin  die  gefundenen  Werthe  von  s^  und  k  ein ,  so 
erhalten  wir  die  Beziehung: 

(27)  2 A« .  si  /—  cn2a  •  dn2a  +  ^^) 

=  c^  +  2A-  snacna*  dna  •sn2a  , 

so  dass  aus  der  quadratischen  Gleichung  ftLr  s^  sofort  eine  solche 
fttr  c,  abgeleitet  werden  kann.  Die  Werthe  der  andern  Coeffi- 
cienten  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen : 

c.  =  8cna  •  dna  , 
während  l  aus  einer  der  früheren  Gleichungen  bestimmt  ist. 
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Die  Werthe  von  sn*w^  und  sn*w,,  die  zu  dem  doppeltperio- 
dischen Integral  geboren,  sind  aus  der  Gleichung  bestimmt: 

.29)  CD*— (sn*2a  — 2cn2a-dn2a.5i+A*sn*2a.5;*)a;+si*  =  0. 

Die  Yorzeichen  von  ^o^  und  lo^  sind  etwa  aus  den  Gleichungen 
zu  bestimmen: 

';30)  2i*-sn*a*Wf  =  i-<J^  +  2A:*-sna-cna'dna-sn*w^  —  ^^~f  ' 

Somit  finden  wir  den 

Lehraati.  Im  Falle  c^  =  4  hört  ein  Integral  der  Di/f'erential- 
gUichung  aufj  doppeltperiodisch  zu  sein,  wenn  erstens  s^  der 
Gleichung: 

Qrsi'-Q,'Sl  +  Q,  =  o 

Genüge  leistet.  Die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  und  das 
doppeltperiodische  Integral  folgen  aus  den  früheren  Gleichungen. 

Auf  die  weiteren  Fälle  braucht  nicht  näher  eingegangen  zu 
werden. 

Bei  den  bisherigen  Betrachtungen  haben  wir  uns  auf  die 
Bildung  des  doppeltperiodischen  Integrals  beschränkt. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  Bildung  des  zweiten  Integrales  über. 
Es  kann  zunächst  gezeigt  werden,  dass  dieses  uniform  ist.  Es 
folgt  das  aus  allgemeinen  Betrachtungen,  kann  aber  auch  folgen- 
dermassen  bewiesen  werden. 

Setzen  wir : 

so  wäre  zu  beweisen ,  dass  die  Entwickelungscoefficienten  der 
Function : 

e-c.«'./;(t,)«./-.(t;)«./-,(i,f. 

von  (t;  +  ^^)"'*  um  die  Punkte  v  =  —  v^  der  Null  gleich  sind 
oder  dass,  wenn  wir  etwa  €  =  1  setzen: 
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sein  uiuss.  Diese  Gleichung  ist  aber  nichls  anderes,  als  eine  der 
früheren  Bedingungsgleichungen. 
In  der  That,  es  ist: 

df^[v) ^..    sntO'Cnu;*  dnu;  —  snco, 'cno;, -dnoi, 

du)  *  flc  —  ac,  ' 

-^—  =  —  /i (t')  •  i*'  •  sna  •  snw;  •  sn(iü  +  a)  , 

also  lautet  die  Gleichung: 

—  c.  —  c,  •  A*  •  sn  a  •  snt^  •  sn  (t/;  +  a)  +  2  -^~~-  ^-  =  0 . 


**^t     "^   **^» 


Das  ist  aber  in  der  That  eine  der  Bedingungsgleiohungen. 
Wir  wollen  nun  das  zweite  Integral  schreiben: 

dann  folgt,  dass  wir  in  allen  Fallen  setzen  ktfnnen: 

so  dass  die  einzige  Schwierigkeit  in  der  Bestimmung  der  Grössen 
e^j  e^,  e^  besteht. 
Es  folgt : 

Wir  wollen  nun  wie  in  den  früheren  Betrachtungen  annehmen, 
dass  die  Beziehung  besteht: 


so  folgt: 


,3,,       p.->.!-.-.)f  *!   »M'^M'Mi'-'-)' 

Ebenso  einfach  ist  der  Werth  von  e,  und  e^  zu  berechnen.  Es 
folgt,  dass  der  Ausdruck  für  e^  eine  doppeltperiodische  Function 
von  ü)^  und  a  ist  und  ähnliches  gilt  für  die  anderen  Goefficienten. 
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Die  Darstellung  in  der  gewöhnlichen  Form  ist  in  den  vier  ver- 
schiedenen Fällen  eine  verschiedene.  Wir  beschränken  uns  auf 
die  Fälle  c,  =  2  und  c,  =  4.   Setzen  wir  c^  =  2,  so  wird: 

Hier  ist  die  Darstellung  in  der  gewühnlichen  Form  leicht  zu 
geben.  In  der  That,  es  ist : 

*.(a  -  y.)^.  (a  -  r,)  =  ^i^^ii^ll  (*,(a) .  ^,  (a  -  2^,) 

also  folgt: 

"'-       ^,(2y,)»        K»\\        8n(2w,-a)/ 
oder  also: 

.33)  ke, r^5^(< ji^^- 

'  *      cn*  u)^  •  dn* Wj  \         sn  (2  w^  —  a)/ 

Damit  ist  in  diesem  Falle  alles  gemacht,  denn  die  ttbrigen  Coef- 
ficienten  bestimmen  sich  eben  so  einfach. 
Wir  nehmen  zweitens 

c,  =  4  . 
in  diesem  Falle  wird: 

^«-^,(a)*.^,(2i/. -2a)  ' 
Für  f^  erhalten  wir  den  Werth : 

/t       2^^  (^^  -  a)  .  ^,  (1/,  -  a)  .  ^,(v,  -  a)  .  ^/ 
Da  femer  die  Gleichung  stattfindet : 

SO  folgt: 
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> 


..       i>,-  »,        {»,  (v.  -  «)'  •  ^,  fg)*  -  »,  In)*  •  1»,  (y.  -  «)*)« 

'*         2^J    ^Jrt)«.^,{,/,-a)^,(^,-«)-*,(y,-a).^,(i'.-«;' 

Setzen  wir  diesen  Ausdruck  in  den  Werth  von  e^  ein,  so  er- 
halten wir: 

(34)         4  e.  =  r 8n>.-a)-8n«« ^T  _ 

Damit  ist  auch  in  diesem  Falle  alles  erledigt. 


SITZUNG  VOM  4.  JULI  1892. 

G.  Scheffers,  Curvenschaaren,  die  auf  jeder  Geraden  eine 
Involution  bestimmen.  Vorgelegt  von  dem  ao.  Mitgliede  Engel. 

Bei  seinen  demnächst  zu  veröffentlichenden  Untersuchungen 
über  Translationsflächen  wurde  Lie  dazu  geführt,  die  Existenz 
eines  Satzes  über  ebene  Curvenschaaren  zu  vermuthen^  der  an 
sich  besonderes  Interesse  beanspruchen  würde.  Sind  nämlich 
unendlich  viele  Curven  der  Ebene,  die  continuirlich  auf  einan- 
der folgen,  nach  irgend  einem  Gesetz  einander  paarweis  derartig 
zugeordnet,  dass  sie  von  jeder  Geraden  in  Involution  geschnitten 
werden,  so  handelt  es  sich  darum,  zu  beweisen,  dass  die  Curven 
stets  die  Kegelschnitte  eines  Büschels  bilden. 

Zweck  dieser  Zeilen  ist,  einen  solchen  Beweis  zu  erbringen. 
Dabei  werde  ich  zunächst  nicht  eine  Schaar  von  Curven  be- 
trachten, die  paarweis  auf  einander  bezogen  sind,  sondern  zwei 
einzelne  Schaaren,  deren  Curven  einander  zugeordnet  werden. 
Im  Laufe  der  Untersuchung  stellt  sich  dann  schon  von  selbst 
heraus,  dass  beide  Schaaren  einerlei  analytische  Darstellung 
haben. 


Nehmen  wir  zunächst  an,  es  liegen  zwei  continuirliche 
Schaaren  c  und  A:  von  paarweis  einander  nach  irgend  einem 
,  Gesetze  zugeordneten  oo*  Curven  vor,  die  auf  jeder  Geraden 
eine  Involution  ausschneiden.  Als  zusammengehörige  Elemente 
der  Involution  sollen  natürlich  die  beiden  Schnittpunkte  zu- 
sammengehöriger Curven  aufgefasst  werden.  Es  ist  leicht,  aus 
zwei  beliebigen  Curvenpaaren  c^ ,  k\  und  c^ ,  k^  der  Schaaren 
alle  Curven  der  Schaaren  zu  bestimmen.     Denn  wenn  P  ein 
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beliebig  gewählter  Punkt  ist,  so  kann  er  als  ein  Punkt  einer 
Curve  c  angesehen  werden.  Um  die  zugehörige  Curve  k  zu  con- 
struiren^  ziehen  wir  alle  Strahlen  von  P  aus,  bestimmen  auf 
ihnen  die  Schnittpunkte  C^,  A'^  und  C, ,  A\  mit  den  Curven  c^,  Ä"^ 
und  c^y  k^  und  suchen  jedesmal  den  Punkt  Q,  der  P  zugeordnet 
ist  in  der  Involution,  bei  welcher  C^ ,  A',  und  C, ,  K^  Elementen- 
paare sind.  Der  Ort  aller  Punkte  Q  ist  dann  die  gesuchte  Curve  L 
Es  ist  klar,  dass  sich  genau  so  die  Curve  c  ergeben  würde,  die 
der  Curve  k  entspricht,  welche  durch  P  geht.  Hiernach  haben 
die  Curvenschaaren  c  und  k  einerlei  analytische  Darstellung. 
Dennoch  wollen  wir  bis  auf  Weiteres  jede  fttr  sich  darstellen. 

Es  ist  nun  aber  wichtig  zu  bemerken  y  dass  sich  ebendieselbe 
Curve  ergeben  muss ,  wenn  statt  c^ ,  k^  und  c^ ,  t,  irgend  zwei 
andere  Curvenpaare  dei'  Schaaren  ausgewählt  werden^  sobald  nur 
P  nicht  geändert  wird. 

Diese  Methode  wenden  wir  im  Folgenden  an  für  unendlich 
ferne  Punkte  P  und  zwar  zunächst  für  den  unendlich  fernen 
Punkt  der  t/-Axe. 

Um  die  Construction  analytisch  wiederzugeben,  seien 

[\)  y  =  0(x,a),       y=W(x,a) 

unsere  beiden  Curvenschaaren,  und  zwar  sollen  diejenigen 
Curven  einander  stets  zugeordnet  sein,  die  gleichen  Parameter  a 
haben.  Es  mögen  nun  dem  Parameter  a  zwei  bestimmte  Werthe 
0|  und  a,  zuertheilt  werden,  d.  h.  es  seien  zwei  Curvenpaare 
ausgewählt: 

Wir  haben,  wenn  P  der  unendlich  ferne  Punkt  der  y-Axe  ist, 
Parallelen  zury-Axe  zu  legen,  sie  mit  den  vier  Curven  zu  schnei- 
den ,  dadurch  die  Involution  auf  den  Parallelen  zu  bestimmen 
und  endlich  die  Punkte  aufzusuchen,  die  dem  unendlich  fernen 
Punkte  in  diesen  Involutionen  zugeordnet  sind.  Sei  daher  x 
irgendwie  bestimmt  angenommen.  Die  Involution  auf  der  be- 
treffenden Parallelen  zur  ^-Axe  wird  durch  eine  Gleichung 

Ayy'  +  B{y  +  y')  +  C  =  0 

ausgedrückt,  in  der  AjB,C  von  x  abhängen.  Zusammengehörige 
Werthe  von  y,  y*  sind  einmal  das  Paar  y^ ,  y/,  dann  das  Paar 


(2) 
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^j,  y^  in  (2) ,  sowie  endlich  1/  =  oo  und  der  gesuchte  Werth  y'. 
Indem  wir  die  letzte  Gleichung  zunächst  durch  y  dividiren  und 
dann  y  =  co  setzen,  finden  wir,  dass  dieser  Werth  y'  die  Glei- 
chung erfttllt : 

Ay'+B  =  0  . 

Aus  den  drei  Relationen 

^y,yi  +  ß(y,  +  yi)  +  o  =  o, 


Ay'     +B 


=  0 


folgt  nun  sofort : 


yi  yi  yx  +  y[ 
y%yk  y%  +  y% 


\ 

0 


=  0 


oder  nach  (2) ,  wenn  </^(.t,  aj  u.  s.  w.  kurz  mit  (/>^  u.  s.  w.  be- 
zeichnet wird : 

o,w,    o,  +  w,    \ 

y'  ^        0 

Diese  Gleichung  bestimmt  y'  als  Function  von  a?,  a^  und  a,.  Die 
hierdurch  dargestellte  Curve  muss,  wie  gesagt,  unabhängig  von 
der  besonderen  Wahl  der  Parameter  a,  und  a,  sein.  Die  Glei- 
chung i3)  muss  sich  also  von  a^  und  a,  befreien  lassen. 

£he  wir  hieraus  Schlüsse  ziehen,  wollen  wir  die  beiden 
ursprünglichen  Curven  c^ ,  c,  und  entsprechend  die  beiden 
Curven  k^ ,  k^  einander  unendlich  benachbart  wühlen,  indem  wir 
n«  einen  a,  unendlich  benachbarten  Werth 

a,  =  O4  -f-  da 

ertheilen.  Dann  geht,  wenn  das  Zeichen  d  die  Differentiation 
nach  dem  Parameter  andeutet,  (3j  über  in: 

O,  V,        o,  +  v,      < 
y'  <  0 


und  liefert : 


d(ö).«F,)_ 


272  G.  SCHBFPERS, 

Dieser  Werth  soll  unabhängig  von  a^  sein.  Es  ist  also  zu  for- 
dern, dass 

A[a)(a.,a)   ■    W{x,a)] 

^~[0[x,a)+Wix,a)] 
ort 

frei  von  a  sei.  Bezeichnen  wir  diese  Function  mit  u  {x)y  so  kommt: 

^  ((Z>^F)-tiA(0+2F)  =  O, 

ort  Ort 

also,  da  u  frei  von  rt  ist: 

OW--u(0+  W]  =A(.7')  . 

A  (.t)  ist  auch  frei  von  a.  Führen  wir  noch  zur  Bequemlichkeit 
die  Bezeichnung 

Ö)+iF=  U[x,a) 
ein,  so  ist  daher: 

0+W=U,        0V  =  uU+k. 

Die  beiden  Curvenschaaren  (1 )  oder  y  —  d)  =  0  und  y  —  W  =  0 
lassen  sich  mithin  gleichzeitig  durch  die  in  y  quadratische  Glei- 
chung darstellen : 

(4)  y*  ^U{Xya)y  +  u  [x]  U(x,  a)+l{x)  =  0  . 

Man  kann  sich  leicht  davon  überzeugen ,  dass  die  hierdurch  ge- 
gebenen Curven  jede  Parallele  zur  y-Axe  in  einer  Involution 
schneiden ,  wenn  man  beachtet,  dass  der  Parameter  a  nur  in  U 
auftritt. ' 

Wären  wir  statt  vom  unendlich  fernen  Punkte  der  y-Axe 
vom  unendlich  fernen  Punkte  der  o^-Axe  ausgegangen,  schatten 
wir  analog  gefunden ,  dass  sich  die  Curven  in  der  Form  dar- 
stellen lassen  müssen : 

(5)  x«-  V{y,a)x  +  v{y)V(y,a)  +  fx{y)  =  0  . 

Entsprechend  hätten  wir  gefunden,  wenn  die  parallelen  Geraden 
unter  dem  Winkel  a  zura?-Axe  geneigt  gezogen  worden  wären, 
dass  sich  die  Curven  in  der  allgemeinen  Form  darstellen  lassen 
müssen: 

(acsina  +  ycosa)'  —  ß(j:cosa  —  ysina,rt,o)'(.Tsina-+-ycosa)  + 
(6)     ^  +w(.rcosa  —  ysina,  a)  ^2(;rcosa  —  ysina,  a,  a)  + 

4-  ^(o^cosa  —  ysina,  a)  =  0  . 
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Die  Functionen  ii,  u  und  q,  von  denen  nur  die  erste  den  Para- 
meter a  enthält,  werden  andere  Formen  haben  für  andere  Werthe 
des  Winkels  a ,  sie  hängen  daher  noch  von  a  als  besonderem 
Argumente  ab,  und  deshalb  ist  dies  Argument  in  (6)  bei  S2j  u 
und  Q  besonders  angegeben  worden.  Für  a  =  0  reduciren  sich 
diese  Functionen  auf  die  Functionen  U,  u  und  l  der  Gleichung 

7t 

(41,  für  a  =  -~-  auf  die  Functionen  V,  v  und  fi  der  Gleichung  (5). 


i 


Die  Gurvenschaar  (4)  wird  also  dann  und  nur  dann  von  jeder 
Geraden  in  einer  Involution  geschnitten,  wenn  sie  sich  für  jeden 
Werth  von  a  in  der  Form  (6)  darstellen  lässt,  d.  h.  wenii  a  in  (6) 
nur  scheinbar  vorkommt. 

Die  Differentiation  von  (6)  nach  <x  muss  also  entweder  eine 
Gleichung  geben,  die  unsere  Gurvenschaar  darstellt,  oder  sie 
muss  eine  Identität  ergeben.     Benutzen  wir  die  Abkürzungen : 

(7)       5  =  0;  cos«  —  ysina  ,      ^  =  ajsina +  y  cosa  , 

so  erhalten  wir  durch  diese  Differentiation : 

Während  (6)  so  geschrieben  werden  kann : 

16':  ij*  —  fl^  +  wfl-|-ß  =  0. 

fi,  (ü  und  q  enthalten  ^  nicht.  Ferner  sind  5 ,  ^  und  a  drei  von 
einander  unabhängige  Functionen  von  x^  y  und  or. 

Die  beiden  Gleichungen  (8)  und  (6')  sind  quadratisch  in  ^ 
und  müssen  demnach  einander  proportionale  Coefficienten  von 
^*,  ^*  und  1;^  haben.  Dies  zieht  das  Bestehen  der  Identitäten 
nach  sich : 

^^      2r-  — -^i^!i^^t^  Clx  I  M^fi  +  g) 

(9)    ^=  ^«  öj         _  öa 


k  —  ß  Olß  +  Q 

Diese  bestehen  auch  dann,  wenn  sich  (8)  selbst  auf  eine  Identität 
reducirt.  Aus  diesen  Identitäten  ziehen  wir  Schlüsse  hinsichtlich 
der  Art,  in  der  in  ß  der  Parameter  a  der  Gurvenschaar  auftritt, 
der  in  cd  und  q  gar  nicht  vorkommt.  Es  ergiebt  sich  nämlich 
zunächst: 
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(wß  +?-r W3— =  —  ßjC  +  ß3—  +  3r^- 

*  ^    öf  öa  ^  oa        da 

Differenziren  wir  diese  Identitäten  nach  a,  so  kommt,  wenn  als- 

dann  noch  durch  ^;—  dividirt  wird : 

oa 

oß    .    ,  ^,        °  da    .         °  da  dw 

ÖJ  ^  Ö?  ^«  ^f 

oß    .    /    ^   .      %  0«  da  .   ow 

W     -     +  (Wß  +  p) r W r ^  —  r  +  Y-  • 

Multipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  (o  und  addiren  sie  zur 

zweiten,  so  fallt  ß  ebenso  wie  — r fort,  und  es  ersieht  sich, 

da  ° 

sobald,  wie  wir  zunächst  annehmen  wollen,  10*  -^  ^  ^e  0  ist. 
dass 

AI       ^^ 


(10) 


sich  durch  Qj  cd  und  die  Ableitungen  von  lo  allein  ausdrückt,  also 
jedenfalls  frei  von  a  ist.  ß  hat  mithin  selbst  die  Form: 

(11)  ß  =  9)(5,a)yl(a,o)  +  i/;(f,a), 

sodass  also  a  nur  in  dem  Factor  A  in  Verbindung  mit  a  auftritt. 
Die  erste  Gleichung  (1 0)  nimmt  nun  die  Form  an : 

ölo  - 


dj  öjC       ^         ^        ^^     h^  ha  ha  öj 

Der  Differentialquotient  von  log  -r—  nach  a  hat  daher  die  Gestalt: 

da 
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in  der  P,  Q  Functionen  von  ^,  a  allein,  frei  von  a,  sind.   Diese 
Gleichung  lässt  sich  auch  so  schreiben : 


=  \^-^  +  Q 


und  giebt  nach  a  integrirt: 

hA 
<2)  Yi  =  \PA'+QA  +  R. 

Aach  H  enthält  nur  jr  und  er,  ist  frei  von  a. 

Diese  Relation  [\  2j  hat  die  Form  der  RiccATi'schen  Gleichung: 

OCK 

in  der  a  gar  nicht  vorkommt.  Diese  Gleichung  besitzt  sicher 
eine  ParticularlOsung  F,  die  frei  von  a  ist.  Aus  einer  solchen 
ergiebt  sich  in  bekannter  Weise  die  allgemeine  Lösung  A.  Setzt 
man  nämlich 

SO  erfallt  X  die  Gleichung 

^Ä  =  -{PF+Q)X-\P, 

deren  Integral  die  Form  hat : 

X  =  S-  (r+Const.)  , 

in  der  S  und  T  frei  von  a  sind.  Es  kann  aber  a  in  die  Integra- 
tionsconstante  eingehen.    Wir  haben  also  zu  setzen : 

X  =  S'(T  +  f[a)). 

Hierbei  könnte  f  zunächst  noch  ^  enthalten.  Da  aber  nun  A  die 
Form  hat : 

und  A  frei  von  ^  ist^  so  dürfen  wir  setzen : 

n[a)t\a)  +  r[a) 

IbÜL-phya.  CUss«.  1802.  \  9 
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and  annehmen  ^  dass  f  nur  a  enthalt,  wahrend  /,  m,  n,  r  nur  a 
enthalten.  Indem  wir  das  von  er  freie  /*als  Parameter  a  einftahren. 
setzen  wir  bequemer : 


A  = 


na  +  r 


Jetzt  haben  wir  die  unbequemsten  Rechnungen  überwunden. 
Nach  (11)  hat  nämlich  i2  nunmehr  die  Form: 

^  .       ,l{a)a  +  m(a)   ,       .      . 

Weil  sich  nun  ß  fttr  a  =  0  auf  die  Function  U  der  Gleichung '  4  , 

7t 

für  a  =  —  auf  die  Function  V  der  Gleichung  (5)  reduciren  muss, 
so  ergiebt  sich,  dass  U  und  V  die  Form  haben : 

Hier  bedeuten  /| ,  w^ ,  n^ ,  r^  und  /, ,  w, ,  n, ,  r,  Constanten.  Nach 
(4)  und  (5)  sind  folglich 

gleich  gewissen  linear  gebrochenen  Functionen  von  a  gesetzt, 
beides  Gleichungen  unserer  Curven.  Wenn  wir  noch  utp^+i. 
als  neues  l{x)  und  vip^-\-  fi  als  neues  ju  [y)  benutzen,  so  sehen 
wir  also  : 

Die  Curven  lassen  sich  in  den  beiden  Formen 
y*  —  tp^{x)  y  +  A (x)  +  Const.  q>t{x){y  +  u(x))  =  0  , 
^*  —  V't  (y)  ^  +  ^  [y]  +  Const.  9,  [y)  {x+v  (y))  =  0 
darstellen  und  zwar  ist 

y*  —  Vf,y  +  ^ 

Vi'(y  +  ^) 

eine  lineare  gebrochene  Function  von 

flC*  —  Vt  ^  +  /* 
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Demnach  besteht  fttr  jedes  x  und  y  eine  solche  Relation  : 

y*  —  ^4  y  +  ^  ^  q(^*  —  V^t  g^  +  i^)  +  fcyt  (a;  + 1^) 
<ip4'(y  +  w)       t[x''-xiJ^x  +  ^)  +  ixij^{x  +  v)  ' 

in  der  a,  b,  c,  b  Constanten  sind.  Die  linke  Seite  ist  rational 
gebrochen  in  y ,  die  rechte  in  x.  Beide  Seiten  sind  also  gleich 
einer  rationalen  Function  von  x,  y  von  der  Form : 

!.1x*  +  i^gg  +  C)  y»  +  (Da;*  +  Ex+ F)y+ [Gx'^+  Ux  +  J) 
[Kx""  +  Lx  +  M]y'\-  {Nx*  +  Px+Q)  ' 

m  iev  A,  B  -  '  '  Q  Constanten  bedeuten.  Die  Curvenschaar  lässt 
sich  mithin  so  darstellen : 

Ax^  +  Bx+C)  y*  +  (Dx*  +  Ex+  F)  y  +  {Gx*  +  IIx  +  J]  + 
+  Const.  [(Kx*  +  Lx  +  JU)y+  [Nx*  +  Px  +  Q)]=0  . 

Sie  kann  also  höchstens  aus  algebraischen  Gurven  vierter  Ord- 
nung bestehen.  Nun  aber  muss  sich  eine  ebensolche  Darstellung 
auch  ergeben,  wenn  wir  das  Coordinatensystem  irgend  einer 
DrehuDg  unterwerfen.  Bei  einer  solchen  treten  aber  offenbar 
Glieder  von  der  Form  x'*,  o;',  y*,  y',  a;'y,  xy^  ein,  die  in  der 
vorstehenden  Gleichung  nicht  vorkommen,  es  sei  denn,  dass 
A=zB=D^=K=0  ist,  d.  h.  dass  sich  die  Curven  auf  die 
Kegelschnitte  eines  Büschels  reduciren. 

Hiermit  wäre  der  angekündigte  Satz  bis  auf  eine  kleine 
Lücke  bewiesen.  Bei  der  Discussion  der  Gleichungen  (i  0)  setzten 
wir  nämlich  voraus,  dass  to*  +  ß  e|=  0  sei.  Aber  wenn  cj*  +  ^  ^  0 
wäre,  so  müsste  in  (4)  u^  -\-  k^O  sein,  sodass  die  Gleichung 
unserer  Curven  lautete : 

y«—  Uy  +  uU—u*  —  0 

oder 

Demnach  wäre  die  eine  Curvenschaar  diese : 

y  =  U'^U, 

die  andere  diese : 

y  =  u  . 

<9* 


SITZUNG  VOM  1.  AUGUST  1892. 

Friedrieh  Engel,  Die  Erzeugung  der  endlichen  Transforma- 
tionen einer  projectiven  Gruppe  durch  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Gruppe^),   (Erste  Mittheilung.) 

Wenn  die  Gleichungen : 

(1)         x;=fA^i"'Xn;  a^'-a^)         (i/=1...n) 

eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  paarweise  in versen  Transformationen 
darstellen  und  wenn  a}  •  •  •  a^^  die  Parameter  der  identischen 
Transformation  sind,  so  gilt,  wie  Lib  gezeigt  hat,  der  Satz:  Jede 


1)  Der  Anlass  zu  den  folgenden  Untersuchungen  war  die  Bemerkung, 
dus  nicht  jede  endliche  Transformation : 

der  speclellen  linearen  homogenen  Gruppe  der  Ebene  von  einer  infini- 
tesimalen Transformation  dieser  Gruppe  erzeugt  ist.  Als  ich  seinerzeit 
diese  Bemerkung  meinem  Freunde  Study  mittheilte,  interessirte  er  sich 
lebhaft  dafür  und  zeigte  mir  den  innern  Grund  für  dieses  merkwürdige 
Verhalten  der  genannten  Gruppe.  Mit  Studys  Erlaubniss  werde  ich  in 
der  Fortsetzung  meiner  Arbeit  seine  hierauf  bezüglichen  Ueberlegungen 
mittheilen  und  ausserdem  noch  einen  von  Study  herrührenden  Beweis 
für  den  Satz,  dass  jede  endliche  projective  Transformation  von  einer 
iofinitesimalen  projectiven  Transformation  erzeugt  ist  Study  war  damals, 
als  ich  die  hier  behandelten  Fragen  anregte,  schon  längere  Zeit  im  Besitze 
dieses  Beweises.  Ich  gebe  zunächst  einen  andern  von  mir  herrühren- 
deo  Beweis.  Mein  Beweis,  der  übrigens  späteren  Datums  ist  als  der 
STUDYSche,  bat  vor  dem  Studys  den  Vorzug,  dass  er  sich  auf  die  pro- 
jecttYe  Gruppe  der  Fläche  zweiten  Grades  und  auf  die  des  linearen 
Complexes  übertragen  lässt,  während  der  STUDYSChe  vorläufig  wenigstens 
auf  diese  Gruppen  noch  nicht  anwendbar  ist ,  dafür  ist  der  SruDYsche 
Beweis  vom  methodischen  Standpunkte  aus  befriedigender  als  der 
meinige. 
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Transformation  der  Gruppe  (I) ,  deren  Parameter  a,  •  •  a^  in 
einer  gewissen  Umgehung  von  aj  •  •  •  a/  liegen,  gehört  einer 
eingliedrigen  Untergruppe  von  (I)  an  und  ist  daher  von  einer 
infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  (I)  erzeugt. 

Solange  (I)  eine  ganz  beliebige  Gruppe  ist ,  muss  man  sich 
mit  diesem  allgemeinen  Satze  begnügen,  wenn  man  es  dagegen 
mit  einer  bestimmten  Gruppe  zu  thun  hat,  deren  endliche  Glei- 
chungen wirklich  vorgelegt  sind,  so  kann  man  weiter  gehen 
und  fragen,  ob  überhaupt  jede  endliche  Transformation  der 
Gruppe  von  einer  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe 
erzeugt  ist,  oder  ob  es  in  der  Gruppe  auch  endliche  Transfor- 
mationen giebt,  die  das  nicht  sind. 

Der  Versuch,  diese  Frage  zn  beantworten,  ist  besonders 
aussichtsreich  bei  den  projectiven  Gruppen,  weil  die  analy- 
tischen Ausdrücke,  die  zur  Darstellung  projectiver  Transfor- 
mationen und  eingliedriger  Gruppen  von  solchen  dienen,  sich 
durch  ihre  grosse  Einfachheit  auszeichnen.  Deshalb  wollen  wir 
uns  im  Folgenden  auf  die  Betrachtung  projectiver  Gruppen  be- 
schränken. 

Wir  werden  sehen,  dass  es  eine  grosse  Anzahl  solcher  pro- 
jectiver Gruppen  giebt,  bei  denen  jede  endliche  Transformation 
von  einer  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  erzeugt  ist. 
Andrerseits  werden  wir  eine  Gruppe  kennen  lernen,  deren 
endliche  Transformationen  nicht  sSImmtlich  von  infinitesimalen 
Transformationen  der  Gruppe  erzeugt  sind;  wir  werden  uns 
von  Study  den  innem  Grund  dieser  Thatsache  aufdecken  lassen 
und  daraus  bemerkenswerthe  Aufschlüsse  über  die  Natur  des 
Isomorphismus  endlicher  continuirlicher  Gruppen  gewinnen. 


Die  allgemeinste  lineare  homogene  Transformation  in  n  Ver- 
änderlichen ist  zugleich  der  analytische  Ausdruck  für  die  allge- 
meinste projective  Transformation  des  [n  —  4  ]-fach  ausgedehnten 
Raumes;  gelingt  es  uns  daher  nachzuweisen,  dass  jede  lineare 
homogene  Transformation  in  n  Veränderlichen  von  einer  infini- 
tesimalen linearen  homogenen  Transformation  in  diesen  Yerän- 
derlichen  erzeugt  ist,  so  haben  wir  damit  zugleich  bewiesen, 
dass  jede  projective  Transformation  des  [n  —  4)-fach  ausgedehn- 
ten Raumes  von  einer  infinitesimalen  Transformation  dieses 
Raumes  erzeugt  ist.  Um  nun  die  genannte  Eigenschaft  der  line- 
aren homogenen  Transformationen  beweisen  zu  können,  ent- 
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wickeln  wir  zunächst  einen  Httifssatz,  der  uns  später  auch  bei 
der  Untersuchung  andrer  projectiver  Gruppen  gute  Dienste 
leisten  wird. 

§^. 
Bin  Httlfssatz. 

Wir  denken  uns  in  den  n  Veränderlichen  x^  -  •  •  x^  eine 
lineare  homogene  Transformation  : 

(<)  ^/  =^  ^jv^,^   (;  =  <•••  n) 

1 

gegeben  und  nehmen  an,  dass  (4)  von  der  ebenfalls  gegebenen 
infinitesimalen  linearen  homogenen  Transformation : 

1  .«.fl  V  /• 

J9  J 

erzeugt  ist.  Sodann  bilden  wir  in  den  n  +  4  Veränderlichen 
^1 '  •  •  ^n-n  ^^®  Transformation : 


(<') 


xj'  =^^  ajp x^  +  bj Xn+^ ,    a?;^.^  =bx, 
1 

( j  =  1  . . .  n)  , 


n-M 


in  der  die  ajy  dieselben  Werthe  haben  wie  vorhin ,  während  6 
und  die  bj  ganz  beliebig  sind,  nur  dass  b  natürlich  nicht  ver- 
schwinden darf.  Wir  wollen  untersuchen,  ob  es  unter  diesen 
Voraussetzungen  möglich  ist,  /^^  •  •  •  /^n,  /^  so  zu  bestimmen,  dass 
die  Transformation  (4')  von  der  infinitesimalen  Transformation: 


r-       2!j  [2!^  ^jv^y  +  ft-^n+j  ^  +  ß^ 


^f 


*•"*  öa;^ 


erzeugt  wird.    Die  Bedingungen,  unter  denen  dies  der  Fall  ist, 
bilden  den  Inhalt  des  angekündigten  Hülfssatzes. 

Die  infinitesimale  Transformation  (2)  erzeugt  eine  einglied- 
rige Gruppe,  deren  endliche  Gleichungen  durch  Integration  des 
simultanen  Systems: 

dx'        ** 

(3)  -df=4^«y.aj;    (;•  =  <• -n) 
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mit  den  Anfangsbedingungen:  [^/]{so  =  ^>  erhalten  werden 
und  daher  die  Form  haben : 

(*)"  ^/=^^AjAt)x,    (;=<...n). 

1 

Andrerseits  erzeugt  auch  die  infinitesimale  Transformation  (%'] 
eine  eingliedrige  Gruppe,  deren  endliche  Transformationen  durch 
Integration  des  simultanen  Systems: 

I  (j'  =  4  . . .  n) 

erhalten  werden  und  daher  die  Form  haben : 


(^'^    ^ 


xj"  =2r  ^jM  ^v  +  Bj  (t)  x^^, ,  (Tj^,  =  e^^  X 
1 

i7  =  *  •  •  •  w)  , 


n-i-i 


WO  die  Ajy{t)  dieselben  Functionen  sind  wie  in  den  Glei- 
chungen (4). 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  gehen  die  Glei« 
chungen  (4)  bei  geeigneter  Wahl  von  t  in  die  Gleichungen  i1) 
aber;  der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  annehmen,  dass  dies 
fttr  /  =  4  geschieht,  so  dass  also  die  Relationen : 

(5)  Aj,,{\)  =  ajy       (;>  =  4...n) 

bestehen.  Soll  andrerseits  die  Transformation  (V)  von  der  in- 
finitesimalen Transformation  [2')  erzeugt  sein,  so  mttssen  sich 
die  Gleichungen: 

^'  \  (;>=4...n) 

durch  geeignete  Wahl  von  ^,  /^i  -  -  •  /^ni  ß  befriedigen  lassen. 
Da  wir  aber  von  den  Gleichungen  :  Aj^,  (/)  =  tijy  weiter  nichts 
wissen,  al^  dass  sie  fttr  l  =  4  befriedigt  sind,  so  wollen  wir  uns 
auch  bei  den  Gleichungen  (6)  von  vornherein  auf  den  Fall:  /=^ 
beschränken;  dann  brauchen  wir  blos  zu  untersuchen,  unter 
welchen  Bedingungen  die  Gleichungen: 
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durch  endliche  Werthe  von  ß^  ßi'  "  ßn  erfttllt  werden  kOnnen. 

Die  Functionen  Aj^[t)  sind  augenscheinlich  durch  die  Diffe- 
rentialgleichungen : 

dA'  ** 

mit  den  Anfangsbedingungen :  [Aj^i^^^  =  Bj^  vollständig  be- 
stimmt, unter  Bj^  wie  gewöhnlich  eine  Grosse  verstanden,  die 
für)  4=  ^  verschwindet  und  fttry  =  v  den  Werth  4  besitzt.  Die 
Bj{^]  ihrerseits  sind  durch  die  Differentialgleichungen: 

l  (j  =  1  . . .  n) 

mit  den  Anfangsbedingungen  [Bj]^^^  =  0  vollständig  definirt. 
Dm  die  Bj  zu  bestimmen,  setzen  wir: 

:91  Bj{t)  =2;*  Aj,{t)  .  Q^t)     U=*---n) 

1 

und  bekommen  fttr  die  q^  [i]  folgende  Differentialgleichungen : 


10 


^^AjAl)'^[  =  ßjeß^    (j  =  4...n), 


zu  denen  natürlich  noch  die  Anfangsbedingungen :  [^,;]^.o  =  0 
hinzukommen.  Berücksichtigen  wir  ferner,  das  wir  durch  Auf- 
lösung von  (4)  nach  x,  •  •  •  a:„  die  Gleichungen: 

n 

x^  =2^  A^^(—  t)'X^'     (1/  =  4  . . .  w) 
1 

erhalten  und  dass  infolge  dessen  die  Relationen  : 

n 

1 

bestehen,  so  erkennen  wir,  dass  die  -^  die  einfachen  Werthe 
haben:  "^ 
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Hieraus  aber  ergiebl  sich: 

* 

(< 2)        9t  W  =2!j  ßjfef^'A.j [-l)dt     (r  =  1  .  . .  n)  . 

0 

Alles  kommt  daher  darauf  an,  ob  die  Gleichung:  e^  =  b  eine 
solche  Wurzel  besitzt,  dass  sich  die  Gleichungen : 


* 


'  0 

nach  ßi-"ßn  auflösen  lassen,  denn  ist  das  mOglich,  so  sind  offen- 
bar auch  die  Gleichungen : 


n 


BjH)  =2^  Aj,[\) .  ^,(4)  =  6,.    (;• «  4  •  • .  n) 

1 

nach  ßi'"  (^n  auflösbar. 

Die  Ausdrücke  für  die  q^  (1 )  lassen  sich  in  sehr  einfacher 
Weise  als  beständig  convergente  Potenzreihen  darstellen. 

Setzen  wir  nämlich : 

(14)  eß.A^j{-l)  =  arjU)     {T,j=i...n), 

so  bekommen  wir  mit  Berücksichtigung  von  (7) : 

oder  einfach : 

l 

mit  den  Anfangsbedingungen:  [a^yl^^^  =  £^,-.  Die  a^y(^)  sind 
also  in  genau  derselben  Weise  gebildet,  wie  aie  A^j[i)^  nur  dass 
in  den  Differentialgleichungen  für  die  Ojj  an  die  Stelle  von  a^,. 
der  Ausdruck :  e^^ß  —  a j,.  getreten  ist. 
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Nun  sind  die  Ajj{t]  besländig  convergente  Potenzreihen  von 
^und  von  den  nn  Grössen  a^y  und  haben,  wie  man  sich  leicht 
ttbeneugt,  die  Form  ^j : 

0         f*"        ■' 


wo  die  ganzen  homogenen  Functionen  91!^)  durch  die  Glei- 
chungen : 


^J 


i<6) 


i  •••fl 

definirt  sind.   Demnach  bekommen  wir  einfach : 

0        r**        ■' 

und  endlich: 


(17)   feß'A^ji-  l)  dt  =^,  _1_  ^)  ie,,(f  -  a,,) . 

Damit  sind  zugleich  die  Qj{^)  als  beständig  convergente  Potenz- 
reihen von  ß  und  von  dep  aj^^  dargestellt. 

Die  Frage,  ob  die  Gleichungen  (6')  durch  geeignete  Wahl 
von  ß,  ßi  '  - '  ßn  befriedigt  werden  können,  hatten  wir  oben  auf 
die  andre  Frage  zurückgeführt,  ob  sich  unter  den  Wurzeln  der 
Gleichung:  efi=b  eine  solche  befände,  dass  die  Gleichungen  (43) 
nach  ß^  ' '  -  ßn  auflösbar  wären.  Wir  müssen  also  jetzt  noch 
untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  die  Determinante  der 
Gleichungen  (43),  also  die  Determinante  der  nn  Ausdrücke  (47) 
fttr  mindestens  eine  Wurzel  der  Gleichung :  e(^  =  b  einen  von 
Null  verschiedenen  Werth  hat. 


4]  Derartige  Reibenentwickelungen  bat  besonders  Schür  viflfach 
benutzt,  vgl.  diese  Bericbte  4  890,  S.  4  ff.  uyd  Matb.  Ann.  Bd.  88,  S.  S63  ff. 
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^  ^    öf  Äa  ^  ba       ha 

Differenziren  wir  diese  Identitäten  nach  a,  so  kommt,  wenn  als- 
dann noch  durch  -;—  dividirt  wird : 

öa 

öii    .    /    A^   .      .  da  ^  öa  .   öw 

J)f  ^^        ^'^^       J)f  öa  ^^  da 

Multipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  (o  und  addiren  sie  zur 

zweiten,  so  fällt  ß  ebenso  wie  — r fort,  und  es  ergiebt  sich, 

sobald,  wie  wir  zunächst  annehmen  wollen,  cj*-f-^  ^  0  ist, 
dass 

°  da 


(10) 


sich  durch  ^,  ca  und  die  Ableitungen  von  lo  allein  ausdrückt,  also 
jedenfalls  frei  von  a  ist.  ß  hat  mithin  selbst  die  Form: 

(4  4)  ß  =  r/)(j,  a)  yl(a,  a)  +  i/;(j;,  a)  , 

sodass  also  a  nur  in  dem  Factor  A  in  Verbindung  mit  a  auftritt. 
Die  erste  Gleichung  (4  0)  nimmt  nun  die  Form  an : 

Mo  - 


df  öf       ^        ^        ^'     df  da  da  dj 

di4 
Der  Differentialquotient  von  log  ^—  nach  a  hat  daher  die  Gestalt: 

*"  =  p^  +  0, 


da 
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in  der  P,  Q  Functionen  von  ^,  a  allein,  frei  von  a,  sind.   Diese 
Gleichung  lUsst  sich  auch  so  schreiben: 


haha       *      oft  ha 

und  giebt  nach  a  integrirt: 

ha        ^ 

Auch  R  enthält  nur  ^  und  er,  ist  frei  von  a. 

Diese  Relation  (4  2]  hat  die  Form  der  RiccATi'schen  Gleichung: 

^I  =  :^PF^  +  QP+R  , 

in  der  a  gar  nicht  vorkommt.  Diese  Gleichung  besitzt  sicher 
eine  ParticularlOsung  F,  die  frei  von  a  ist.  Aus  einer  solchen 
ergiebt  sich  in  bekannter  Weise  die  allgemeine  Lösung  A.  Setzt 
man  nämlich 

SO  erfttllt  X  die  Gleichung 

deren  Integral  die  Form  hat : 

X  =  S'  (r+Const.)  , 

in  der  S  und  T  frei  von  a  sind.  Es  kann  aber  a  in  die  Integra- 
tionsconstante  eingehen.   Wir  haben  also  zu  setzen : 

X  =  S'iT  +  f{a)). 

Hierbei  könnte  f  zunächst  noch  je  enthalten.   Da  aber  nun  A  die 

Form  hat : 

i 

A  =  F-\ 

und  A  frei  von  ]C  ist,  so  dttrfen  wir  setzen : 

^^^l(a)f(a)  +  m(a) 

JCatlu-phys.  CUsae.  1892.  4  9 
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erzeugt  ist  und  zwar  so,  dass  man  die  Transformation  {V)  erhält, 
wenn  man  in  den  endlichen  Gleichungen : 

^k  =  ^Ife  +  l"  ^^k  +  YT%  ^^^k  H 

[k={  .  .  .n+4) 

der  eingliedrigen  Gruppe  Xfdem  Parameter  t  den  Werth  4  ertheilt. 
Die  Grössen  ß^  '  "  ßnt  ß  können  jedenfalls  dann  immer  in  der 
verlangten  Weise  gewählt  werden  j  wefin  es  tmter  den  unendUich 
vielen  Werthen  von  Ib  gar  keinen  odei^  blos  einen  giebt,  der  eine 
Wurzel  der  charakteristischen  Gleichung: 

(20)  i6,^cü-a,jfc[  =  0 

der  infinitesimalen  Transformation  (2)  ist.  Giebt  es  dagegen  unter 
den  Werthen  von  Ib  zwei  oder  noch  mehr  solche^  die  Wurzeln  der 
Gleichung  (20]  sind^  so  ist  es  im  Allgemeinen  unmöglich  ß^"  ß^,  ß 
in  der  verlangten  Weise  zu  bestimmen. 

Giebt  es  unter  den  Werthen  von  Ib  zwei  oder  noch  mehr, 
die  Wurzeln  der  Gleichung  (20)  sind,  so  kann  es  bei  besonderer 
Beschaffenheit  von  b^  •  •  •  6„  vorkommen,  dass  die  Gleichungen 
(13)  mit  einander  verträglich  sind,  wenn  man  für  ß  einen  der 
Werthe  von  Ib  einsetzt.  In  diesem  Falle  erhält  man  zur  Be- 
stimmung von  ß^  '  ' '  ßn  weniger  als  7i  unabhängige  Gleichungen, 
die  Transformation  (T)  ist  daher  alsdann  von  unendlich  vielen 
verschiedenen  infinitesimalen  Transformationen  von  der  Form 
(2')  erzeugt  und  diese  infinitesimalen  Transformationen  bilden 
eine  continuirliche  Schaar. 


§2. 
Die  allgeneine  projective  Gruppe. 

Wollen  wir  beweisen,  dass  jede  projective  Transformation 
desi?,!  von  einer  infinitesimalen  projectiven  Transformation  dieses 
Raumes  erzeugt  ist,  so  brauchen  wir,  wie  schon  erwähnt,  nur  zu 
zeigen,  dass  jede  lineare  homogene  Transformation  in  n  -f-  ^ 
Veränderlichen  von  einer  infinitesimalen  Transformation  dieser 
Art  erzeugt  ist.  Wir  werden  beweisen ,  dass  dies  der  Fall  ist, 
indem  wir  uns  auf  den  Hülfssatz  1  stützen  und  ausserdem  noch 
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auf  einen  andern  Hulfssatz,  der  nahezu  selbstverständlich  ist^j, 
den  anzugeben  wir  aber  doch  nicht  unterlassen  wollen  : 

Eülfssatz  2.  Sind  zwei  lineare  homogene  Transformationen 
des  Rf^^  innerhalb  der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe 
dieses  Raumes  mit  einander  gleichberechtigt  und  ist  die  eine  der 
beiden  von  einer  infinitesimalen  linearen  homogenen  Transformation 
erzeugt^  so  ist  es  auch  die  andre. 

Bekanntlich^)  lässt  jede  lineare  homogene  Transformation 
des  R^^  mindestens  eine  im  Endlichen  liegende  ebene  n-fach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  in  Ruhe;  denken  wir  uns  daher 
durch  eine  lineare  homogene  Transformation  des  R^^^^  die  Ver- 
änderlichen so  gewählt,  dass:  x^^^  =  0  die  Gleichung  dieser 
iDvarlanten  Mannigfaltigkeit  wird,  so  erscheint  unsre  ursprüng- 
liche lineare  homogene  Transformation  in  der  Form : 


(<') 


xf  =  ^v a^^x,  +  bjx^  ,     xZ^^  =  bx„^, 
1 

(y  =  4  ...  7i). 


Auf  Grund  unsers  Hülfssatzes  2  brauchen  wir  daher  blos  zu 
zeigen,  dass  jede  Transformation  von  der  Form  [V)  von  einer  in- 
finitesimalen linearen  homogenen  Transformation  erzeugt  ist. 

Nach  dem  Hülfssatze  1  ist  die  Transformation  (4')  sicher  von 
einer  infinitesimalen  linearen  homogenen  Transformation  erzeugt, 
wenn  die  folgenden  Bedingungen  erfttlU  sind :  erstens  muss  die 
verkürzte  Transformation : 


n 


\\ )  Xj  =^^ aj^,x^     [jz=\  ,.,n) 

1 

in  der  dort  beschriebenen  Weise  von  einer  infinitesimalen  Trans- 
formation: 

eneugt  sein  und  zweitens  darf  es  unter  den  unendlich  vielen 
Werthen  von  Ib  höchstens  einen  geben,  der  die  charakteristische 
Gleichung : 


4)  Vgl.  LiB,  Theorie  der  Transformationsgruppen,  Abschnitt  I,  S. -SefT. 
S]  s.  ebenda  S.  680  f. 
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(20)  h„.w  — a»J  =  0 

von  (2)  befriedigt. 

Die  zweite  dieser  Forderungen  ist  offenbar  erfdllt,  wenn 
es  möglich  ist,  die  infinitesimale  Transformation  (2j  so  zu  wählen^ 
dass  es  unter  den  Wurzeln  ihrer  charakteristischen  Gleichung 
(20)  keine  zwei  giebt,  die,  ohne  einander  gleich  zu  sein,  sich  nur 
um  ein  ganzes  Vielfaches  von  irci  unterscheiden.  Dann  ist  die 
Transformation  (4 ')  sicher  von  einer  infinitesimalen  Transformation 
von  der  Form : 

(2')        i'^{^'  «y.^.  +  ßj^.^}  ^  +  ß^n..  ^ 

erzeugt  und  zwar  kann  man  augenscheinlich  ß  =  lb  stets  so 
wählen,  dass  auch  in  der  charakteristischen  Gleichung: 

(20')  {io-ß)-\e^iü-a,,\  =  0 

von  (2')  niemals  zwei  ungleiche  Wurzeln  sich  blos  um  ein  ganzes 
Vielfaches  von  ijti  unterscheiden. 

Das  hiermit  gewonnene  Ergebniss  können  wir  so  aussprechen : 
Hat  man  bewiesen,  dass  jede  lineare  homogene  Transfor- 
mation in  n  Veränderlichen  in  der  früher  beschriebenen  Weise 
von  einer  infinitesimalen  linearen  homogenen  Transformation  er- 
zeugt ist,  deren  charakteristische  Gleichung  keine  zwei  Wurzein 
besitzt,  die  ohne  einander  gleich  zu  sein  sich  blos  um  ein  ganzes 
Vielfaches  von  27rt  unterscheiden,  so  ist  damit  zugleich  bewiesen, 
dass  dasselbe  auch  fttr  jede  lineare  homogene  Transformation  in 
n  -f-  4  Veränderlichen  gilt. 

Nun  ist  klar,  dass  jede  lineare  homogene  Transformation : 

*C.  ■  tl  .    A      Xa 

in  einer  Veränderlichen  von  einer  infinitesimalen  linearen  homo- 
genen Transformation : 

in  der  früher  beschriebenen  Weise  erzeugt  ist;  man  braucht  ja 
nur  a^^  =  la^^  zu  setzen.  Ferner  ist  klar,  dass  die  charakte- 
ristische Gleichung :  ca  —  a^^  =  0  dieser  infinitesimalen  Trans- 
formation die  verlangte  Eigenschaft  hat,  da  sie  ja  tlberhaupt  nur 
eine  .Wurzel  besitzt.  Demnach  erhalten  wir  durch  den  Schluss 
von  n  auf  n  +  1  den 
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Satz  1.   Jede  lineare  homogene  Transformation: 

n 

.1)  x/  =^1^  aj^x^    (j  =  4 . . .  n) 

1 

des  Äu  ist  von  mindestens  einer  infinitesimalen  linearen  homogenen 
Transformation: 

1  . .  ■  M  \p 

;2)  Xf=^aj,x,-±. 

dieses  Raumes  in  der  Weise  erzeugt,  dass  sie  erhalten  wird,  wenn 
man  in  den  endlichen  Gleichungen : 

t  t^ 

x/  =  Xj  +  jXxj  +  j^XXxj  +  >'' 

( j  =  I . . .  n) 

der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  den  Parameter  f=4  setzt;  dabei 
kann  man  immer  erreichen,  dass  die  charakteristische  Gleichung: 

'20!  Ihv^  —  ^svl^^ 

der  infinitesimalen  Transformation  Xf  keine  zwei  Wurzeln  besitzt, 
die  ohne  einander  gleich  zu  sein  sich  nur  um  ein  ganzes  Vielfaches 
von  i  7t  i  unterscheiden. 

Die  Wurzeln  der  cbarakteristischei\  Gleichung  (20)  der  in- 
finitesimalen Transformation  Xf  sind  offenbar  die  Logarithmen 
zu  den  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung : 

der  Transformation  (4)  selbst.  Die  Bedingung,  der  die  Wurzeln 
von  iSOj  unterworfen  werden  können,  besagt  also  nichts  weiter, 
als  dass  jeder  gerade  m-facfaen  Wurzel  von  (21)  stets  eine  gerade 
m-fache  Wurzel  von  (20)  entsprechen  muss. 

Aus  dem  Satze  1  folgt  nunmehr  sofort  der  wichtige 
Satz  2.  Jede  projective  Transformation  des  Ä,,  ist  von  min- 
destens einer  infinitesimalen  projectiven   Transformation  dieses 
Raumes  erzeugt. 

Dieser  Satz  rührt  wie  schon  gesagt  von  Study  her. 


Matk.-plijrs.  Claase.  1892.  20 
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lieber  reelle  irredncible  fimppen  von  Berfihrnngs- 

transformationen. 

Im  dritten  Abschnitte  des  LiESchen  Werkes  über  Trans- 
formationsgruppen, an  dem  ich  in  derselben  Weise  mitarbeite 
wie  an  den  beiden  ersten  Abschnitten ,  werden  unter  anderm 
die  reellen  Gruppen  von  Punkttransformationen  der  Ebene  be- 
stimmt. Das  hat  mich  veranlasst,  auch  nach  den  reellen  Gruppen 
von  Bertthrungstransformationen  der  Ebene  zu  fragen  und  ich 
habe  da  einige  Ergebni^sse  gewonnen ,  die  mir  mittheilenswerth 
erscheinen. 

Unter  den  reellen  Bertthrungstransformationsgruppen  der 
Ebene  brauchen  wir  nur  die  ins  Auge  zu  fassen,  die  nach  Lies 
Bezeichnung  irreducibel  sind ,  die  also  nicht  durch  reelle  Bertth- 
rungstransformationen in  Gruppen  von  Punkttransformationen 
Übergeführt  werden  können,  denn  alle  derartigen  Gruppen,  die 
nicht  irreducibel  sind,  kennt  man,  sobald  man  alle  reellen  Grup- 
pen von  Punkttransformationen  der  Ebene  bestimmt  hat. 

Ich  benutze,  v^ie  es  Ln  gewöhnlich  thut,  x  und  z  als  Punkt- 
coordinaten  der  Ebene  und  x,  z,  y  als  Coordinaten  der  Linien- 
elemente,  so  dass  zwei  unendlich  benachbarte  vereinigte  Linien- 
elemente durch  die  Gleichung : 

dz  —  ydx  =  0 

verknüpft  sind.    Ist  nun  G  eine  endliche  continuirliche  reelle 


\)  VI  in  diesen  Berichten  S.  43  ff. 
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irredacible  Berührungstransfonnationsgruppe  der  Ebene  x,  s, 
so  können  zwei  Fälle  eintreten ,  entweder  nämlich  ist  G  auch 
dann  noch  irreducibel ,  wenn  man  x,  z,  y  als  complexe  Verän- 
derliche betrachtet,  oder  G  wird  bei  Zugrundelegung  dieser 
Auffassung  reducibel. 

Der  erste  Fall  liefert  keine  neuen  Gruppen ;  es  gilt  nämlich 
der  Salz ,  dass  jede  endliche  reelle  irreducible  Berührungstrans- 
formationsgruppe  der  Ebene,  die  auch  dann  noch  irreducibel  bleibt, 
wenn  man  x,  y,  z  als  complexe  Grössen  betrachtet  ^  durch  eine 
reelle  Berührungstransformation  auf  eine  der  drei  Lieschen  Nor- 
mcdformen  gebracht  werden  kann  (vgl.  Th.  d.  Trfsgr.  Abschn.  II, 
Theor.  69,  S.  433).  Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  äusserst  einfach 
und  lässt  sich  in  derselben  Weise  führen  wie  a.  a.  0. 

Der  zweite  Fall  liefert  zwar  auch  keine  wirklich  neuen 
Gruppen,  aber  doch  höchst  merkwürdige  neue  Formen  alter 
Gruppen. 

Ist  G  als  Gruppe  von  reellen  Berührungstransformationen 
irreducibel,  als  Gruppe  von  complexen  Berührungstransforma- 
tionen dagegen  reducibel,  so  lässt  es  offenbar  zwei  conjugirt 
imaginäre  gewöhnliche  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
invariant  und  kann  daher  durch  eine  imaginäre  Bertihrungs- 
transformation  in  eine  Gruppe  von  Punkttransformationen  der 
Ebene  übergeführt  werden,  bei  der  jedenfalls  noch  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  invariant  bleibt. 
Nun  aber  hat  Lib  den  Satz  bewiesen,  dass  jede  endliche  conti- 
nuirliche  Gruppe  von  Punkttransformationen  der  Ebene,  die 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  inva- 
riant lässt,  durch  Punkttransforniation  mit  einer  projectiven 
Gruppe  ähnlich  ist.    Demnach  ergiebt  sich  sofort  der  Satz: 

Ist  eine  endliche  continuirliche  reelle  Berührungstransforma- 
tionsgruppe  der  Ebene  ac,  z  für  reelle  Werthe  der  Veränderlichen 
X,  J5,  y  irreducibel f  für  complexe  Werthe  dieser  Veränderlichen  da- 
gegen reducibelf  so  ist  sie  durch  eine  Berühnmgstransformation 
mit  einer  projectiven  Gruppe  der  Ebene  ähnlich. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  keine  der  gesuchten  Gruppen 
mehr  als  acht  Parameter  enthält.  Indem  ich  nun  nach  der  von 
LiE  entwickelten  Methode  die  Reihenentwickelungen  der  charak- 
teristischen Functionen  untersucht  habe,  die  zu  den  infinitesi- 
malen Transformationen  der  betreffenden  Gruppen  gehören,  habe 
ich  gefunden,  dass  jede  der  gesuchten  Gruppen  entweder  acht 
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oder  fünf  oder  vier  Parameter  enthalt.  Enthält  sie  gerade  acht 
Parameter,  so  ist  sie  durch  eine  reelle  Bertthrungstransformation 
ähnlich  mit  der  Gruppe  : 


(<) 


i,  X,  y,  x*  +  y*,  z 

-^xy 

x(x*  +  y*)  —    4y(z- 

-i^y) 

y[x*  +  y*)  +    ix{z 

-\<^y) 

[x*  +  y*]*  +  i6{z- 

■  ^^y)* 

Enthält  sie  fünf  Parameter,  so  ist  sie  durch  eine  reelle  Berüh- 
rungstransforroation  ahnlich  mit  der  Gruppe: 


(2) 


^y  ^j  y,  •^*  +  J/%  z--{xy 


Die  Gruppe  (2)  kann  durch  eine  imaginäre  Berührungstrans- 
formation aus  der  projectiven  Gruppe : 

(3)  p;,  pi,  xipi,  x[p[,  xipi 

eines  Linienelements  erhalten  werden.  Schreibt  man  sich  näm- 
lich die  charakteristischen  Functionen  auf,  die  zu  den  infinitesi- 
malen Transformationen  (3j  gehören : 

(4)  j,',  _4,  _a:',a;Y,  -a' 

und  bezieht  man  diese  charakteristischen  Functionen  holoedrisch 
isomorph  auf  die  Functionen  (2  ,  etwa  wie  es  in  der  Tabelle: 


i^) 


M=2t,    y  =  x'  +  y',     x  =  i{x'—y) 

\     x^  +  y^  =  —  Zix'y\     z-^{xy  =  z'  —  ^x'y' 


geschehen  ist,  so  findet  man  durch  Anwendung  des  LiBSchen 
Satzes  über  die  Aehnlichkeit  derartiger  Gruppen,  dass  die  beiden 
Gruppen  i^j  und  (4)  durch  die  Berührungstransformation: 


(6) 


X  —y 

X= rr-^ 


2/    '   8t 
mit  einander  ähnlich  sind. 


x'  +  y' 


^  =  l7+^(^''-2-'^'y'-y'*) 


0 
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Bei  Ausführung  derBertthrungstransformation  (6)  verwandelt 
sich  die  Gruppe  (1)  selbstverständlich  in  die  allgemeine  projective 
Gruppe  der  Ebene.  Wie  nun  die  allgemeine  projective  Gruppe 
der  £bene  die  Schaar  aller  oo'  Punkte  und  die  Schaar  aller 
00*  Geraden  invariant  lässt,  so  lässt  die  Gruppe  (4)  die  beiden 
conjugirt  imaginären  Gurvenschaaren  invariant,  die  durch  die 
Differentialgleichung : 

definirt  sind.  Die  Gruppe  (4 )  ist  sogar  die  grösste  continuirliche 
Gruppe  von  reellen  Bertlhrungstransformationen ,  bei  der  die 
Differentialgleichung  (7)  invariant  bleibt. 

Es  ist  von  vornherein  klar,  dass  die  Gruppe  (4)  keine  reelle 
Schaar  von  cx>S  oo*,  oo'  oder  oo*  Gurven  invariant  lässt,  dagegen 
überzeugt  man  sich  leicht,  dass  sie  eine  reelle  Schaar  von  oo^ 
rationalen  Gurven  invariant  lässt,  nämlich  die  Schaar,  die  aus 
der  Schaar  der  Kegelschnitte  entsteht,  wenn  man  die  Bertlhrungs- 
iransformation  (6j  ausführt.  Andrerseits  ist  zu  beachten,  dass 
die  Gruppe  (4j  keine  reelle  sechsgliedrige  Untergruppe  enthält 
und  nur  einen  Typus  von  reellen  fünfgliedrigen  Untergruppen. 

Abgesehen  von  ihren  sonstigen  Eigenschaften  ist  die  Gruppe 
:  1 .  namentlich  dadurch  merkwürdig,  dass  ihre  Zusammensetzung 
eine  zweite  reelle  Form  für  die  Zusammensetzung  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  der  Ebene  darstellt.  Mein  Freund  Study  hat 
mich  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  die  Zusammensetzung 
der  Gruppe  (4)  jedenfalls  auf  eine  zweite  reelle  Form  der  Syl- 
vESTERschen  Nonionen  führt. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  lassen  sich  auch  auf  Räume 
von  beliebig  vielen  Dimensionen  ausdehnen.  Ich  begnüge  mich 
jedoch  hier  mit  der  Mittheilung  des  folgenden  Satzes : 

Aus  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  Raumes  z,x^,..Xy^ 
erhält  man  durch  Ausführung  einer  gewissen  imaginären  Be- 
rührungstransformation die  reelle  irreducible  Berührungstrans- 
formalionsgj^uppe : 
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Den  Punkten  und  den  71 -fach  ausgedehnten  Ebenen  des  pro- 
jeetiven  Raumes  entsprechen  bei  dieser  Gruppe  die  beiden  in- 
varianten conjugirt  imaginären  Schaarcn  von  Mannigfaltigkeiten 
zweiten  Grades : 


(9) 


z 


•  »I  H 


Ich  ))ehalte  mir  vor,  später  auf  diese  Gruppe  zurQckzu- 
kommen  und  insbesondere  anzugeben,  was  für  invariante  Schaa- 
ren  von  Mannigfaltigkeiten  den  Geraden  u.  s.  w.  des  projectiven 
Raumes  entsprechen. 


Sophns  Lie,  Ueber  einige  neuere  ffruppentheorelische  Unter^ 
suchungen. 

Mehrfach  schon  habe  ich  auf  die  werthvoUen  Arbeiten  hin- 
gewiesen, in  denen  sich  Herr  Schur  mit  meiner  Gruppentheorie 
beschäftigt  hat.  Ich  war  allerdings  in  mehreren  Punkten  über 
die  Beziehungen  dieser  Arbeiten  zu  meinen  eigenen  andrer  Mei- 
nung als  ihr  Verfasser,  aber  im  persönlichen  Verkehr  haben 
Herr  Schür  und  ich  uns  jetzt  über  alle  wesentlichen  Punkte  ver- 
ständigt. Da  nun  die  Wichtigkeit  der  Gruppentheorie  in  neuerer 
Zeit  in  immer  grösseren  Kreisen  erkannt  wird,  und  da  sich  die 
ScHuaschen  Arbeiten  auf  die  Grundlagen  dieser  Theorie  beziehen, 
so  halte  ich  es  fttr  angebracht,  einmal  genauer  anzugeben,  was 
Herr  Schur  zur  Vervollständigung  meiner  Untersuchungen  bei- 
getragen hat. 

Die  gruppentheoretischen  Arbeiten  des  Herrn  Schür*]  be- 
wegen sich  in  zwei  verschiedenen  Richtungen.  Einerseits  liefern 
sie  neue  Beweise  für  die  drei  Sätze,  die  ich  als  die  drei  Funda- 
mentalsätze meiner  Gf^ppentheorie  zu  bezeichnen  pflege,  andrer- 
seits verfolgen  sie  den  Zweck,  den  weiteren  Ausbau  der  Theorie 
zu  fördern.  Ich  werde  der  Reihe  nach  besprechen,  was  Herr 
Schür  in  diesen  beiden  Richtungen  geleistet  hat. 

Mein  erster  Fundamentalsatz  sagt  aus,  dass  die  endlichen 
Gleichungen: 


4)  Math.  Ano.  Bd.  85,  S.  464—497  und  Bd.  88,  S.  268—286.  Das 
wichtigste  Resultat  der  ersten  Arbeit  ist  vorher  in  diesen  Berichten  ver- 
öffeatlicht  (4889,  S.  229—284,  Sitzung  vom  6.  Mai).  Ein  Theil  der  Ergeh- 
Qisse  der  zweiten  Abhandlung  findet  sich  ebenfalls  schon  in  diesen  Berichten 
,1890,  S.  4 — 7,  Sitzung  vom  4  3.  Januar.) 
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(^)  <  —tii^i  •  •  •  ^n  ;     a^"  *  ür)         (t  =  1  •  •  •  n) 

jeder  r-gliedrigen  Gruppe  gewisse  Differentialgleichungen  von  der 
Form: 

'2)    yJ^  =^'  fjk  («.•••  «r)  l,<  (0=;  •••  ST.')  («■=<•••  n  ;*=<••  •  r] 

befriedigen  und  dass  umgekehrt  jede  Schaar  {\ )  von  oo*"  Trans- 
formationen, die  Gleichungen  von  der  Form  (2)  erfüllt  und  ausser- 
dem die  identische  Transformation  enthält,  eine  r-gliedrige  Gruppe 
bildet. 

Der  erste  Theil  dieses  Satzes  kann  sicher  nicht  einfacher 
bewiesen  werden,  als  es  in  Bd.  I  meiner  Theorie  der  Transfor- 
mationsgruppen geschehen  ist,  wenigstens  soweit  es  auf  die  dem 
Beweise  zu  Grunde  liegenden  Gedanken  ankommt.  Im  Grunde 
ist  auch  Herrn  Schurs  Beweis  nur  eine  speciellere  Fassung 
meines  Beweises,  der  weder  die  Existenz  einer  identischen  Trans- 
formation voraussetzt,  noch  über  die  Form  der  Gruppe  in  der 
Umgebung  der  identischen  Transformation  irgend  welche  Voraus- 
setzungen macht  1). 

Was  den  zweiten  Theil  des  angegebenen  Satzes  betrifft,  so 
gebe  ich  zu,  dass  die  Redaction  meines  Beweises  in  Abschn.  I 
die  wirkliche  Einfachheit  der  benutzten  Ueberlegungen  nicht 
mit  der  wttnschenswerthen  Klarheit  hervortreten  lässt,  aber  ab- 
gesehen von  diesem  formellen  Mangel  scheint  mir  mein  Beweis 
an  Einfachheit  nichts  zu  wünschen  übrig  zu  lassen  '^].  Herr  Schur 
seinerseits  hat  den  Beweis,  den  er  in  seiner  ersten  Annalenarbeit 
geliefert  hatte,  in  der  zweiten  fallen  lassen,  weil  er  zu  complicirt 
war,  und  hat  ihn  durch  einen  andern  ersetzt.  Ich  erkenne  gern 
an,  dass  dieser  zweite  ScHURSche  Beweis  sehr  einfach  ist  und 
grosse  analytische  Eleganz  besitzt.  Nach  meiner  persönlichen 
Auffassung  ist  aber  mein  Beweis  durchsichtiger  und  überdies 
elementarer,  da  er  den  Begriff  Parametergruppe  nicht  benutzt. 
An  einer  andren  Stelle  komme  ich  hierauf  zurück. 


i)  Meine  Betrachtungen  gelten  überdies  auch  für  Gruppen,  die  aus 
mehreren  getrennten  continuirlicben  Schaaren  von  Transformationeo  be- 
stehen. 

2)  Zu  bemerken  ist,  dass  auch  die  zweite  Httlfte  meines  ersten  Fun- 
damentalsatzes  bei  mir  als  specieller  Fall  eines  allgemeinen  Satzes  her- 
vortritt. 
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Mein  zweiter  Fundamentalsatz  lautet  so: 
Wenn: 

r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  sind,  so  bestehen  Relationen  von  der  Form : 

1 

Und  umgekehrt  erzeugen  r  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen: X^f  '  •  '  X^fj  die  in  Beziehungen  von  der  Form  (3) 
stehen,  stets  eine  r-gliedrige  Gruppe. 

Meinen  Beweis  des  ersten  Theiles  dieses  Satzes  wesentlich 
zu  vereinfachen,  ist  nicht  möglich.  Den  Beweis  des  zweiten 
Theiles  habe  ich  mit  Hülfe  des  ersten  Fundamentalsatzes  geftlhrt, 
indem  ich  vorher  eine  einfach  transitive  Gruppe  construirte,  die 
Diit  der  Gruppe:  X^f  -  -  -  X,./* gleichzusammengesetzt  war.  Herr 
Schür  konnte  beim  Beweise  dieses  zweiten  Theiles  nicht  wohl 
anders  verfahren,  nur  construirt  er  die  einfach  transitive  Gruppe 
in  andrer  Weise  als  ich. 


( 


Mein  dritter  Fundamentalsatz  endlich  sagt  aus,  dass  die 
Constanten  c^j^g  in  den  Gleichungen  (3)  meine  bekanntefi  Relationen : 

^iks  +  Ckis  =  ö 

r 

erfüllen  und  dass  umgekehrt  jedes  System  von  r'  Constanten  c^f^g , 
das  die  Gleichungen  (4)  befriedigt,  die  Zusammensetzung  einer  r- 
rjliedrigen  Gruppe  bestimrnt. 

Der  erste  Theil  dieses  Satzes  lässt  sich  wieder  nicht  ein- 
facher beweisen  als  ich  es  von  jeher  gethan  habe,  nämlich  mit 
Hülfe  der  JAcoRischen  Identität.  Den  Beweis  ^j  fttr  den  zweiten 
Theil  dagegen  hat  Herr  Schur  wesentlich  vereinfacht^). 

i)  Immerhin  leistet  mein  Beweis  insofern  mehr,  als  er  direct  die  Bc~ 
sliromung  der  betreffenden  Gruppen  auf  gewöhnliche  Differentialglei- 
chungen zurückführt.  Bemerkens werth  ist  auch,  dass  mein  Beweis  den 
betreffenden  Satz  als  Corollar  aus  viel  allgemeineren  Theorien  ableitet. 

S)  Herrn  Killirgs  Untersuchungen  über  die  Zusammensetzung  der 
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Ich  hatte  Ursprünglich  diesen  zweiten  Theil  im  Wesentlichen 
nur  für  den  Fall  bewiesen ,  dass  die  zu  der  Zusammensetzung 
Cijfg  gehörige  adjungirte  Gruppe  r-gliedrig  war.  Erst  1888  in 
den  Verhandlungen  der  Ges.  d.  Wiss.  zu  Ghristiania  lieferte  ich 
allgemein  den  Beweis,  dass  man  zu  jedem  Systeme  von  c^j^g ,  das 
die  Gleichungen  (4)  erfüllt,  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zu- 
sammensetzung c^i^g  finden  kann  und  zwar  durch  Integration  ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen. 

Herr  Schur  hat  nun  1889  diesen  Theil  meines  dritten  Fun- 
damentalsatzes auf  einem  wesentlich  elementareren  Wege  ab- 
geleitet, indem  er  direct  Potenzreihen  fdr  die  infinitesimalen 
Transformationen  einer  r-gliedrigen  einfach  transitiven  Gruppe') 
von  der  Zusammensetzung  c^f^^  aufstellte ').  Er  hat  dann  in  seiner 
zweiten  Annalenarbeit  die  etwas  langen  Rechnungen,  die  ihn  zu 
diesem  Ergebnisse  geführt  hatten,  zum  grösstenTheile  vermieden 
und  insbesondere  den  schönen  Satz  bewiesen ,  dass  die  von  ihm 
aufgestellten  beschränkt  convergenten  Potenzreihen  als  Quo- 
tienten beständig  convergenter  Potenzreihen  darstellbar  sind. 

Ich  erkenne  endlich  sehr  gern  an,  dass  Herrn  Schurs  Unter- 
suchungen über  die  Existenz  der  identischen  Transformation 
Interesse  darbieten.  Durch  eine  Modification  meiner  Betrach- 
tungen gelingt  es  ihm  in  einfacherer  Weise  die  vorgelegte 
Gruppe  auf  eine  solche  Form  zu  bringen,  dass  sie  die  identische 
Transformation  umfasst.  Es  ist  aber  zu  bemerken,  dass  meine 
umständlichen  Betrachtungen  mehr  leisten,  insofern  sie  überdies 
zeigen,  dass  die  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  er- 
zeugt ist. 

Die  Untersuchungen,  in  denen  Herr  Schur  den  weiteren 
Ausbau  der  Gruppentheorie  gefördert  hat,  beziehen  sich  auf  das 


Gruppen  beruhen  sämmtUch  auf  meinem  dritten  Fundamentalsatz.  Merk- 
würdigerweise citirt  Herr  Kilukg  bei  Benutzung  dieses  Satzes  nie  mich, 
sondern  immer  Jacobi,  der  weder  die  Formeln  (XiXj^)  s»  Sc^^Xg  noch  die 
Formeln  (4)  kannte.  Herr  Killing  irrt  sich,  wie  ich  schon  früher  hervoi^e- 
hoben  habe ,  vollständig  wenn  er  behauptet ,  dass  ich  diesen  von  mir  ent- 
deckten Satz  Jacobi  zu  Ehren  als  JAcoBische  Identität  bezeichnet  habe.  — 
Die  Untersuchungen  des  Herrn  Schub  zeigen,  dass  die  JACOBische  Identität 
in  meiner  Gruppen theorie  vermieden  werden  kann. 

4)  Nämlich  der  kanonischen  Parametergruppe. 

Sj  Herr  Schub  kannte  damals  meine  Christianiaer  Note  von  4888  noch 
nicht. 
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Problem,  alle  r-gliedrigen  transitiven  Gruppen  von  gegebener 
Zusammensetzung  zu  bestimmen. 

Ich  erkannte  im  Jahre  4874,  dass  das  Problem  alle  endlichen 
Gruppen  zu  bestimmen  durch  Integration  von  gewöhnlichen  Diff'e- 
rentialgleichungen  gelöst  werden  kann.  Diese  wichtige  Ent- 
deckung bildete  den  Ausgangspunkt  meiner  sämmtlichen  Unter- 
suchungen auf  diesem  Gebiete. 

Es  ergab  sich  femer,  dass  diese  Differentialgleichungen  für 
Gruppen  in  einer,  zwei  oder  drei  Veränderlichen  immer  integrirbar 
siud.  Es  gelang  mir  überdies  alle  transitiven  Gruppen  in  weniger 
als  vier  Veränderlichen  auf  eine  solche  Form  zu  bringen,  dass  ihre 
infinitesimalen  Transformationen  ganze  Functionen  der  Veränder- 
lichen und  gewisser  Exponentialgrtfssen  e|;,  e^, . . .  sind,  wo  /,,/,.. . 
lineare  Functionen  der  Veränderlichen  bezeichnen. 

In  Bd.  24  der  Math.  Annalen  (4884)  gab  ich  an,  dass  die 
sur  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  Gruppen  erforderlichen  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  immer  integrirt  werden  kön- 
nen. In  den  Leipziger  Berichten  für  das  Jahr  \  888  bemerkte  ich, 
dass  mein  ursprünglicher  (nicht  veröffentlichter)  Beweis  dieses 
Satzes  nur  für  Gruppen  ohne  ausgezeichnete  infinitesimale  Trans- 
formationen entscheidend  war.  Ich  fügte  indess  hinzu,  dass  ich 
durch  allerdings  schwierige  Betrachtungen  zu  dem  Resultat  ge- 
kommen war,  dass  meine  Behauptung  immer  richtig  sei. 

Vorläufig  beschränkte  ich  mich  (vgl.  meine  Theorie  der 
Transformationsgruppen  u.  M.  v.  Engbl,  Abschn.  I,  Kap.  SSI  und 
diese  Berichte  von  4889,  S.  277  ff.)  darauf  zu  beweisen,  dass 
alle  Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  in  endlicher  Form 
aufgestellt  werden  können,  sobald  die  endlichen  Gleichungen  einer 
solchen  Gruppe  bekannt  sind.  Hierzu  brauchte  ich  nur  gewisse 
Quadraturen,  die  jedoch  wegfielen,  wenn  keine  ausgezeichneten 
infinitesimalen  Transformationen  vorkamen. 

Nunmehr  greifen  die  Untersuchungen  des  Herrn  Schur  ein. 
Dieser  zeigte  zunächst*),  was  allerdings  schon  aus  meinen  Unter- 
suchungen hervorgeht,  dass  man  für  jeden  Typus  transitiver 
Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  einen  Repräsentanten 
angeben  kann ,  dessen  infinitesimale  Transformationen  gewöhn- 
liche Potenzreihen  sind,  die  nur  von  den  c^j^g  abhängen.  Er  bewies 

1)  Diese  Berichte  4889,  S.  2)9  fif.  Sitzung  vom  G.Mai  und  Math.  Ann. 
Bd.  35. 
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ferner^),  das&  man  die  bewussten  infinitesimalen  Transformationen 
sofort  in  endlicher  Form  hinschreiben  kann^  sobald  man  die  in/ini- 
tesimalen  Transformationen  meiner  beiden  reciproken  kanonischen 
Parametergruppen  von  der  Zusammenset^sung  c^f^g  kennt.  Da  er 
nun  die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  beiden  Para- 
metergruppen als  Quotienten  bestSlndig  convergenter  Potenz- 
reihen darstellen  konnte,  so  war  damit  zugleich  bewiesen,  dass 
jede  transitive  Gruppe  von  dct*  Zusammensetzung  c,jt,  eine  solche 
Form  erhalten  Ärann,  dass  ihre  infinitesimalen  Transformationen 
Quotienten  angebbarer  beständig  convergenter  Potenzreihen  sind. 

Ich  veröffentlichte  sodann  meine  früher  angekündigte  Be- 
stimmung einer  Gruppe  von  gegebener  Zusammensetzung  durch 
ausfahrbare  Operationen.  Ich  zeigte'),  dass  man  durch  Inte- 
gration einer  linearen  gewöhnlichen  Differentialgleichung  mit 
constanten  Coefficienten,  das  heisst  also  durch  Auflösung  einer  al- 
gebraischen Gleichung,  zwei  reciproke  einfach  transitive  Gruppen 
von  gegebener  Zusammensetzung  finden  kann. 

Durch  diese  meine  Untersuchungen  war  das  Problem  der 
Bestimmung  aller  transitiven  Gruppen  von  gegebener  Zusammen- 
setzung auf  die  Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung  und  auf 
Quadraturen  zurückgeführt.  Ich  fügte  hinzu,  dass  diese  Quadra- 
turen durch  den  oben  erwähnten  ScHURSchen  Satz  (diese  Be- 
richte 1890,  S.  1  ff.)  immer  erspart  werden'). 

Endlich  hat  Herr  Schur  in  seiner  zweiten  Annalenarbeit 
(Bd.  38)  noch  ein  weitergehendes  Besultat  abgeleitet.  Er  beweist 
da  nämlich,  dass  man  für  jeden  Typus  r-gliedriger  transitiver 
Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  sofort  einen  BeprSsen- 
tanten  aufstellen  kann,  sobald  man  irgend  zwei  reciproke  ein- 
fach transitive  Gruppen  von  der  betreffenden  Zusammensetzung 

\)  Diese  Berichte  4890,  S.  i  ff. 

2)  s.  diese  Berichte  1890,  S.  478  (f.,  Sitzung  vom  4.  December. 

8)  Herr  Engel  bemerkte,  dass  meine  Darstellung  der  infinitesimalen 
Transformationen  zweier  reciproker  einfach  transitiver  Gruppen  von  gege- 
bener Zusammensetzung  im  Grunde  die  ScuüRscho  Darstellung  derartiger 
Gruppen  umfasst.  Bei  mir  treten  nämlich  die  Incrcmente  dieser  Transforma- 
tionen in  endlicher  Form  auf  und  zwar  als  rationale  Functionen  von  den  Ver- 
änderlichen und  gewissen  Exponentialgrössen,  deren  Exponenten  algebra- 
ische Functionen  sind.  Ich  verweise  auf  Engels  letzte  Untersuchungen  über 
diesen  Gegenstand  (diese  Berichte  4892),  die  u.  a.  auf  die  functionentheo- 
retischen  Eigenschaften  der  schönen  ScBURSch«n  Reihenentwickelungen 
neues  Licht  werfen. 
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kennt.  Herr  Engel  hat  sodann  gezeigt,  wie  man  dieses  Ergebniss 
ans  den  Entwickelungen  von  Kap.  2S  des  Abschnitts  I  meiner 
Transformationsgrappen  ableiten  kann^). 

Der  Leser  wird  nunmehr  übersehen,  was  man  zur  Zeit  Über 
die  Bestimmung  aller  transitiven  Gruppen  von  gegebener  Zu- 
sammensetzung weiss.  Vollständig  zum  Abschluss  gebracht  sind 
die  Untersuchungen  über  dieses  Problem  noch  nicht,  es  bleibt 
noch  zu  zeigen,  dass  jede  transitive  Gruppe  in  n  Veränderlichen 
x^, ,  .x^  auf  eine  solche  Form  gebracht  werden  kann,  dass  ihre 
infinitesimalen  Transformationen  ganze  rationale  Functionen  von 
x^,  ..x^  und  von  gewissen  Exponentialausdrücken :  e'',  e^  .  . . 
werden,  wo  /j ,  /, . . .  lineare  Functionen  von  x^  . .  .x^^  sind.  Ich 
zweifle  nicht,  dass  es  gelingen  wird,  das  zu  beweisen;  hoffen 
wir,  dass  es  bald  gelingt. 

Ich  knüpfe  hieran  eine  persönliche  Bemerkung. 

Auf  S.  4 1 3  f.  dieser  Berichte  habe  ich  mich  bereits  ganz  kurz 
über  Herrn  Schurs  gruppentheoretische  Arbeiten  geäussert. 
Herr  Schur  meint  nun,  dass  Leser,  die  unsre  Arbeiten  nicht 
kennen,  meine  damaligen  Aeusserungen  so  verstehen  könnten, 
als  hätte  ich  ihn  eines  Plagiats  beschuldigen  wollen.  An  die 
Kläglichkeit  einer  solchen  Auffassung  habe  ich  gar  nicht  gedacht 
und  ich  erkläre  hier  ausdrücklich,  dass  mir  eine  derartige  Be- 
schuldigung vollständig  fem  gelegen  hat. 

Ich  war  nicht  einverstanden  mit  der  Art  und  Weise,  in  der 
in  Herrn  Schurs  erster  Annalenarbeit  die  Beziehungen  seiner 
Untersuchungen  zu  den  meinigen  dargestellt  waren ,  auf  diesen 
Punkt  brauche  ich  jedoch  hier  nicht  einzugehen,  da  Herr  Schur 
inzwischen  selbst  in  mehreren  Punkten  seine  Auffassung  ge- 
ändert hat. 

Ich  war  femer  mit  Herrn  Schurs  Citaten  nicht  einverstanden. 
Seine  zahlreichen  Citate  in  der  ersten  Annalenarbeit  waren  nach 
meiner  Ansicht  insofern  unvollständig,  als  sie  nicht  zeigten,  worin 
sich  seine  Sätze  von  den  meinigen  unterschieden*),  uncorrect 


4)  Diese  Berichte  4894,  S.  585  ff. 

2)  Beider  Verschiedenheit  zwischen  meinen  Bezeichnungen  und  denen 
des  Herrn  Schür  ist  es  oft  sehr  schwierig,  sich  klar  zu  machen,  worin  der 
Unterschied  zwischen  seinen  und  meinen  Sätzen  besteht,  dieselbe  Bemer- 
kung habe  ich  auch  bei  den  verdienstvollen  Arbeiten  des  Herrn  Maürbr 
gemacht. 
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waren  die  Citate  zum  Theii,  weil  Herr  Schur  eine  Arbeit  von  mir 
nicht  kannte,  was  allerdings  erklärlich  ist.  Ganz  besonders  be- 
rührte es  mich  unangenehm ,  dass  mein  Name  in  Herrn  Schurs 
zweiter  Annalenarbeit  nur  an  zwei  Stellen  vorkam  und  zwar 
gerade  an  Stellen,  wo,  wie  Herr  Schur  jetzt  selbst  zugesteht, 
unberechtigter  Weise  hervorgehoben  wurde,  dass  hier  gewisse 
Probleme  gelöst  waren,  die  ich  in  unvollkommener  Weise  be- 
handelt hatte,  wahrend  doch  Herr  Schur  öfters  seine  eigenen 
Beweise  meiner  Sätze  citirte*}. 

Was  endlich  den  Fehler*)  anbetrifft,  den  Herr  Schur  an  der 
Spitze  seiner  ersten  Arbeit  begangen  hat,  so  würde  ich  auf  den 
gar  nicht  hingewiesen  haben ,  wenn  nicht  diese  Arbeit  den  An- 
spruch erhoben  hatte,  eine  von  mir  unabhängige  Entwickelung 
der  Grundlagen  meiner  Gruppentheorie  zu  geben.  Ich  wollte 
nur  sagen,  dass  dieser  Fehler  die  Vollständigkeit  der  ScHURSchen 
Entwickelungen  aufhöbe,  dagegen  konnte  es  mir  selbstverständ- 
lich nicht  einfallen  zu  behaupten ,  dass  dieser  Fehler  auch  die 
Richtigkeit  der  späteren  Entwickelungen  des  Herrn  Schur  be- 
einträchtige. 

Zum  Schluss  noch  zwei  Bemerkungen. 

Herrn  Schurs  Untersuchungen  über  Transformationsgruppen 
unterscheiden  sich  dadurch  von  den  meinigen,  dass  sie  rein  ana- 
lytisch sind.  Nun  sehe  ich  allerdings  einen  grossen  Vorzug  meiner 
Darstellung  darin,  dass  sie  sich  nicht  darauf  beschränkt  alle  Sätze 
analytisch  zu  beweisen,  sondern  den  inneren  Zusammenhang 
meiner  Theorien  durch  begriffliche  Betrachtungen  klar  stellt. 
Ich  gebe  aber  gern  zu,  dass  für  viele  Leser  eine  kurze  rein  ana- 
lytische Begründung  meiner  Fundamentalsätze  wünschenswerth 
ist.  Darum  gebe  ich  an  anderer  Stelle  eine  solche  kurze  Zu- 
sammenfassung meiner  Beweise.  Ich  würde  mich  andrerseits 
darüber  freuen,  wenn  Herr  Schur  nunmehr  eine  neue  zusammen- 
hängende Darstellung  seiner  Untersuchungen  veröffentlichte. 

i)  Der  Unterzeichnete  glaubte  in  der  zweiten  Abhandlung  Herrn  Lie 
nicht  im  Einzelnen  citiren  zu  brauchen,  da  er  diese  Arbeit  als  eine  Fort- 
setzung der  ersten  betrachtete.     F.  Schur. 

2)  Der  Unterzeichnete  hatte  darin  einen  Fehler  gemacht,  dass  er  auf 

S.  164  seiner  ersten  Abhandlung  die  Möglichkeit  ausser  Acht  Hess,  dass  die 

b  füix,  tt)  . 

— V— ^ —  für  u  s=  0  sämmttich  identisch  verschwinden.    Es  lässt  sich  aber 
öuh 

zeigen,  dass  bei  Einführung  geeigneter  Veränderlicher  und  Parameter  diese 
Möglichkeit  als  ausgeschlossen  betrachtet  werden  kann.     F.  Schür. 
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Ich  erlaube  mir  andrerseits  an  die  Mathematiker,  die  sich 
mit  meiner  Gruppentheorie  beschäftigen,  die  Bitte  zu  richten, 
nicht  ohne  Grund  meine  vorsichtig  gewählte  Terminologie  zu 
ändern.  Ganz  besonders  erscheint  es  mir  wünschenswerth,  dass 
die  von  mir  zur  Bezeichnung  der  verschiedenen  Begriffe  benutzten 
Bachstaben  soweit  möglich  beibehalten  werden.  Es  ist  un- 
zweifelhaft, dass  das  Studium  der  gruppentheoretischen  Unter- 
sachangen  der  Herren  Maurer  und  Schur  für  die  meisten  Leser 
dadurch  bedeutend  erschwert  wird,  dass  sie  meine  Bezeichnungen 
geändert  haben.  Aus  diesen  und  andern  Gründen  ist  es  jeden- 
falls mir  recht  schwer  gewesen  genau  festzustellen,  welche  neuen 
Beiträge  diese  beiden  Verfasser  zu  meinen  Theorien  geliefert 
haben. 


Max  Siegfried  y  Ueber  die  chemischen  Eigenschaften  des  reit- 
culirten  Gewebes,  Aus  dem  physiologischen  Institut  zu  Leipzig. 
Vorgelegt  von  Herrn  Ludwig. 

Ich  habe  das  reticulirte  Gewebe,  welches  F.  Mall*)  eingehend 
histologisch  untersucht  hat,  chemisch  geprüft  und  gefunden«  dass 
es  aus  einer  leimgebenden  Substanz  und  einem  neuen  ProteYn- 
körper,  den  ich  Reticulin  nennen  will,  besteht.  Hierdurch  wird 
der  Befund  A.  Young's*),  dass  man  aus  reticulirtera  Gewebe 
durch  Kochen  mit  Wasser  Leim  erhalt,  bestätigt,  nicht  aber  dessen 
Ansicht,  dass  dieses  Gewebe  collagenes  Gewebe  sei. 

Das  Reticulin  enthält  im  Mittel  58,9^  Kohlenstoff,  7,0^ 
Wasserstoff,  <5,6^  Stickstoff,  4,9^  Schwefel,  0,3^  Phosphor 
und  2,3  ^  Asche.  Der  Phosphor  ist  nicht  anorganisch ,  sondern 
organisch  gebunden.  Durch  Erhitzen  mit  Wasser  oder  sehr  ver- 
dtlnnte  Alkalien  wird  eine  phosphorfreie,  sonst  ähnliche  Zu- 
sammensetzung wie  das  Reticulin  besitzende  Substanz  und  ein 
phosphor-  und  schwefelhaltiger  Körper  erhalten. 

Bei  der  Zersetzung  mit  Salzsäure  liefert  das  Reticulin  Am- 
moniak, Schwefelwasserstoff,  Lysin,  Lysatinin  und  Amido  valerian- 
sSlure,  kein  Tyrosin. 

Die  ausführliche  Mittheilung  dieser  Untersuchung  soll  dem- 
nächst erfolgen. 


4)  Abhandl.  d.  math.-phys.  Gl.  d. Königl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  Bd.  XVII, 
4894,  p.  299. 

5)  The  Journal  of  pbysiology  Bd.  XIII,  p.  882. 
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P.  Stohmann,  Calorimetrische  Untersuchungen,  Achtund- 
zwanzigste  Abhandlung,  ^j 

Isomere  Allyl-  nnd  Propenylverbindnngen 

von 

F.  Stohmann  und  H.  Langbein. 

Bei  der  Ermittelung  der  Verbrennungswärmen  von  eigent- 
lich isonneren  Verbindungen  haben  sich  zwar  schon  seit  langer 
Zeit  gewisse  Verschiedenheiten  ergeben,  doch  waren  dieselben 
so  gering,  dass  man  ihnen  wenig  Beachtung  geschenkt,  vielmehr 
geglaubt  hat;  diese  Abweichungen  auf  Beobachtungsfehler 
zurtlckführen  zu  sollen.  Durch  unsere  Untersuchungen  der  zwei- 
basischen Säuren  der  Malon-  und  Bernsteinsäure -Reihe,  der 
Fumar-  und  Maleinsäure  und  deren  Ester  2),  der  Eruca-  und 
Brassidinsäure  und  deren  Glyceride^),  der  Zuckerarten,  der 
mehrsäurigen  Alkohole,  der  stellungsisomeren  Phenole  und  or- 
ganischen Säuren*),  denen  wir  von  noch  nicht  ausftlhrlicher  ver- 
öffentlichtem Materiale  hinzufügen  können: 

Zimmtsäure  und  Allozimmtsäure, 

Tiglinsäure  und  Angelicasäure, 

Mesaconsäure  und  Citraconsäure, 

ElaYdinsäure  und  Oelsäure, 

u.  s.  w. 


1]  Die  Abhandlungen  I  bis  XXVII  sind  im  Journal  für  praktische 
Chemie,  neue  Folge,  Bd.  34  bis  45  veröffentlicht. 

2)  Abhdlg.XIX,  Journ.  f.  prakt.Chem.  [2]XL,202.  Abhdlg.XX,  daselbst 
XL,  367. 

8)   Abhdlg.  XII,  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XLII,  373. 

4)  Abhdlg.  XVI,  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XLV,  305. 
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haben  uns  jedoch  die  Gewissheit  verschafil,  dass  die  bei  Isome- 
ren vorhandenen  Verschiedenheiten  nicht  zufällige,  sondern  auf 
ganz  bestimmten  Gesetzmässigkeiten  beruhen  und  von  hober 
Bedeutung  sind. 

Folgende  Thatsachen  sind  von  uns  erwiesen : 

1 .  Bei  isomeren  Säuren  haben  diejenigen,  welche  die  grösste 
chemische  Affinität  besitzen,  zugleich  den  höchsten  Wärme- 
werth. 

2.  Bei  stellungsisomeren  Verbindungen  haben  die  Orlho- 
verbindungen  stets  einen  höheren  Wärmewerth  als  die  Meta- 
und  Para Verbindungen ;  der  der  Meta-  ist  in  der  Regel  etwas 
höher  als  der  der  Para  Verbindungen. 

3.  Der  Wärmewerth  liegt  in  umgekehrter  Richtung  wie  der 
Schmelzpunkt: 

Oelsäure  —  Elaidinsäure 
Erucasäure  —  Brassidinsäure 
u.  s.  f. 

4.  Von  Säuren,  Estern  u.  s.  f.,  welche  in  einer  labilen  und 
in  einer  stabilen  Form  auftreten,  hat  jedesmal  die  labile  Form 
den  höchsten  Wärmewerth  und  geht  unter  Energieverlust  in 
die  stabile  Form  über: 

MaleYnsäure 
Angelicasäure. 


Allozimmtsäure 
Oelsäure     .     . 
Erucasäure.     . 


u.  s.  f 


Fumarsäure 

Tiglinsäure 

Zimmtsäure 

ElaYdinsäure 

Brassidinsäure 


Da  nun  von  Eykman  die  Beobachtung  gemacht  ist,  dass 
gewisse  Aether  der  Allylphenole,  Methylchavicol ,  Eugenol, 
Safrol,  Apiol  mit  Leichtigkeit  in  die  isomeren  Propenylverbin- 
dungen  umgewandelt  werden  können,  von  denen  also  erstere 
den  labilen,  letztere  den  stabilen  Zustand  darstellen,  und  da  von 
Eykman^]  ferner  festgestellt  ist,  dass  die  beiden  Zustände  sich 
ganz  regelmässig  durch  ihre  physikalischen  Eigenschaften ,  spe- 
cifisches  Gewicht  und  Refractions vermögen ,  unterscheiden,  so 
sahen  wir  uns  veranlasst,  diese  Körper  auf  ihren  Wärmewerth 
zu  untersuchen,  da  auf  Grund  unserer  frtlheren  Erfahrungen  zu 


i)  Ber.  ehem.  Ges.  XXIII,  862. 
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erwarten  war,  dass  auch  hier  die  labilen  Körper  unter  Energie- 
veriast  in  die  stabilen  Formen  übergehen  würden. 

Wir  haben  Herrn  Etkhan  unseren  Dank  für  die  erste  An- 
regung zu  dieser  Arbelt,  die  er  durch  Ueberlassung  von  Prä- 
paraten wesentlich  förderte,  zu  sagen.  Zu  grOsstem  Danke  sind 
wir  auch  den  Herren  H.  und  E.  Fritzsche,  den  Inhabern,  und  den 
Herren  Bertrah  und  Gildeheister,  den  Chemikern  der  weltbe- 
kauDten  Fabrik  Schihhbl  <&  Cohp.  verpflichtet,  welche  uns 
durch  Zuweisung  von  vielem  und  schönem  Hateriale  vielfach 
unterstützten. 

Die  sämmtlichen  Bestimmungen  wurden  in  der  Bbrthklot- 
sehen  Bombe  in  auf  25  Atm.  verdichtetem  Sauerstoff  ausgeführt, 
Dach  dem  Verfahren,  welches  in  Abhdig.  XVI  ^)  ausführlich  be- 
schrieben ist.  Dabei  sind  von  uns  neuerdings  einige,  das 
Princip  der  Methode  auf  keine  Weise  berührende  Abänderungen 
getroffen. 

Zur  Verdichtung  des  Sauerstoffes  bedienen  wir  uns  nicht 
mehr  der  Druckpumpe,  sondern  verwenden  das  von  Dr.  Th.ELKAN 
in  Berlin  auf  iOO  Atm.  comprimirte  Gas,  von  dem  wir  soviel  in 
die  Bombe  einlassen,  bis  ein  eingeschaltetes  Manometer  den  er- 
forderlichen Druck  zeigt.  Obwohl  kaum  erforderlich,  so  leiten 
wir  das  Gas,  ehe  es  in  die  Bombe  tritt,  durch  ein  glühendes 
Kupferrohr,  um  ganz  sicher  alles  Verbrennliche,  welches  mög- 
licherweise vorhanden  sein  könnte,  zu  zerstören.  Um  bei  der 
Ueberführung  in  die  Bombe  den  Inhalt  der  Sauerstoffflaschen 
ausnutzen  zu  können ,  sind  zwei  derselben  durch  ein  gemein- 
schaftliches Zwischenstück,  welches  zugleich  das  Manometer  tragt, 
so  untereinander  gekuppelt,  dass  sowohl  die  eine  wie  die  andere, 
einfach  durch  Umstellung  der  Ventile,  mit  der  Bombe  in  Ver- 
bindung gebracht  werden  kann.  Ist  z.  B.  in  Flasche  A  nur  noch 
ein  Druck  von  4  0  Atm.  vorhanden,  so  lassen  wir  zunächst  aus 
dieser  das  Gas  in  die  Bombe  übertreten  und  ergänzen  alsdann, 
nach  Abschluss  von  A,  den  Druck  aus  der  Flasche  B,  deren  Inhalt 
noch  unter  hoher  Spannung  steht.  Die  dazu  dienende  Vorrich- 
tung ist  uns  von  Dr.  Elkan  in  vorzüglichster  Ausführung  geliefert 
worden. 

Da  bei  der  Verwendung  von  trockenem  Sauerstoff  ein  Theil 
des  bei  der  Verbrennung  gebildeten  Wassers  nicht  in  tropfbarer 


4)  Joorn.  f.  prakt.  Ghem.  [2]  XXXfx,  508. 
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Form  abgeschieden  wird,  so  wttrde  der  Dampfwärme  dieses  An- 
theiles  Rechnung  zu  tragen  sein.  Wir  umgehen  jedoch  die  dafttr 
erforderliche  Correctur,  indem  wir  gleich  beim  Füllen  wenige 
Tropfen  Wasser  in  die  Bombe  bringen,  um  eine  mit  Wasser 
gesättigte  Atmosphäre  in  derselben  zu  haben.  Die  Menge  des 
dazu  erforderlichen  Wassers  ist  so  gering,  dass  sie  nicht  in 
Rechnung  gestellt  zu  werden  braucht. 

Zur  Entzündung  der  zu  verbrennenden  Substanz  bedienen 
wir  uns  desselben  Eisendrahtes  wie  früher.  Nur  haben  wir  bei 
manchen  neueren  Bestimmungen  80  mm  desselben,  statt  der 
bis  dahin  angewandten  50  mm,  verwandt.  Hierdurch  erhöht 
sich  die  dafür  anzubringende  Gorrection  von  9,4  auf  44,6  cal. 
Da  wo  dieses  geschehen  ist,  sind  die  Correctionszahlen  mit 
einem  *  ausgezeichnet. 


Methylchavicol. 


U8. 


Allylphenyl  -  Methylälher. 

Ein  Präparat  von  Schimmel  &  Co.,  welches  uns  als  »wahr- 
scheinlich noch  nicht  ganz  rein«  bezeichnet  war,  wurde  im  Va- 
cuum  destill  irt.  Die  drei  ersten  Fractionen,  welche  bei  424°  bei 
35  mm  Druck  übergingen,  dienten  zu  den  Bestimmungen  4 , 2, 3 
und  erwiesen  sich  durch  die  gleiche  Yerbrennungswärme  als 
identisch.  Zuletzt  ging  eine  geringe  Menge  eines  grüngefärbten 
Oeles  über,  aus  welchem  sich  beim  Stehen  nadeiförmige  Krystalle 
abschieden.   Dieser  Antheil  wurde  nicht  weiter  untersucht. 

Brechungsindex  nach  Dr.  Gildbmeistbr  n/?=  4,5479  bei23'\ 

Bestimmung  des  Wärme werthes. 


Substanz 
Grm. 


d^n  (corr.) 
Grad 


». 


Grad 


,>„  —  «'^1 


Grad 


K — *i'2500 


cal. 


Gorrection 
f.  Fe  u,  HNO, 

cal. 


4. 

2. 
3. 


0,854  4 
0,9194 
0,9380 


46,4832  13,4027 


46,4674 
4  6,24  64 


4  3,4532 
42,8255 


3,0805 
3,3442 
3,3906 


7704,3 
8285,5 
8476,5 


24,9 
4  9,4 
25,9 
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Warmewerth 

der  Substanz 

pro  Grm. 

pro  Grm.  Mol. 

MUtel  s  \  00 

cal. 

cal. 

cal. 

3. 

7676,4 

8275,9*) 

8452,2') 

Mittel 

9046,2 
9004,3 
9010,9 

4334,4 
4332,6 
4333,6 

400,06 

99,93 

100,00 

9010,5 
Bildungswärme 

4333,6 

4335,4 

48,9 

f.  const.  Vol. 
»      »    Druck. 

DD» 

Enj^enol. 

ICU^CH'.CH^     4. 

C^H^\0CH^                 3. 

\0H                       4. 

oder  C^^/Z^jO, 

.     .     .     464. 

AUyldioxybenzoi-Monomethylather. 

Reines  Eugenol  von  Schimmel  <&  Co.  erwies  sich  als  noch 
eiwas  wasserhaltig.  Es  wurde  daher  von  uns  noch  zweimal  im 
Vacuum  unter  Ausscheidung  der  zuerst  übergehenden  Äntheile 
destillirt. 

Spec.Gew.  4,072  bei  45°. 

Herr  Etkman  hatte  die  Gttte,  das  RefractionsvermOgen  dieses 
Präparates  zu  bestimmen.  Derselbe  fand,  nach  brieflicher  Mit- 
theilung, völlige  Uebereinstimmung  mit  seinen  frtlheren  Ermit- 
telungen. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 

*«  (corr. ) 
Grad 

Grad 

Grad 

cal. 

Correction 
LFe  u.HNO^ 

cal. 

\.    1,0026 
1    0,9746 
3.    1,0276 

49,7977 
20,0097 
20,3244 

46,6385 
46,9444 

4r,0888 

3,4592 
3,0656 
3,2356 

7898,0 
7664,0 
8089,0 

33,8* 
29,6* 
34,6* 

4)  Für  0,0012  g  Russ  sind  9,7  cal.  als  Correction  in  Rechnung  gestellt. 


2) 


0,000S  p 


4,6    » 


M 
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F.  Stohhann, 

Wttrmewerth 

der  Substanz 

pro  Grm. 

pro  Grm.  Mol. 

Mittel  =  400. 

4. 

•  2. 
3. 

7864,2 
7634,4 
8057,4 

Mittel  ~ 

7843,8 
7833,4 
7844,9 

4286,4 
4284,7 
4286,4 

400,05 

99,92 

400,03 

7839,7              4285,7     f.  const.  Vol. 

4286,9     >      •>      Druck. 
Bildungswarme        67,1     »      »         » 

Engenolacetat. 

c.^,- 

CH 
0- 
0- 

\GH.CH^     4. 
CH,               3. 
OC-CH,        4. 

oder  C^^H^^ 

0,   .     .    206. 

AUyldioxybenzol  -  Monomethyl  -  Essigsäureäther. 

Das  Eugenolacetat  wurde  von  uns  nach  dem  Verfahren  von 
TiBHANN  (Ber.  d.  ehem.  Ges.  X,  202)  dargestellt,  indem  gleiche 
Theile  reines  Eugenol  und  Essigsäureanhydrid  3  bis  4  Stunden 
am  Rttckflusskühler  gekocht  und  dann  im  Vacuum  destillirt  wur- 
den. Der  zuerst  Übergehende,  aus  Essigsäure  und  Anhydrid  be- 
stehende Antheil  wurde  beseitigt.  Der  höher  siedende  Antheil 
wurde,  um  etwa  noch  vorhandene  freie  Säure  und  unverändertes 
Eugenol  fortzuschaffen,  mit  Natronlauge  durchschüttelt,  mit 
Wasser  gewaschen,  mit  wasserfreiem  Natriumsulfat  getrocknet 
und  von  Neuem  im  Vacuum  destillirt,  wobei  das  Uebergehende 
in  mehreren  Fractionen  aufgefangen  wurde.  Das  Destillat  zeigte 
in  hohem  Grade  den  Zustand  der  Unterkaltung.  Trotz  mehr- 
tägigem Stehen  im  Eisschranke  blieben  alle  vier  Fractionen  flOssig. 
Die  Erstarrung  trat  aber  in  allen  Fractionen  sofort  beim  Ein- 
bringen eines  kleinen  Krystalls  der  Verbindung,  den  wir  von  der 
Fabrik  von  Schimmel  <&  Co.  erhielten,  ein.  Der  Ester  wurde  aas 
Aether  zweimal  umkrystallisirt,  aus  welcher  Lösung  er  beim 
Verdunsten  in  prachtYollen  Krystalien  zu  erhalten  ist.  Schmelz- 
punkt 28,5°. 
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Bestimmung  des  WSirmewerthes. 


Substanz 


Grm. 


*n(corr.) 


Grad 


^1 


Grad 


^n — *i 


Grad 


;^„— ^j-2500 


cal. 


Correction 
f.  Fe  u.  HNO^ 

cal. 


9 

3. 


1,0035 
1,0638 


19,3270 
19,3202 
19,6202 


16,3651 
16,3938 
16,5122 


2,9619 
2,9264 
3,1080 


7404,8 
7316,0 
7770,0 


29,1* 
27,6* 
29,6* 


Wärmewerth 


der  Substanz 
cal. 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.  Mol. 
cal. 


Mittel  »100 


1. 
2. 
3. 


7375,7 
7288,4 
7740,4 

MUtel 


7266,7 
7262,9 

7276,2 


1496,9 
1496,2 
1498,9 


99,97 

99,92 

100,10 


7268,6 


1497,3     f.  const.  Vol. 
1498,5     »      »      Druck. 
Bildungs  wärme       112,5     »      »  » 


Eugenolbenzoat. 

CH^'CHiCH^  1, 
C,II,iO'CH,  3.  oder  C„^,,0,. 


268, 


O'OC'C^H^     4. 


Allyldioxybenzol-Monomethyl-BenzoesttureKther. 
Zur  Darstellung  wurde  reines  Eugenol  in  lOproc.  Natron- 
lauge gelöst  und  ein  dem  Eugenol  gleiches  Gewicht  Benzoyl- 
Chlorid  unter  Umschütteln  hinzugetropft.  Der  körnig  ausge- 
schiedene Ester  wurde  mit  Sodalösung  gewaschen  und  nach 
einander  aus  Alkohol  und  aus  Aether  urakrystallisirt.  Beim  Ver- 
dunsten der  ätherischen  Lösung  wurde  der  Ester  in  grossen, 
monoklinen  Krystallen  erhalten.   Schmelzpunkt  69  bis  70°. 

Bestimmung  des  Wörmewerthes. 


Substanz 


Grm. 


*,j  (corr.) 


Grad 


Grad 


*n—  ^1 


Grad 


^„—^1-2500 


cal. 


Correction 
LFeu.HNOj 

cal. 


1. 


3. 


1,0314 
0,8981 
0,8786 


20,6350 
20,2814 
20,3937 


17,4428 
17,5032 
17,6747 


3,1922 
2,7782 
2,7195 


7980,5 
6945,5 
6798,8 


35,9* 
31,1* 
33,2* 


314 

F.  Stohmann, 
Wärmewerth 

der  Substanz 
cal. 

7944,6 
6914,4 
6765,6 

Mittel 

pro  Grm. 
cal. 

pro  Grm.  Mol. 
cal. 

Mittel  =  \  00 

1. 
2. 
3. 

7702,7 
7698,9 
7700,4 

2064,3 
2063,3 
2063,7 

100,03 

99,98 

100,00 

7700,7 

2063,8     f. 
2065,3     » 

oonst.  Vol. 
»      Druck. 

» 


» 


BilduDgswärme       84,7 
Betelphenol  oder  Chavibetol. 

(cii^'Cn.cji^h. 

CJlAoH  3.od.C^o^4»Öi   •    •    •    ^^*- 

[0  CH^  4. 

Allyldioxybenzol-Monomethyläther. 

Präparat  von  Bertram  <&  Gildbhbister^].   Journ.  f.  prakt. 
Chem.  [2],  XXXIX,  350. 
/22,  =  1,54205  bei  17^ 
Spec.  Gew.  1,072  bei  15°. 

Bestimmung  des  WUrraewerthes. 


Substanz ,  *„  (corr.) 
Grra.  Grad 


^1 
Grad 


*n  — ^1  i^n— *i-2500 
Grad  cal. 


Correclion 
f.  Fe  u.  H  iV  O3 

cal. 


1. 
2. 
3. 


0,9543 
0,9207 
0,8694 


18,8056 
18,4664 
18,4609 


15,8105 
15,5685 
15,7218 


2,9951 
2,8979 
2,7391 


7980,8 
7244,8 
6847,8 


22,5 
26,1 
26,1 


Wärmewerth 


der  Substanz 
cal. 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.  Mol. 
cal. 


Mittel  =  4  00 


1. 
2. 
3. 


7473,4«) 

7218,7 

6821,7 

Mittel 


7831,3 
7840,4 
7846.4 


99,90 
100,01 
100,09 


7839,4 
Bildungswärme 


1285,7 

1286,9 

67,1 


f.  eonst.  Vol. 
j»       »      Druck 

))         »  i 


i)  Für  0,0010g  Russ  sind  8,1  cal.  als  Gorrection  in  Rechnung  gestellt. 


Galorihbtrisghb  Untbrsughungbn. 


315 


Betelphenol-  oder  ChavibetolbeiUEoat. 

C^hAO'OC'C^H^   3.  oi.C,,H^^O^     .     .     .     268. 
[O'CH^  4. 

AUyldioxybenzol-BeDzo^sSiure-Honomethyläthei*. 

Präparat  von  Bbrtbam  <&  Gildemeistbr.     Journ.  f.  prakt. 
Chem.  [2]  XXXIX,  351.  Gmnzende  Blattchen.   Schmelzpunkt  49 

bis  50^. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Orm. 

^n  (corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

cal. 

Correction 

f.Fcu.HiV03 

cal. 

2. 
3. 
4. 

0,9303 
0,9400 
0,9131 
0,9127 

20,0604 
20,0790 
20,2828 
20,0901 

47,4834 
47,4739 
47,4548 
47,2647 

2,8770 
2,9054 
2,8280 
2,8284 

7192,5 
7262,8 
7070,0 
7071,0 

34,3* 
29,6* 
33,6* 
34,7* 

Wärmewerth 


der  Substanz 
cal. 


pr'ff  Grm. 
cal. 


pro  Grm.  Mol. 
cal. 


Mittel  =  4  00 


1 
i. 
4. 


7158  2 
7233,2 
7036,4 
7036,3 

Mittel 


7694,5 
7694,9 
7706,1 
7709,3 


2062,1 

99,91 

2062,2 

99,92 

2065,2 

100,06 

2066,1 

100,10 

7701,2 
Bildungswärme 


2063,9     f.  const.  Vol. 
2065,4      »       ))     Druck. 
84,6      »       »  » 


c.nAo^CH, 


Methylengenol. 
CH^CH:CH^      1. 

3.     oder  C^^  U^^  0, 
O.C//3  4. 

Allyldioxybenzol-Dimethylather. 
Präparat  von  Etkhan. 
Farblose  Flüssigkeit. 
Siedepunkt  251,3°  bei  749  mm  Druck. 

»  182°       »    106     n 


178. 


» 
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F.  Stohhann, 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 


Grm. 


•>n(corr.) 


Grad 


^i 


Grad 


*»  — ^1 


Grad 


^„— ^j.lSOO 


cal. 


CorrectioD 
f.Fen.HNOy 

cal. 


1. 

2. 
3. 


0,7638    47,4932 


0,9993 
0,9623 


19,4302 
18,5740 


14,9811 
15,8474 


2,5121 
3,2828 


15,44661  3,1274 


6280,3 
8207,0 
7818,5 


23,8 
24,2 
22,1 


Wärmewerth 


der  Substanz 
cal. 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.  Mol. 
Cal. 


Mittel  =  400 


1. 
2. 
3. 


6256,5 
8182,8 
7796,4 


8191,3 
8188,5 
8186,9 


Mittel         81 88,9 


Bildungswärme 


1458,1 
1457,6 
1457,3 


1457,6 

1459,1 

57,9 


1 00,03 

100,00 

99,98 


f.  const.  Vol. 
j»      »      Druck. 

9      y>  » 


Safrol. 


(CH^'CHiCH^     1. 


'6  "3 


162. 


4. 


AllyldioxybeiUEoI-MethyleDäther. 

Zu  den  Bestimmungen  1  bis  3  diente  ein  Präparat  von  Herrn 
Etkmax. 

Siedepunkt  bei  759  mm  Druck  =  233°. 
»  »    106    »         »      =163°. 

Zu  der  Bestimmung  4  diente  ein  Präparat  von  Schimmel  &  (üo. 

Spec.  Gew.  1 , 1 08  bei  1 5° 

HD  =  1 ,53836  bei  1 7°  nach  Bestimmungen  von  Dr.  Gilde- 
heister. 

Die  Uebereinstimmung  der  Verbrennungswärmen  beider 
Präparate  beweist  die  Reinheit  derselben. 
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Bestimmung  des  WSIrmewerthes. 


SabstaDz 

1 

Grm. 

^«(corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

»„—*,•  9500 
cal. 

Correction 
f.  Fe  u.  Jf  JVO3 

cal. 

1.  0,9500 

2.  0,9960 

3.  0,9264 

4.  1,0767 

1 

19,6604 
18,7316 
18,3137 
18,5699 

16,7359 
15,6620 
15,4601 
15,2510 

2,9245 
3,0696 
2,8536 
3,3189 

7311,3 
7674,0 
7134,0 
8297,3 

22,9 
23,9 
22,1 
27,5 

Wärmewerth 

1 
der  Substanz 

cal. 

pro  Grm. 
cal. 

pro  Grin.  Mol. 
cal. 

Mitteln  100 

i.' 

2. 

3. 

7288,4 
7650,1 
7111,9 
8269,8 

7672,0 
7680,8 
7676,9 
7680,7 

1242,9 
1244,3 
1243,7 
1244,3 

99,93 
100,04 

99,99 
100,04 

Mittel         7677,6 

Bildungswärme 

Apiol. 
(CH^'CHiCn^ 

OCH. 


1243,8     f.  const.  Vol. 
1244,7     ))      »     Druck. 
40,3     ))       »  9 


oder  C^^H^^O^ 


222. 


OCH, 
Allyltetraoxybenzoi-Methylendimethyläther. 

In  schönen  Nadeln  krystallisirtes  Präparat  von  Schimmel  <&  Co. 
Schmelzpunkt  29,5  bis  30°. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 


Grm. 


^fi(corr.) 
Grad 


^1 
Grad 


*n  —  *i 
Grad 


cal. 


Correction 
f.  Fe  u.  H  NO, 

cnl. 


1.  0,8224    19,3836117,1523    2,2313 

2.  0,7898     19,3311    17,1914,  2,1397 
3.1  0,7998    19,4031    17,2414,  2,1617 


5578,3 
5349,3 
5404,3 


21,1 
21,1 
20,7 
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F.  Stohmann, 
Wärmewerth 


der  Substanz 

cal. 


pro  Grni. 

c«l. 


pro  Grm.  Mol. 
cal. 


Mittel  =  HO 


2. 
3. 


5657,2 
5328,2 
5398,2») 

Mittel 


6757,3 
6746,2 
6749,4 


1500,4 
U97,7 
U98.4 


100,09 
99,93 
99,98 


6751,0 
Bildungswärme 


1498,7 

1499,6 

111,4 


f.  coüst.  Vol. 
Druck 


» 


» 


AnethoL 

Propenylphenyi-Methylather. 
Präparat  von  Schimmel  <&  Co. 
Nach  Bestimmungen  von  Dr.  Gildbheister  : 
71^  =  1,561 49  bei  18° 
Spec.  Gew.  0,986  bei  25°. 
Schmelzpunkt  21°. 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


148. 


Substanz 


Grm. 


1.  !  0,9343 

2.  0,9943 

3.  1,0222 


*„(corr.) 


Grad 


^1 


Grad 


20,9363  1 17,5850 

21,4428 

18,5152 


17,8777 
14,8539 


Grad 


*„— ^j.JSOO 


cal. 


Correction 
f.Fcu.  ÄiVOj 

cal. 


3,3513 
3,5651 
3,6613 


8378,3 
8912,8 
9153,3 


27,9 
24,1 
21,0 


Wärmewerth  des  festen  Anethols 


der  Substanz 
cal. 


1.  8350,4 

2.  8888,7 

3.  I       9132,3 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.  Mol. 
cal. 


Mittel  «4  00 


8937,6 
8939,7 
8934,0 


1322,8 
1323,1 
1322,2 


100,01 

100,03 

99,96 


Mittel         8937,1 


1322,7     f.  const.  Vol. 
1324,2     »       »     Druck. 
Bildungswärme        29,8     »       »  » 


\ )  Für  0,00 1 8  Grm.  Russ  sind  \  4,6  cal.  als  Correction  in  Rechnung  gestellt 
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Isoengenol. 

CHiCHCH^    i, 
C,H,{OCIJ,         '     3.     oder  C,,H,^0^ 
OH  4. 


164. 


Propenyldioxybenzol  -  Monomethyläther. 

Präparat  von  Haarmann  &  Reimer.  Zu  den  Bestimmungen 
1  und  2  diente  das  von  Haarmann  <&  Reimer  erhaltene  Präparat. 
Dasselbe  wurde  ausserdem  von  uns,  unter  Absonderung  des 
zuerst  und  des  zuletzt  übergehenden  Antheiles,  im  Vacuum  de- 
sliUirt.  Von  dem  mittleren  Antheil  wurden  die  Verbrennungen 
3  und  4  ausgeftlhrt.  Die  Uebereinstimmung  der  Zahlen  beweist 
die  Gleichartigkeit  des  ganzen  Präparates. 

Der  Brechungsexponent  wurde  auf  unser  Ansuchen  von 
Dr.  GiLBBHBiSTER  bestimmt  und  ergab  sich  zu  nj)=  4,57318 
bei  16° 

Spec.  Gew.  1,083  bei  21,4°. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 

d-ft  (corr.) 
Grad 

r.rad 

^n  —  '^i 

Grad 

2,9077 
3,2682 
3,3048 
2,7590 

cal. 

Correclion 
f.  Fe  u.  ÄNO, 

cal. 

1. 

*•• 

3. 
4. 

0,9308 
1,0454 
1,0576 

,  0,8830 

1 

19,2237 
19,6743 
18,6849 
18,2719 

16,3160 
16,4061 
15,3801 
15,5129 

7269,3 
8170,5 
8262,0 
6897,5 

23,9 
26,6 
24,3 
25,3 

Wärmewerth 


der  Substanz 
cal. 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.  Mol. 
Cal. 


Mittel  =  100 


1. 
2. 
3. 
4. 


7245,4 
8143,9 
8237,7 

6872,2_ 

Mittel" 


7784,1 

7790,2 
7789,0 
7782,8^ 

"7  7^8  6,0" 


Bildungswärme 


1276,6 
1277,6 
1277,4 

1276,4 


1276,9 

1278,1 

75,9 


99,97 
100,05 
100,04 

99,96 

f.  consl.  Vol. 
»       i)      Druck. 
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F.  Stohhann, 


Isoengenolacetat. 


[CHiCH'CH^    1. 
C^H^lO'CH^  3.    oder  C,^H,,0^     .     .     206. 

[O'OC'CU^      4. 
Propenyldioxybenzol  -  Monomethyl  -  Essigsäureäther. 
Präparat  von  Haarmann  <&  Reimer,  wurde  von  uns  noch 
zweimal,  zuerst  aus  Aether,  dann  aus  einer  Mischung  von  Benzol 
und  Petroleumäther  umkrystallisirt ,  wobei  es  in  prachtvollen 
Krystallen  erhalten  wurde.   Schmelzpunkt  79  bis  80®. 


Bestimmung  des  Wärme werthes. 


Substanz 
Grm. 

^«  (corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

cal. 

Correction 
f.  Fe  u.  BNO^ 

cal. 

1. 

2. 
3. 

0,9375 
0,9628 
1,0395 

19,1982 
19,4044 
19,1810 

«6,4782 
16,6113 
16,1639 

Wäre 

2,7200 
2,7931 
3,0171 

Qewerth 

6800,0 
6982,8 
7542,8 

» 

32,7* 
30,6* 
29,3* 

der  Sabstanz 
cal. 

pro  Grm. 
cal. 

pro  Grm.  Mol. 
cal. 

Mittel  =  4  00 

1. 

2. 
3. 

676' 
695! 

1     751 ; 

r,3 

2,2 
5,5 

7218,4 
7220,8 
7227,9 

1487,0 
1487,5 

1488,9 

99,95 

99,98 

100,08 

Mittel 


7222,3 


Bildungswärme 


1487,8 

1489,0 

122,0 


f.  const.  Vol. 
»      »      Druck. 


» 


Isoengenolbenzoat. 

ICHiCII^CII^  1. 
C.HAO'CH,  3.  oder  C,,H,,0, 

\OOC'CJL    4, 


268. 


Propenyldioxybenzol  -Monomethyl  -  Benzoösäureäther. 

Das  Präparat  wurde  von  uns  auf  gleiche  Weise  dargestellt 
wie  das  Eugenolbenzoat.  Aus  Aether  krystallisirt  der  Ester  in 
kleinen  Prismen.   Schmelzpunkt  103  bis  104°. 
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Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


SabstaDZ 

*n  (COIT.) 

*i 

^«-*. 

fl-„— ^j.JSOO 

Correction 
(.Fen.HNO^ 

Grm.          Grad 

Grad 

Grad 

cal. 

cal. 

2. 

3.1 

1 

1,0042 
0,9850 
0,9970 

20,3798 
20,2578 
49,5114 

17,2900 
17,2239 
16,4415 

3,0898 
3.0339 
3^0699 

7724,5 

7584,8 
7674,8 

30,2* 
30,6* 
29,8* 

Wärmewerth 

1 

der  Substanz 

pro  Grm. 

pro  Grm.  Mol. 

Mittel  =  4  00 

cal. 

cal. 

cal. 

3. 

769 
755 
764. 

MitI 

4,3 
4,2 
5,0 

7662,1 
7669,2 
7668,0 

2053,4 
2055,3 
2055,0 

99,94 
100,04 
100,02 

ost.  Vol. 
))      Druck. 

»           » 

«I 

7666,4               2054,6     f.  coi 

2056,1     » 
Bildungswarme         93,9     » 

Methylisoeugenol. 

( 

Ch 
0- 
0. 

I'.CH'  Ch 
CIL 

3 
4 

• 

.     oder  C^^H^^ 

*  • 

0, 

.     .     178. 

Propenyldioxybenzol  -  Dimethyläther. 

Präparat  von  Herrn  Eykman. 

Farblose  Flüssigkeit. 

Siedepunkt  267°  bei  765  mm  Druck. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 


1.  ;  0,9862 

2.  0,8936 

3.  0,7863 


&n  (corr.)         ^1 


Grad 


19,1741 
1 8,2827 
19,0037 


Grad 


^n  — ^1 


Grad 


15,9581 
15,3652 
16,4415 


3,2160 
2,9175 
2,5622 


^„—^1.2500 


cal. 


8040,0 
7293,8 
6405,5 


Correction 
f.  Fe  u.  H  JVO3 

cal. 


25,5 
24,9 

22,4 
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Wörmewerth 


2. 

3. 


der  Substanz 


pro  Grm. 


pro  Grm.  Mol.   '    Mittel  =  400 


80U,5 
7268,9 
6383.1 


8126,6 
8134,4 
8117,9 


1446,5 
1447,9 
1445,0 


100,00 

400,10 

99,90 


Mittel         8126,3 


Bildungswärmc 


1446,5     f.  const.  Vol. 
1448,0      »       »      Druck. 
69,0      jf 


» 


0. 


CH'.cncn^  1. 


3.     oder  C,,/f,,04 
4. 


Aethylisoengenol. 

\uAocn, 

Propenyldioxybenzol-Methyläthyläther. 
Präparat  von  Herrn  Etkhan. 
Farblose  Krystalle,  Schmelzpunkt  60°. 
Siedepunkt  273°  bei  767  mm  Druck. 
»  201°    »    106    »         » 


192 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 

1,0310 

2.  I  0,9149 

3.  I  1,0075 


^„(corr.j 
Grad 


&, 


Grad 


K-^x     ' 


19,9004 
19,8974 
19,5857 


16,4538 
16,8359 
16,2134 


Grad 

3,4466 
3,0615 
3,3723 


.'>„—,>, -23  00 
cal. 


Correction 
f.Fcu.  Ä1VO3 

cal. 


8616,5 
7653,8 
8430,8 


24,7 
23,5 
25,1 


Wärmewerth 


der  Substanz 
cal. 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.  Mol. 
Cal. 


Mittel  =  4  00 


1. 

2. 
3. 


8591,8 
7660,3 

8405,7 


8333.5 
8340,0 
8343,1 


Mittel         8338,9 


Bildungs  wärme 


1600,0 
1601.3 
1601,9 

1601,1 

1602,9 

77,1 


99,94 
100,01 
100,05 

f.  const.  Vol. 
»       B      Druck. 

0  9  » 
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Isosafrol. 


CH.CH'  CH. 


C.HAO 
0 


>CH, 


oder  C^^H^^O^  .     .     4  62. 


Propenyldioxybenzol-Methylenäther. 

Präparat  von  Schimmel  &  Co. 

Nach  BestimmuDgen  von  Dr.  Gildehbistbh  : 

,12^  =  4,57975  bei  47°. 

Spec.  Gew.  4,4267  bei  45^ 

Siedepunkt  252  bis  253°. 

Schmelzpunkt  8  bis  9°. 

Das  in  der  Fabrik  von  Schimmel  &  Co.  in  grossem  Maass- 
stabe dargestellte  Isosafrol  hat  unzweifelhaft  einen  hohen  Grad 
an  Reinheit,  wie  sich  aus  seinem  thermischen  Verhalten  ergiebt. 
Ob  dasselbe  aber  als  absolut  rein  zu  betrachten  ist,  kann  zweifel- 
haft erscheinen,  da  von  Dr.  yon  Hbtdex's  Nachfolger  ein  Isosafrol 
mit  dem  Schmelzpunkte  33°  dargestellt  wird.  Letzteres  Präparat 
haben  wir  noch  nicht  erhalten  können. 


Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz 
Grm. 

*«  (corr.j 
Grad 

Grad 

Grad 

cal. 

Correction 
f.Feu.HNOa 

cal. 

4 

•    « 

2. 
3. 

0,9360    48,7206 
0,9664     48,8843 
4,0264    4  9,8949 

Wärmen 

45,8623 
45,9307 
4  6,7534 

verth  des 

2,8583 
2,9506 
3,4  385 

flüssigen 

74  45,8 
7376,5 
7846,3 

i  Isosafrols 

22,9 
23,4 
21,9 

der  Substanz 

1            cal. 

pro  Grm. 
cal. 

pro  Grm.  Mol. 
cal. 

Mittel  =  100 

1. 
2. 
3. 

74  2S 
735S 
78S4 

5,9 
^4 

7609,9 
7644,4 
7623,4 

4232,8 
4233,0 
4234,9 

99,94 

99,96 

400,44 

Math.-phyB.  < 

Mittel 

:nu586. 181 

B 

7644,8 
ildungsw 

am 

4S 
42 

IG 

J33,6     f. 
134,5     » 
50,5      )) 

const.  Vol. 
»      Druck, 

22 
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Asaron. 

^   „    fCIIiCH'CIL        ,        r     u    n 
«*\(0. 07/3)3  ^°®^    ^h^AgÖj        . 

Propenyltrioxybenzol-Trimethyläther. 
Schön  krystallisirtes  Präparat  von  Schimmel  &  Co. 
Schmelzpunkt  59  bis  60°. 

Bestimmung  des  Wlfrmewerthes. 


208. 


Substanz 
Grm. 

.■>„  (corr.) 
Grad 

^1 
Grad 

*«  —  ^"^i 
Grad 

,^^— ^j.2500 
cal. 

Correction 
f.Feu.HNO:^ 

cal. 

1. 

2. 

3.  1 

0,9382 
0,8222 
0,9226 

19,59H 
19,8615 
20,2622 

16,74131  2,8498 
17,3609    2,5006 
17,4548    2,8074 

Wärmewerth 

7124,5 
6251,5 
7018,5 

25,9 
23,1 
26,2 

der  Substanz 
cal. 

1 

pro  Grm.        '    pro  Grm.  Mol.    '     Mittel  =  4  00 

1 
cal.            ;            cal. 

1. 
3. 

709e 
6228 
699S 

!,3 

7566,2 
7575,3 

7578,9 

1573,8 
1575,7 
1576,4 

99,90 
100,02 
100,07 

Mittel 


7573.5 


1576,8 
Bildungswärme      103,2 


1575,3      f.  const.  Vol. 


A 

» 


» 


» 


Druck. 


c^n 


Isapiol. 

CH:  CH .  C//3 

0^^^^  oder    C^Jf^^O,  .     .     .     222. 

0 .  C/f  3 
0 .  C//3 

Propcnyltetraoxybenzol-Methylendimethylather. 
In  feinen  Nadeln  krystallisirtes  Präparat  von  Herrn  Eykhan. 
Siedepunkt  210^  bei  68  mm  Druck. 
Schmelzpunkt  54  bis  ö5". 

Bestimmung  des  Wärmewerthes. 


Substanz    .'>„  (corr.) 


Grm. 


Grad 


cal. 


1. 
2. 


1,0423     19,1261  116,3174 
0,8281    1 18,7549  116,5231 


2,8087 
2,2318 


7021,8 
5579,5 


Correction 
f.  Fe  u.  HSO, 

cal. 


33,4* 
29,8* 


Galohihetrisghb  Untersuchungen. 


325 


Wärmewerth 


der  Substanz 
cal. 


pro.  Grm. 
eal. 


pro  Grm.  Mol. 
cal. 


Mitte!  =  100 


1. 

2. 


6988,4 
5549,7 

Mittel 


6704,8 
6701,7 


1488,5 
1487,8 


100,02 
99,98 


6703,3 


f.  const.  Vol. 
»      »      Druck. 


108, 


1488,1 
1489,0 
Bildungswärme      122,0 

Anisol. 

C,H^O'CH^  oder  C^H^O 
Phenylmethyläther. 
Zu  den  Untersuchungen  diente  dasselbe  PrUparat,  welches 
zu  unseren  in  Abhdlg.  XP)  mitgetheilten  Bestimmungen  benutzt 
ist,  nachdem  dasselbe  noch  einmal  rectificirt  worden  war.  Für 
seinen  Wärmewerth  hatten  wir  frtiher,  beim  Verbrennen  im 
Lämpehen  bei  gewöhnlichem  Druck  901,3  Cal.  gefunden. 

Bestimmung  des  Wörmewerthes. 


Substanz 
Grm. 

^»  (corr.) 
Grad 

Grad 

Grad 

cal. 

Correction 
f.  Feu.HA'Oa 

cal. 

1. 

3. 

1,0484 
0,8530 
0,9722 

1 

20,8774 
19,5385 
16,6641 

17,3609 
16,6791 
13,3975 

3,5165 
2,8594 
3,2666 

8791,3 
71  48,5 
8166,5 

24,6 
19,0 
21,1 

Wärmewerth 


der  Substanz 
cal. 


pro  Grm. 
cal. 


pro  Grm.  Mol. 
cal. 


Mittel  =  i  00 


1. 
3. 


8776,4«) 
7139,2») 

8152,7*) 

Mittel 


8371,2 
8369,5 

8385,8 


904,1 
903,9 
905,7 


99.95 

99,93 

100,12 


8375,5 

905,5 
Bildungswärme       28,5 


904,6     f.  const.  Vol. 


» 


» 


Druck. 


h]  Journ.  f.  prakU  Chem.  [2]  XXXV,  23. 

2)  Für  0,0012  g  Russ  sind  9,7  cal.  als  Correction  in  Rechnung  gestellt, 

3)  »    0,0013  »      »        »  40,6 
k)     »     0,0009»      »        »      7,3 


» 


» 
» 


» 


» 


22* 
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Uebersicht. 


Allylderivate . 
Methylchavicol  . .  . 

Eugenol 

Eugenolacetat .... 
Eugenolbenzoat. . . 

Betelphenol 

Betelphenolbenzoat 
Methyleugenol .... 

Safrol 

Apiol 

Propenyldei'ivate. 

Anethol 

Isoeugenol 

Isoeugenoldcetat . . 
Isoeugenolbenzoat 
MethylisoeugCDol  . 
Äethylisoeugenol  . 

Isosafrol 

Asaron 

Isoapiol 

Anisol 


Mol. 
Gew. 


Wärmewerth 


Vol.  const. 


Druck 
const. 


(\H,0 


148 
164 
206 
268 
164 
268 
178 
162 
222 


148 
164 
206 
268 
178 
192 
162 
208 
222 

108 


proGrin. 
Cal. 


pro  Grm.  Mol. 
Cal.     I     Cal. 


Bil- 
duogs- 
wttrme 

Cal. 


9010,5 
7839,7 
7268,6 
7700,7 
7839,4 
7701,2 
8188,9 
7677,6 
6751,0 


8937,1 
7786,0 
7222,3 
7666,4 
8126,3 
8338,9 
7614,8 
7573,5 
6703,3 

8375,5 


1333,6 
1285,7 
1497,3 
2063,8 
1285,7 
2063,9 
1457,6 
1243,8 
1498,7 


1322,7 
1276,9 
1487,8 
2054,6 
1446,5 
1601,1 
1233,6 
1575,3 
1488,1 

904,6 


1335,1 
1286,9 
1498,5 
2065,3 
1286,9 
2065,4 
1459,1 
1244,7 
1499,6 

1324,2 
1278,1 
1489,0 
2056,1 
1448,0 
1602,9 
1234,5 
1576,8 
1489,0 

905,5 


18,9 
67,1 

112,5 
84,7 
67,1 
84,6 
57,9 
40,3 

111,4 


29,8 

75,9 

122,0 

93,9 

69,0 

77,1 

50,5 

103,2 

122,0 

28,5 


Aggre- 
gat- 
zustand 


flüssi 


fest 

» 

flüssig 

fest 
flüssig 

fest 


fest 
flüssig 

fest 

I 

flüssig 

fest 
flüssig 

fest 


flüssig 


Abgeleitete  Resultate. 
I.  Isomerie. 

1.  Eugenol  und  Betelphenol,  welche  sich  nur  durch  die 
Stellung  der  Methoxyl-  und  Hydroxylgruppe  von  einander  unter- 
scheiden, haben  genau  gleichen  Wärmewerth : 
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Eugenol   .     . 
Betelphenol  . 


4286,9  Gal. 
1286,9    » 


Eugenolbenzoat.     .     2065,3  Gal. 
Betelphenolbenzoat    2065,4    » 

2.  Der  Warmewerth  der  isomeren  AUyl-  und  Propenyl- 
vcrbindungen  ist  wesentlich  verschieden  und  zwar  derart,  dass 
die  Allylverbindungen  regelmässig  einen  erheblich  höheren 
Warmewerth  besitzen,  als  die  Propenyl Verbindungen: 


Metbylchavicol 
Änethol .     . 

Eugenol .     . 
Isoeugenol  . 

Eugenolacetat 
Isoeugenolacetat  . 

Eugenolbenzoat   . 
Isoeugenolbenzoat 

Methyleugenol.     . 
Methylisoeugenol . 

Safrol     .     .     .     . 
Isosafrol.     .     .     . 

Apiol     .     .     .     . 
Isoapiol.     .     .     . 


1335 
4324 


,<Cal.K 
,2    »    /'"' 


9Cal. 


1286,9  Cal.\ 

-1278,1     »    /    »'»*-»'• 


1  (98,5  Gal.  ^ 
1489,0    »    j 


9,5  Gal. 


2065,3  Gal.  \ 

2056,1    «    /    V^^al- 

1459,1  Cal.\ 

1448,0    »    f^*'^  ^^'• 

1234',5    »    /^<>»*G«l• 
1499,6Cal.\ 
1489,0     »    /< 0,6  Gal. 


Sämmtliche  Beobachtungen  bestätigen  daher  die  oben  S.  308 
ausgesprochene  Voraussetzung,  dass  die  labilen  Allylverbin- 
dungen einen  höheren  Energiegehalt  besitzen  als  die  stabilen 
Propenylverbindungen.  Da  hier  die  Oxybenzoläther  und  deren 
Benzoate  und  Acetate  ein  ganz  gleiches  Verhalten  zeigen ,  und 
da  ein  ganz  gleiches  Verhalten  bei  allen  bislang  untersuchten 
isomeren  Säuren,  femer  bei  isomeren  Glyceriden  beobachtet 
worden  ist,  so  lässt  sich  aus  diesen  Thatsachen  das  allgemeine 
Gesetz  ableiten : 

Isomere  Körper ,  welche  in  einer  labilen  und  in  einer  stabilen 
Form  auftreten  j  gehen  unter  Energieverlust  in  die  stabile 
Form  aber. 
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Es  dürfte  vielleichl  nicht  zu  gewugt  erscheinen,  wenn  man  den 
Ueberschuss  an  Energie ,  welchen  die  eine  Gruppe  von  KOrpern 
im  Vergleiche  zu  den  anderen  enthält,  als  die  Ursache  ihrer 
Labilität  bezeichnen  wollte. 

Diese  Ycrmuthung  findet  eine  weitere  Bestätigung  in  dem 
Verhalten  isomerer  Zuckerarten.  Von  den  Aldosen  wird  Glucose 
äusserst  leicht  von  Hefe  angegriffen,  während  Galactose  schwer 
in  Gährung  zu  bringen  ist.  Erstere  stellt  daher  wegen  der  grös- 
seren Leichtigkeit,  mit  welcher  die  Atome,  durch  den  von  der 
Hefe  gegebenen  Anstoss,  in  Bewegung  gerathen,  eine  labile, 
letztere  eine  stabile  Form  dar.  Von  den  Ketosen  vergährl  Fruc- 
tose  äusserst  leicht,  Sorbinose  ist  der  Gährung  nicht  fähig.  In 
beiden  Fällen  hat  die  labilere  Form  den  grössten,  die  stabilere 
Form  den  geringeren  Energiegehalt,  wie  aus  unseren  Bestim- 
mungen in  Abhdlg.  XXVI  ^)  hervorgeht : 

labil   Glucose      673,7  Cal.  \  ^  o  n  i 


}3, 


stabil   Galactose  669,9    » 

labil   Fructose    675,9  Cal  \  -  o  r  i 
stabil    Sorbinose  668,6    »    /  ^'^  ^*^- 

Von  grossem  Interesse  würde  es  sein,  das  physiologische 
Verhalten  der  AUyl-  und  Propenyl -Verbindungen  weiter  zu 
Studiren.  Auf  Grund  des  gänzlich  verschiedenen  Verhaltens  der 
Salicylsäure  und  der  Paraoxybenzoesäure  ist  zu  erwarten,  dass 
Eugenol  und  Isoeugenol,  dass  Safrol  und  Isosafrol  u.  s.  w.  ähn- 
liche Beziehungen  zeigen  werden  wie  Salicylsäure  und  Paraoxy- 
benzo6säure. 

3.  Die  labilen  Allylverbindungen  besitzen  geringeres  speci- 
fischcs  Gewicht  und  geringeres  Refractionsvermögen,  als  die 
stabilen  Propenylverbindungen.  Diese  Thatsachen  sind  durcii 
die  oben  erwähnten  Untersuchunsen  von  Eykman  erwiesen. 

4.  Die  labilen  AUyl-Verbindungen  haben  einen  tiefer  liegen- 
den Schmelzpunkt  als  die  stabilen  Propenyl -Verbindungen: 

Methylchavicol   .     .  flüssig 
Anethol     .     .     .     .21^ 

Eugenol    .     .     .    \  .    /,      .       .^         .    i 

Isoeugenol     .     .    /  nur  m  flüssiger  Form  bekannt. 


1)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XLV,  339. 
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Eugenolacetat     .     .  28,5° 
Isoeugenolacetat.     .  79  bis  80° 

Eugenolbenzoat .     .  69  bis  70° 
Isoeugenolbenzoat  .  103  bis  104° 

Methyleugenol    .    \  .    «      .       r, 

Methylisoeugenol    /  «^  '^  ^^'''6^''  ^^™  ^^^*^"^^- 

Safrol 1 1  bis  1 2° 

Isosafrol    ....  33° 

Apiol 29,5  bis  30° 

Isoapiol     .     .     .     .  54  bis  55°. 

Die  hier  in  Betracht  kommenden  Körper  zeigen  daher  das- 
selbe Verhalten  wie  die  Sauren ,  Glyceride  u.  s.  w.  Auch  bei 
diesen  liegt  der  Schmelzpunkt  der  labilen  Form  regelmässig 
niedriger  als  bei  den  stabilen  Formen. 

5.  Labile  Säuren  haben ,  entsprechend  ihrem  höheren  Ge- 
halte an  Gesamrotenergie,  grössere  chemische  Energie  als  die 
stabilen  Säuren.  Wir  haben  dieses  früher  bereits  für  MaleYnsäure 
und  Fumarsäure  erwiesen  (Abhdig.  XX  *)  und  werden  in  einer 
späteren  Abhandlung  noch  eine  Fülle  von  weiterem  Beweis- 
material erbringen. 

IL  Bildnngswärmeu. 
1.  Reaction:  —  11  +  OIL 

Die  Vertretung  des  W^asserstoffs  durch  Hydroxyl  ist  von 
uns  bereits  mehrfach  ermittelt.  (Vgl.  Abhdig.  XXVP).)  Von  den 
hier  vorliegenden  Körpern  sind  Methylchavicol  und  Eugenol 
(beide  flttssig),  und  Anethol  (fest)  und  Isoeugenol  (flüssig)  mit  ein- 
ander zu  vergleichen : 

Methylchavicol     C,,II,^0    .     .    4335,M        .o  c,  p,, 
Eugenol     .     .     C,,lf^^O^   .     .    ^ 286,9  /  ~"  ^^''^  ^^• 

Anethol.     .     .     C,,II^,0     .     .    1324,2  i        ..  .  p. 
Isoeugenol.     .     C,JI,^0^   .     .    1278,1  /  ~  *^'^  ^**^- 


^)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XL,  358. 
2)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2]  XLV,  349. 
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Die  kleine  Verschiedenheit  war  in  der  beobachteten  Rich- 
tung zu  erwarten,  da  der  Werth  des  Anethols  durch  den  Betrag 
der  Schmelzwärme  beeinflusst  wird. 

Die  hier  gefundenen  Werthe  der  Hydroxylgruppe  stimmen 
völlig  mit  früheren  Beobachtungen  ttberein. 

2.  Reaction:  —  //  +  C//,  •  Cll :  CH^ 
und  —  //  +  C!l :  CH  -  CH^ 

Der  Vertretungswerth  der  AUylgruppe  ergiebt  sich  aus  dem 
Vergleiche  des  Phenylmethyläthers  mit  dem  Methylchavicol,  der 
der  Propenylgruppe  leitet  sich  aus  dem  Vergleiche  des  Phenyl- 
methyläthers  mit  dem  Anethol  ab : 

Methylchavicol.     .     C^^H^^O  .     .  4335,4  \    ,    .^q  ^  ^^i 
Phenylmethyläther    C,  H^  0  .     .     905,5  /  "*"  *^^»''  ^*'- 

Anethol,     .     .     .     C,Jf,,0  .     -^324,2) 
Phenylmethyläther    C,  H^  0  ,     .     905,5  /  "^  *'®''  ^^*' 

Es  beträgt  daher  der  Vertretungswerth  der 

AUylgruppe 429,6  Cal. 

Propenylgruppe     .     .     .     448,7    » 

Hiernach  ergeben  sich  für  die  substituirten  Oxybenzole,  welche 
als  die  Muttersubstanzen  der  uns  in  dieser  Abhandlung  beschäf- 
tigenden Verbindungen  zu  betrachten  sind,  folgende  Werthe : 


Allylphenol   .     .     .     .  C^H^^O 

Propenylphenol .     .     .  C^H^^O 

Allylbrenzcatechin .     .  C^If^^O^ 

Propeny  Ibrenzcatechin  C^  11^  ^  0^ 

Propenylpyrogallol .     .  C^  //,  ^  Oj 


4  462,4  Cal. 
4454,2    » 
4444,8   » 
4  403,9    » 
4057,7    » 


3.  Aetherbildung. 

Die  Bildung  von  Aethern  aus  Phenolen  und  einsäurigen 
Alkoholen  der  aliphatischen  Reihe  haben  wir  schon  früher  studirt 
(Abhdig.  XII »). 

Wir  benutzen  hier  zur  Berechnung  der  Bildungswärmen 
ausser  den  in  dieser  Abhandlung  sich  findenden  Zahlen  folgende 
Werthe : 


1j  Journ.  f.  prakl.  Chem.  [2]  XXXV,  33. 
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Phenol  Cg/fgO.  .  .  732,5  Cal.  i) 
Methylalkohol  C//,0  .  170,6  »  ^j 
AelhylalkoholC,/f,0.     325,7    »    3) 

Darnach  ergeben  sich  folgende  Beziehungen: 

Bildung  des  Phenylmethyläthers : 
Phenol  C5//5O     ....     732,5  Cal. 
Methylalkohol  C^,0    .     .     470,6    » 

903,4  Cal.  \  _^.  p  , 
Phenylmethyläther  C, //g  0     905,5     d    /       *»*  ^ä'- 

Bildung  des  Methyleugenoläthers : 
Eugenol  C^^ 7/^,0,  .     .     .  4286,9  Cal. 
Methylalkohol  C^4  0     .     .     470,6     » 


ii^^r.'- }-'.««•'• 


Methyleugenol  C^j/f^.O,  .  4459,4 

Bildung  des  Isoeugenolmethyläthers : 
Isoeugenol  C^^H^^O^    .     .4 278,4  Cal. 
Methylalkohol  Ctf,  0     .     .     470,6     » 

4  448,7  Cal.  \   ,   a^  ^  , 
Methylisoeugenoläther C,^H,fi^  4 448,0     »    /"»""»'  ^^*- 

Bildung  des  Isoeugenoläthyläthers : 
Isoeugenol  C^^H^^O^    .     .  4278,4  Cal. 
Aethylalkohol  C,  f^e  0   .     .     325,7     » 

4  603,8  Cal.  1 
Isoeugenoläthyläther  C„//^,0,  4602,9     »    / -r  ",»  ^ai. 

Während  nach  unseren  früheren  Untersuchungen  die  Bil- 
dung der  Phenoläther  regelmässig  endotherm,  unter  Bindung  von 
ca.  6  Cal.  verläuft,  zeigen  vorstehende  Zahlen,  denen  wir  gegen- 
über den  früheren  unbedingt  den  Vorzug  einräumen,  dass  der 
Process  auf  der  Grenze  der  endothermen  und  exothermen  Vor- 
gänge steht.  Die  Bildung  der  Phenoläther  verläuft  daher  auf 
gleiche  Weise  wie  die  der  Aether  der  gewöhnlichen  Alkohole: 

2  MoK  Aethylalkohol  iC^H^O     .     .     654 ,4  Cal. 
Aethyläther       C^H^^O    .     .     654,6 


f  }  -  0,2  Cal. 


1)  Journ.  f.  prakt.  Cbem.  [2],  XLV,  882. 

2)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  [2],  XL,  848. 

3)  Berthelot  &  Matignon,  Gompt.  rend.  GXIV,  14  46. 
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Betrachtet  man  den  Mittelwerth  dieser  Beobachtungen 
—  0,6  Cal.  als  durchschnittlich  der  BildungswUrme  der  Aether 
entsprechend,  so  lassen  sich  hiermit  und  mit  den  vorher  ge- 
wonnenen Werthen  die  Verbrennungswärmen  sämmtli eher  hier- 
her gehörenden  Verbindungen  berechnen  : 

Allylphenol-Methyläther. 

Ailylphenol       C^  U,^0 4162,4  Gai. 

Methylalkohol    C   H^  0    .     .     .     ,       4  70,6    » 
Bildungswärme 0,6    » 

Mcthylchavicol  Cjo  7/^,0   berechnet    T33373  Cal.     99,86 

gefunden      4335,4     »      400. 

Pf'openylphenol'Methyläther, 

Propenylphenol     C^  H^^O    ,     .     .     4  454,2  Cal. 
Methylalkohol        C    H^  0    ,     .     .       470,6    » 
Bildungswärme 0,6    j» 

Anethol  ^iJ^Kt^  berechnet  4322,4  Cal.     99,86 

gefunden   4324,2    »      4  00. 

AUylörenzcatechin-Monomethylüther. 

Allylbrenzcatechin  C;  H^^O^       .     .     444  4,8  Cal. 
Methylalkohol          C    U^  0       .     .       470,6    » 
Bildungswärme 0,6    » 

Eugenol  C^qA/^^O^  berechnet  4286,0  Cal.     99,93 

gefunden    4  286,9    »      4  00. 

Pi^openylbrenzcatechin-MonomethyUUher, 

Propenylbrenzcatechin  C^  ffi^O^     .     4  4  03,9  Ca!. 
Methylalkohol                 C  11^  0       .       470,6    » 
Bildungswärme 0,6    » 

Isoeugenol  ^lo^Ai^t  ^^r.   4275,4  Cal.     99,77 

gefunden    4278,4     d      400. 

Allylbrenzcalechin-Dimethyläiher. 

Allylbrenzcatechin       C^  II^^O^,     .     4  4  4 4,8  Cal. 
2  Mol.  Methylalkohol  2 C //^  0  .     .       344,2    » 
Bildungswärme 4,2    » 

Methyleugenol  C^./Z.^O,  ber.    4  457,2  Cal.     99,87 

gefunden     4459,4     »      400. 
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Propenylbrenscatechin-Dimethyläther, 

Propenylbrenzcatechin  Cg  H^^0^    .  1103,9  Cal. 

2  Mol.  Methylalkohol  2  C    //,  0     .  341,2    » 
Bildungswärme  ......  1 ,2    » 

Methylisoeugenol  C,^  H^  fi^  her.  7746^3 ^äT     99,88 

gefunden  1448,0    »       100. 

Propenylbrenzcalechin-Methylälhylather 

Propenylbrenzcatechin  C^II^^O^  . 

Methylalkohol  C  H^  0   . 

Aethylalkohol  C^Jf^  0    . 

Bilduugswärme 

Aethylisoeugenol  <^4i/Ao^i  ^c^-  ^601, 4  Cal.      99,91 

gefunden   1602,9    »       100. 

Piopmylpyrogallol'Trimethyläther, 

Propenylpyrogallol    C^  II^^O^     .     .  1057,7  Cal., 

3  Mol.  Methylalkohol  ZCllfi      .     .  511,8» 
Bildungswärme 1,8    » 


1103,9  Cal. 

170.6  »' 

325.7  » 
1,2    i> 


Asaron   ....   C^^U^^O^    her.      1571,3  Cal,      99,65 

gefunden     1576,8    »       100. 

Die  berechneten  Werthe  stimmen  daher  mit  den  gefundenen 
mit  grosser  Genauigkeit.  Die  kleinen  Abweichungen  liegen 
sämmtlich  in  einer  Richtung.  Es  ist  daher  wahrscheinlich,  dass 
derMittelwerth,  welchen  wir  für  die  Bildungswdrme  zu  —  0,6  Cal. 
angenommen  haben,  etwas  zu  gering  ist.  Würden  wir  denselben, 
dem  Durchschnitte  der  beiden  ersten  Beobachtungen  ent- 
sprechend, zu  —  2,0  Cal.  eingesetzt  haben,  so  würden  wir  fast 
absolute  Uebereinstimmung  zwischen  der  Rechnung  und  dem 
Befunde  haben. 

4.  Esterbildung. 

Die  Bildung  der  Benzoesäure-  und  der  Essigsäure-Ester  der 
hierher  gehörenden  Verbindungen  ist  ein  endothermer  Process : 

EugenolC, 0^4,0, 4286,9  Cal. 

Benzoösäure  C^ //j  0,    ....       771,7    » 

2058,6    »    \  _  6  7  Cal 
Eugenolbenzoat  Cj^/Z.eOj.     .     .     2065,3    »    /         ' 
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Betel phenol  C\o/^itO,  . 
Benzoesäure  C^U^O^     . 


<     • 


Betelphenolbenzoat  C^^H^^O^ 

Isoeugenol  O^^H^^O^     .     .     . 
Benzoesäure  C^H^O^     .     .     . 

Isocugenolbenzoat  C,  ^  //^  ^^  0^   . 


Eugenol  C^^H^^O^   ,     .  . 

Essigsäure  (fest)  C,  H^  0^  . 

Eugenolace tat  C^^H^^O^ 

Isoeugenol  0^^H,^^0^     .  . 

Essigsaure  (fest)  C,  H^  0,  . 


4286,9  Gal. 

771,7    » 


2058,6    »    \ 
2065,4    »    / 

1278,4  Cal. 

774,7    » 

2049.8  »    \ 
2056,4     D    / 

4286.9  Cal. 
206,2    » 


—  6,8  Cal. 


—  6,3  Cal. 


!«l:5 :  }-»■»•="'■ 


4278,4  Cal. 

206,2    » 


Isoeugenolacetat 


4484,3    »   \ 
4489,0    »   f 


—  4,7  Cal. 


5.  Reaction :  —U+OCH^. 

Safrol  und  Isosafrol  unterscheiden  sich  vom  Apiol  und  Iso- 
apiol  durch  Ersatz  von  zwei  Wasserstoffatomen  durch  je  eine 
Methoxylgruppe.  Durch  Vergleichung  beider  finden  wir  den 
thermischen  Werth  obiger  Reaction. 


Apiol 
Safrol 


Isoapiol   C,^H,,0,     .     .     ^*8%0  Cal.\  ^       .g- ^.  ^  , 
Isosafrol  C\,//^,0,     .     .     4234,5    »   /  *  X  ^5!/,!25  uai. 

Der  mittlere  Werth  der  Reaction  beträgt  daher  4  27,6  Cal. 

Wenn  diese  Reaction  aligemeinere  Gültigkeit  hat,  so  müssen 
wir  durch  Rechnung  den  Werth  des  Benzols  aus  dem  des  Anisols 
«ableiten  können.   Nun  ist : 

Phenylmethyläther  C^  //g  •  0  •  C//,     ,  .  905,5  Cal. 

—  OCH^  +  H  .  .  .  427,6    » 


Benzol,  .  .  C^H^    berechnet     777,9  .  .     99,83 

gefunden      779,2  .  .  400. 
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Bei  dieser  Uebereinstimmung  lässt  sich  die  Reaction  be- 
nutzen, um  den  Werth  fttr  andere  Verbindungen  zu  ermitteln, 
so  für: 

Allylbenzol  C^  H^  -  C,  //, 

Metbylchavicol  1335,4  —  127,6        =  Allylbenzol  4207,5  Cal. 
Methyleugenol  \  459,4  —  2  X  4  27,6  =  »  4  203,9    » 

Propenylbenzol  C^  H^  •  C,  H^ 

Anelhol    .     .     .  4324,2  — 4  27,6  =  Propenylbenzol  4  4  96,6  Cal. 
Methylisoeugenol  4448,0  — 2X427,6=      »  4  492,8   » 

Asaron     .     .     .   4576,8  —  3x427,6=      »  4  495,0   » 

Allylphenol  C^  ff,  Cj^H^OH 
Eugenol  .     .     .   4286,9  —  427,6  =  Allylphenol  4459,3  Cal. 

Propenylphenol  C^  H^  C^H^OH 
Isoeugenol    .     .   4278,4  — 4  27,6  =  Propenylphenol  4  4  50,5  Cal. 

Aus  welcher  Verbindung  der  Werth  der  beiden  Benzole  auch 
abgeleitet  sein  möge,  so  ergiebt  sich  so  gut  wie  völlige  Ueberein- 
stimmung. Fttr  die  beiden  Phenole  haben  wir  oben  (S.  330)  auf 
ganz  anderem  Wege  folgende  Werthe  gefunden: 

Allylphenol  .  .  1462,4  Cal. 
Propenylphenol  4  4  54 ,2    » 

Also  auch  hier  Uebereinstimmung. 

6.  Wärmewerth  des  Methylenalkohols. 

Der  Methylenalkohol  CH^  [OH)^  ist  im  freien  Zustande  nicht 
existenzfähig.  Wir  können  seinen  Warme  werth  aber  mit  sehr 
angenäherter  Genauigkeit  aus  dem  des  Safrols  und  dem  des  Iso- 
safrols  ableiten. 

Safrol  ist  der  Methylenäther  des  Allylbrenzcatechins,  Iso- 
safrol  der  des  Propenylbrenzcatechins.  Wir  haben  daher  nur  die 
Annahme  zu  machen,  dass  die  Bildung  des  Aethers  aus  dem 
zweiwerthigen  Methylenalkohol  gleich  der  Reaction  sei,  bei 
welcher  2  Mol.  Aether  aus  einwerthigen  Alkoholen  entstehen, 
um  auf  ganz  analoge  Weise  aus  den  bekannten  Wärmewerthen 
des  Aethers  und  des  Dioxybenzols  den  unbekannten  Werth  des 
Alkohols  abzuleiten,  wie  wir  früher  aus  den  bekannten  Wärme- 
werthen  des  Dioxybenzols  und  des  Alkohols  den  Werth  des 
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Aethers  berechnet  haben.    Und  da  dort  die  Rechnung  mit  der 
Beobachtung  übereinstimmende  Grössen  ergeben  hat,  so  ist  auch 
hier  eine  sehr  angenäherte  Zahl  zu  erwarten. 
Nun  ist: 

Safrol     ....  4244,7  Cal. 

—  AUylbrenzcatechin  4414,8    » 

—  Bildungswärme    .         1,2    » 

Methylenalkohol        4  28,7  Cal. 

Isosafrol 4234,5  Cal. 

—  Propenylbrenzcatechin  4  4  03,9    » 

—  Bildungswärme      .     .         4,2    » 

Methylenalkohol    .     .     429,4    » 

Der  WUrmewerth  des  nächst  homologen,  des  Aethylenglycols, 
ist  281,7.*)  Vergleichen  wir  diesen  mit  dem  Mittel  aus  beiden 
für  Methylenalkohol  berechneten  Werthen  429,0  Cal.,  so  ergiebt 
sich  für  CH^  der  Werth  von  4  52,7  Cal.,  welcher  in  vollster  üeber- 
einstimmung  mit  dem  bei  den  ersten  Gliedern  homologer  Reihen 
beobachteten  Werthe  steht. 

7.  Wärmewerth  der  Allylalkohole. 

Auf  Grund  der  Reaction  —  //  +  C3//5  =  429,6  Cal.  lässt  sich 
der  Wärmewerth  einer  Reihe  von  Allylalkoholen  der  aliphatischen 
Reihe  berechnen.  Da  der  Werth  dieser  Alkohole  von  LoxctiNnE 
direct  ermittelt  ist,  so  ist  der  rechnerische  Befund  mit  der  Be- 
obachtung vergleichbar. 

a.  Bildung  des  Allylalkohols  C^H^ 'OH=H^O^II+  CJI^ . 

Nach  dieser  Gleichung  müsste  der  Wärmewerth  des  Allyl- 
alkohols gleich  dem  Vertretungswerthe  des  Allyls  sein,  da  die 
Verbrennungswärrae  des  Wassers  gleich  Null  ist.  Es  ergiebt  sich 
aber  beim  Studium  aller  Alkohole,  dass  der  darin  enthaltenen 
Hydroxylgruppe  ein  bestimmter  positiver  Werth  zukommt,  dessen 
Grösse  x  zu  ermitteln  ist.  Wir  finden  den  Werth  von  ,t,  indem 
wir  in  die  Gleichung : 


1)  Journ.  f.  prakl.  Chem.  [2],  XLV,  327. 
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die  bekannten  Grössen  einsetzen.     Der  Werth  für  0,  //^  •  OH  ist 

325,7 CaL, der Werth  für— //+C,//,  ist  =  2Xl56,6  =  313,2Cal. 

Wir  haben  daher 

x=12,5  Cal. 

Daher  wird  der  Werth  für  C^H^OJI  = 

H^O 0,0  Cal. 

^U  +  C^IJ^     .     .     .     429,6    >> 
+  x  12,5    » 

C,  IJ^'OH  berechnet  442,1  CaL     99,86 
AUylalkohol  gefunden  442,7    »      4  00. 

b.  Bildung  des  Allyldimethylcarbinols 

c,H,^o  =  CH{cu,)^^on  ^  ij  +  c,ir,. 

Wir  leiten  diesen  Alkohol  vom  Isopropylalkohol  ab,  indem 
wir  ein  Atom  Wasserstoff  durch  Allyl  ersetzen. 

Isopropylalkohol  C//(C//3),.0/f   .     .     478,3  Cal. 
— /Z+Cj/fj 429,6    » 

C,//^,0    berechnet 907,9  001799,33 

Allyldimethylcarbinol  gefunden     .     .     94  4,0    »    400. 

c.  Bildung  des  Diallylmethylcarhinols 

C^H,,  0  =  C,H, .  OH  -  //,  +  2  C,H,. 

Diallylmethylcarbinol  entsteht,  indem  im  Aethylalkohol  zwei 
Wasserstoffatome  durch  zwei  Allylgruppen  ersetzt  werden : 

Aethylalkohol  CZ/jC/Z^O//   .     .     .     325,7  Cal. 
2(-Z/+C,ZZj 859,2    » 

Diallylmethylcarbinol   berechnet         4  484,9  Cal.  98,62 
»  gefunden  4  204,4    »     4  00. 

d.  Bildung  des  Allyldipropylcarbinols 

^,o^,oO  =  C3ZZ, .  CH.OH  +  (-  H+  C,H,)  +  (-  H+C,H,), 

Im  normalen  Butylalkohol  wird  ein  Wasserstoffatom  durch 
eine  Allylgruppe  und  ein  zweites  Wasserstoffatom  durch  eine 
Propylgruppe  ersetzt.  Der  Werth  des  Normalbutylalkohols  ist 
nicht  direct  ermittelt,  wir  setzen  statt  desselben  den  von  Longui- 
niNE  bestimmten  Werth  des  Isobutylalkohols  ein ,  da  dieser  nach 
bislang  vorliegenden  Erfahrungen  sich  kaum  von  jenem  unter- 
scheiden dürfte. 
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Batylalkohol  C^^^qO     ....     636,7  Cal. 

-^H+C^H, 469,8    » 

-^H+C,H^ 489,6   \ 

C^^H^^O  berechnet.     \     \     .     .  1536,<  Cal.  99,1  \ 
Allyldipropylcarbinol  gefunden     1549,9*)»   100. 

Im  Mittel  verhalten  sich  daher  die  berechneten  zu  den  ge- 
fundenen Werthen  wie  99, S3 :  \  00,  eine  Abweichung,  die  an  sich 
schon  nicht  gross  ist,  die  aber  von  um  so  geringerer  Bedeutung 
wird,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  hier  verwandten  Zahlen 
den  ältesten  von  Louguinine  im  Jahre  1880  und  1881  ausge- 
führten Untersuchungen  entnommen  sind. 

8.  Hydrirung  der  Allyl-  und  Propenylgruppe. 

Die  Allyl-  und  Propenylgruppe  geht  durch  Addition  von  zwei 
Atomen  Wasserstoff,  unter  Lösung  der  Aethylenbindung ,  in  die 
Propylgruppe  über.  Zum  Studium  des  thermischen  Werthes 
dieser  Reaotion  ist  bislang  nur  der  Uebergang  vom  AUylalkohol 
zum  Propylalkohol,  nach  den  Bestimmungen  von  Longuinine,  als 
auf  directer  Ermittelung  beruhend,  verfügbar.  Wir  haben : 

AUylalkohol      C^H^OH  .  .  442,7  Cal.l  07  ß  p  , 
Propylalkohol    C^H.OH  .  .  480,3    »   /^''^^^*- 

Zu  einem  ganz  ähnlicben  Werthe  gelangt  man  durch  Ver- 
gleich des  früher  ermittelten  Yertretungswerthes  der  Allylgnippe 
mit  dem  Vertretungs werthe  der  Propylgruppe.   Es  ist: 

-H+CH^'CH:CII^  .  .  ^29,6  Cal.\  .  ^  ^  p  , 
—  H+CH^'CH^CH,.  .  469,8    »   /  ♦"»*  ^«*- 

Vergleicht  man  dagegen  den  Werth  der  Propenylgruppe  mit 
dem  der  Propylgruppe,  so  muss  man  zu  einem  weit  abweichen- 
den Resultate  kommen,  da  ja  der  Werth  der  Allyl-  und  Prope- 
nylgruppe um  rund  1 0  Cal.  verschieden  ist.  Wie  zu  erwarten, 
verläuft  die  Hydrirung  der  Propenylgruppe  unter  Ansammlung 
eines  weit  grösseren  Energiegehaltes : 

-^II+CHiCH^CH^  ....  418,7  Cal.l..  .  p  , 
—  H+CH^.CH^^CH,.  .  .  .  469,8    »    /  ^^^  ^a«- 

1)  In  Longüinine's  Arbeit  findet  sich  in  Folge  eines  Rechenfehlers 
die  Zahl  4  5449,39  Cal. 
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Weiteren  Aufschluss  über  diese  Werthe  erwarten  wir  von 
der  Untersuchung  der  Propylverbindungen,  welche  von  Ciaiiigian 
aus  den  Isoverbindungen  dargestellt  sind.  Ueber  diese  wird  in 
einer  späteren  Abhandlung  berichtet  werden.  So  viel  geht  aber 
aus  dieser,  sowie  aus  unseren  früheren  Untersuchungen  mit  aller 
Sicherheit  hervor,  dass  mit  der  Lösung  der  Aethylenbindung 
durch  Addition  von  zwei  Atomen  Wasserstoff,  nicht  ein  durch 
eine  constante  Grösse  ausdrttckbarer  Energiezuwachs  erfolgt, 
wie  man  bis  dahin,  nach  den  Untersuchungen  von  Horstmann*), 
annehmen  musste ,  sondern  dass  der  mit  diesem  Processe  ver- 
bundene Energiezuwachs  unter  gewissen,  noch  genauer  zu  er- 
mittelnden Umständen,  innerhalb  der  Grenzen  von  etwa  30  bis 
zu  50  Cal.  wechseln  kann. 

Leipzig,  im  Juli  1892. 


1)  Ber.  ehem.  Ges.  XXI,  2217. 
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Gottl.  Friedr.  Lipps,  Uebei*  Thetareihen  und  ihren  Zusammen- 
hang mit  den  Doppelintegi^alefi.    Vorgelegt  von  Herrn  Schkibner. 

Die  folgenden  Untersuchungen  haben  den  Zweck,  den  Zu- 
sammenhang zwischen  den  Doppelintegralen  und  den  Theta- 
reihen zweier  Variablen  darzulegen.  Die  Veranlassung  dazu  gab 
mir  die  von  der  Fürstlich  JABLONowsKi^schen  Gesellschaft  zu  Leipzig 
im  Jahre  1886  gestellte  Preisaufgabe  (vergl.  Grellb's  Journal 
Bd.  4  03,  S.  75  flg.).  Ich  stellte  mir  als  engere  Aufgabe  die  Er- 
mittelung derjenigen  Formen  DonDoppeltntegralenj  die  sich  mittelst 
der  Thetareihen  zweier  Variablen  in  ähnlicher  Weise  reduciren 
lassen,  wie  es  für  die  elliptischen  Integrale  L,  II.  und  III.  Gattung 
mittelst  der  Thetareihen  einer  Variablen  möglich  ist. 

Als  Grundlage  der  Untersuchung  boten  sich  zunächst  die 
von  Rosenhain  in  die  Analysis  eingeführten  Thetareihen  zweier 
Variablen  dar.  Wenn  ich  aber  nicht  direct  diese  Reihen  der 
Untersuchung  zu  Grunde  lege,  sondern  von  einer  allgemeineren 
Gruppe  von  Thetareihen  ausgehe,  so  hat  dies  seinen  Grund  darin, 
dass  einmal  das  Streben  nach  Allgemeinheit  und  Symmetrie  der 
Formeln  nur  durch  eine  einheitliche,  aus  der  Definition  der  Theta- 
reihen fliessende  Bezeichnungsweise  befriedigt  werden  kann, 
welche  schon  von  selbst  zu  einer  allgemeineren  Gruppe  von 
Thetareihen  hinführt ;  dass  sodann  der  Umfang  der  gewonnenen 
Lösung  nur  dann  befriedigend  ersichtlich  werden  kann ,  wenn 
eine  möglichst  allgemeine  Gruppe  von  Thetareihen  zu  Grunde 
gelegt  wird ,  aus  welcher  die  zur  Lösung  nothwendigen  Theta- 
reihen sich  scharf  absondern.  Ich  bin  daher  von  einer  allgemei- 
nen Gruppe  von  Thetareihen  ausgegangen,  welche  die  Gruppe 
der  RosEMuiN'schen  Reihen  als  einfachsten  Fall  enthält. 
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Die  Methode  der  Untersuchung  war  durch  die  Stellung  des 
Problems  vorgeschrieben.  Es  mussten  nämlich  —  wie  dies  auch 
Herr  Sgheibnbr  in  seiner  die  elliptischen  Integrale  der  drei  Gat- 
tungen betreffenden  Abhandlung  ^}  »lieber  den  Zusammenhang 
der  Thetareihen  mit  den  elliptischen  Integralena  thut  —  die  aus 
der  Definition  der  Thetareihen  folgenden  Relationen  entwickelt 
und  aus  ihnen  die  Integralformen  abgeleilet  werden. 

Da  nun  aber  die  Form  der  Relationen  von  den  zu  Grunde 
gelegten  allgemeineren  Reihen  beeinflusst  werden  musste,  habe 
ich  auch  die  einfachere  Untersuchung  für  die  Thetareihen  einer 
Variablen  geführt,  aber  nur  in  einem  solchen  Umfange ,  dass  die 
Analogie  der  für  die  Thetareihen  zweier  Variablen  und  die  Doppel- 
integrale abgeleiteten  Sätze  mit  den  für  die  Thetareihen  einer 
Variablen  und  die  einfachen  Integrale  geltenden  Sätzen  klar 
hervortreten  konnte.  Diese  Sätze  sollen  der  Stellung  des  Pro- 
blems gemäss  nur  zur  Entwickelung  der  Formen  der  Integrale 
führen. 

Es  behandelt  der  I.  Theil  den  Zusammenhang  der  Theta- 
reihen einer  Variablen  mit  den  einfachen  Integralen  unter  Zu- 
grundelegung einer  allgemeinen  2-  m-gliedrigen|Gruppevon  Theta- 
reihen. In  analoger  Weise  behandelt  der  II.  Theil  den  Zusammen- 
hang der  entsprechenden  /^-/^-tw^- w,-gliedrigen  Gruppe  von 
Thetareihen  mit  den  Doppelintegralen.  Die  Ausgangsformel  für 
die  Darlegung  dieses  Zusammenhangs  wurde  allgemein  für  die 
Thetareihen  mehrerer  Variablen  abgeleitet,  da  dies  mit  dem  näm- 
lichen Aufwände  von  Rechnung  geschehen  konnte,  wie  für  die 
Reihen  von  zwei  Variablen. 

I. 
Die  Thetareihe: 

1)  ^(«,u)=^e«'**  +  ^» 


n  =—  wo 


reproducirt  sich  bekanntlich  bis  auf  einen  hinzutretenden  Factor 
bei  Vermehrung  des  Argumentes  u  um  Vielfache  von  ^7ti  und 
2a,  indem  : 

wo  /i  und  l  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten. 

1)  IQ  den  Berichten  der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  vom  9.  Mttrz  und 
3.  Jani  1889  oder  Math.  Annalen  Bd.  XXXIV  pag.  494—543. 

23* 
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Vermehrt  man  aber  das  Argument  u  um  Vielfache  von  Theil- 

werthen  jener  Grössen,  nämlich  um  Vielfache  von und  -    , 

wo  m  und  /  positive,  ganze  Zahlen  vorstellen,  so  erhält  man  die 
Reihe: 


(3) 


'x^e"''-"x/<""'^)^-^"<"''^>. 


n  =  —  00 


(l  U 

Wird  nun  ^  durch  a  und  y  durch  u  ersetzt,  so  erhält  man  somit 
folgende  Reihe : 

e  ^(/*a,  /w  +  /£ .  ^^  +  A  .  2a/) 

=^  exe  , 

die  ich  durch  &^  (a,  u)  bezeichne 

Da  —  wie  aus  dem  unmittelbaren  Anblick  dieser  Reihe  sich 
ergiebt  — 

(5)    ^+"'(a.w)  =  ^(a,«)   und    ^^,(a,w)  =  e      ••''^(a,«, 

so  können  die  Zahlen  X  und  fi  stets  auf  ihre  kleinsten  positiven 
Werthe  bezüglich  der  Moduln  /  und  m  reducirt  werden ,  so  dass 
nur  /  •  m  Reihen  mit  den  Indices  A  =  0, 1 ,  •  •  •  (/  —  4) ;  jti  =  0, 4, 
•  •  •  (m  —  1)  als  wesentlich  verschieden  bleiben,  die  eine  Gruppe 
von  l '  m  Thetareihen  bilden. 

Diese  allgemeine  Gruppe  stellt,  wenn  /  =  m  =  S  angenom- 
men wird,  die  Gruppe  der  vier  JACOBi'schen  Thetareihen  dar. 
indem,  wenn  e^  =  q  gesetzt  wird: 

=  ©3(1/)  =  1  +  2g  cos  2u  4- ^9*  cos  4«  +  •  •  • 
=  ö [n)  =  i  —  2g  cos  2m  -f-  2g*  cos  4  m  zp  •    • 


UbBBR  ThETARBIHEN  und  ihren  ZlSAllllENHANG  ETC.  343 


(6) 


=  0^  [u)  =  2V q  cos  u  +  ^Pf  cos  3  u 

+  2V^cos5mH 

=  e  •  ©^  (u)  ==  2«  ]/qf .  siQU  —  2/ ]/qf'^  •  sin  3  u 

+  2  /  ]/g*^  •  sin  5  u  ip  . . .  . 

Jede  im  Folgenden  abgeleitete  Formel  findet  daher  auf  die 
gewöhnliehen  Thetareihen  ihre  Anwendung  und  drückt,  falls 
/  =  m  =  2  angenommen  wird ,  direct  Eigenschaften  derselben 
aus,  wenn  nur  die  soeben  angegebenen  Ueberleitungsformeln 
berücksichtigt  werden. 

Der  Zusammenhang  zwischen  den  Functionen  der  allge- 
meinen  Gruppe  mit  positivem  und  negativem  Argumente  wird 
dargestellt  durch : 

7  ^  («,  -  M)  =  »Z^l (a ,  M)  =  e  "• "'' .  »IL-ff*  (n,  u] ; 

fOr  die  Differenlialquotienten  gilt  dagegen  die  Relation : 

^8     _  iL ^ („,_«)=  ^1  ^-^ („, «;  =  e^r  _1  y>^-.,a, u) . 
Es  folgt  hieraus: 

m  m 

9;    ^|(a,0)  =  0;    ^i'^ia,  0)  =  ^>,0)  =  ^o''(«,  0)  =  0  ; 

2  2 

WO  -r-  ^(a>  «)  für  u  =  0  durch  ^'(a,  0)  bezeichnet  wird. 
du  ^  ^       ' 

Auf  Grund  der  Formeln  (2)  und  (4)  hat  die  Function  ^5*  (^j  ^) 
die  Eigenschaft,  dass: 

(tO)  ^Lu  +  vial  +  v'--~j 

woraus  durch  Differentiation  folgt: 
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(U)  »'fJa.u+vial  +  i/-^] 


,4ll       -..  «I        ^"^...,    I    2ä<^,^, 


—  ay^r — uyl —        J^y-\ — r-^^' 

WO  1^  und  v'  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Es  folgt  hieraus  für  den  Quotienten  zweier  Thetareihen  die 
Relation : 


f  . 1  A 


Es  folgt  ferner  für  den  Differentialquotienten  des  Logarith- 
mus einer  Thetareihe  die  Relation : 

\  ,5    =  —  V  '  L  A —     — • 


^/a,u  +  v2a/  +  i/'.^| 


Aus  der  Relation  (IS)  ergiebt  sich  als  Eigenschaft  der  Quo- 
tienten von  Thetareihen  einer  allgemeinen  Gruppe,  dass  dieselben 
doppeltperiodische  Functionen  sind  mit  den  Perioden  ^alm  und 
2  7t  i.  Sind  aber  /  und  m  gerade  Zahlen,  so  bilden  die  vier  Reiheo 


m  ,    m 


^,  ^     I  >  ^A        '  ^        I  eine  Untergruppe  in  der  allgemeinen 

Gruppe  mit  Perioden,  deren  Werthe  gleich  — ^  und  2a/  oder 

gleich  dem  Doppelten  sind.  Ihre  Bestimmung  ergiebt  sich  daraus, 
dass  in  (4  2) 

(12a)  e      -    ^     '   '    ^   ^  =\. 

m  l 

dass  also,  wenn  /*  =  /t'  +  ^;  •  -3- ,  A  =  A'+  i  •  ~  (wo  «  und  1^ 

gleich  0  oder  i) 

e  -  v'  —  7] '  V  ^  0  (raod  2) 
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sein  inuss ,  woraus  für  6  =  1,)^  =  0;  6  =  0,i;  =  1;  6  =  1, 
r^  =  1  der  Reihe  nach  i/==2,  v  =  i;  v'=1,  ^  =  2;  v'  =  iy 
r  =  1  als  kleinste  Werthe  sich  ergeben.     Als  Perioden  folgen 

somit  der  Reihe  nach :  2a/,  -y-;  4a/,— y—;  2a/,— p- 

Aehnlich  folgt  allgemein  aus  (42)  dass,  falls  /  und  m  durch 

eine  beliebige  Zahl  p  theilbar  sind,  die  Reihen:  x^  ^  ,  für 

A  +  TI'  — 

p 
,T  =  0, 1 ,  2  •  •  •  /)  —  1 ;  7r'=  0, 1 ,  2,  •  •  •  p  —  1  eine  Untergruppe 

in  der  allgemeinen  Gruppe  bilden,  deren  Quotienten  doppelt- 
periodische  Functionen  sind  mit  Perioden,  deren  Werthe  aus 
der  Bedingungsgleichung  (42a)  folgen,  wenn  dortselbst  ^t  = /i' 

ffi  l 

+  jc''  —:  1  =  1'+ fv  '  —  fiesetzt  wird.  Sie  bestimmen  sich  so- 
p  p 

mit  durch  das  Aufsuchen  der  kleinsten  Werthe  für  v  und  /, 
welche  die  folgende  Congruenz  erfüllen : 

TTj/  —  7t' V  ^  0  (mod.  p)  . 
Die  Werthe  v  und  v^  geben  alsdann  die  Vielfachen  von  2  a/  und 
-^  an,  die  für  den  jeweiligen  Quotienten  die  Perioden  dar- 
stellen. 

Aus  der  Relation  (1 3)  ergiebt  sich  als  Eigenschaft  des  Lo- 
garithmus einer  Thetarcihe,  dass  sein  Differential quotient  eine 
einfach  periodische  Function  ist  von  der  aus  (1 3)  erkennbaren 
Beschaffenheit;  dass  ferner  die  nochmalige  Differentiation  zu 
doppeltperiodischen  Functionen  führt  mit  den  Perioc^en  2a/  und 

-7-  •   Es  ist  somit : 

,j^(a,  w)  =  ^^-,log^5;(a,  w) 
eine  doppeltperiodische  Function  der  Art,  dass 

(13a)         rj^^a.u  +  v*  ial  +  v'-  ^')  =  T]^{a,  ii)  , 
wo  V  und  p^  beliebige  ganze  Zahlen  sind. 
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Um  nun  die  Relation  für  die  Reihen  ^  [Uj  u)  zu  gewinnen, 
setze  ich : 


a  +  a'^a'^^a'" 

2 

[ö]  = 5 ;   [»  ]  = 5 


(U)  I 


nti 


2 
so  dass 

[«]*  +  Kl*  +  ["'T  +  [«"T  =  «*  +  «''  +  «  "  +  «' 

[«]  •  M  +  ["']  •  [^']  +  M  •  [fti + [<n  •  [^'"] 

=  a . 6  +  a' .  6'+  a" . 6"+  V". 6'"  , 
wenn  die  eingeklammerten  b  an  die  6  selbst  ebenso  gekntlpfl 
sind,  wie  die  eingeklammerten  a  an  die  a  selbst. 

Bedeuten  hier  insbesondere  die  a,  a\  a",  a'"  ganze  Zahlen,  so 
sind  die  [a],  [a'],  [a"],  [a'"]  entweder  ganze  oder  halbe  Zahlen. 
Durchlaufen  also  die  a,  q\  a\  a'"  alle  Systeme  ganzer  Zahlen, 
so  durchlaufen  die  [«],[a'],  [a"],  [a'"j  Systemen  von  ganzen  und 
von  halben  Zahlen,  jedoch  nicht  alle  diese  Systeme.  Denn  setzt 
man  für  [a],  [a'],  [a"],  [a'"]  ein  System  ganzer  Zahlen,  von  denen 
nur  eine  Zahl  oder  drei  Zahlen  ungerade  sind,  so  erhalt  man  aus 
den  obigen  Gleichungen  für  die  a,  a',  a",  a'"  ein  System  halber 
Zahlen.  Lässt  man  aber  die  a,  a',  a",  a'"  alle  Systeme  der  ganzen 
und  alle  Systeme  der  halben  Zahlen  durchlaufen,  so  durchlaufen 
auch  die  [a],  [a'],  [a"],  [a'"]  alle  Systeme  der  ganzen  und  alle  Sy- 
steme der  halben  Zahlen.  Denn  setzt  man  nunmehr  für  die  a  ein 
beliebiges  System  ganzer  oder  halben  Zahlen,  so  erhält  man  auch 
für  die  [a]  ein  und  nur  ein  System  ganzer  oder  halber  Zahlen,  und 
setzt  man  andererseits  für  die  [a]  ein  beliebiges  System  ganzeroder 
halber  Zahlto,  so  erhält  man  auch  für  die  a  ein  und  nur  ein  Sy- 
stem ganzer  oder  halber  Zahlen. 

Die  Bedeutung  der  obigen  orthogonalen  Transformation  be- 
steht somit  darin,  dass  durch  dieselbe  alle  Systeme  von  je  vier 
ganzen  und  je  vier  halben  Zahlen  wiederum  in  alle  Systeme  von 
je  vier  ganzen  und  je  vier  halben  Zahlen  mit  veränderter  Anord- 
nung übergeftlhrt  werden. 

Diese  Bemerkung  ermöglicht  eine  einfache  Ableitung  der 
Relationen,  die  zwischen  Producten  von  je  vier  Thetareihen  einer 
allgemeinen  Gruppe  statthaben.  Es  ergiebt  sich  zugleich  un- 
mittelbar die  Ableitung  der  analogen  Relationen  für  die  Theta- 
reihen zweier  und  mehrerer  Variablen. 
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Die  Ableitung  dieser  Relationen  beruht  auf  dem  zuerst  von 
Jacobi  benutzten  Principe  der  Transformation  der  Variablen  und 
der  Summationsbuehstaben  der  Thetareihe.  Beschränkte  sich 
bei  Jacobi  die  Anwendung  dieses  Princips  auf  die  von  ihm  in  die 
Analysis  eingeführten  Thetareihen,  so  findet  dasselbe  Princip 
seine  ausgedehntere  Verwendung  für  die  allgemeineren  Theta- 
reihen  mehrerer  Variablen  durch  Prym  in  den  Abhandlungen : 
»Ein  neuer  Beweis  für  die  RiEMANN'sche  Thetaformel«  und:  »Ab- 
leitung einer  allgemeinen  Thetaformel«,  die  sich  im  dritten  Bande 
der  Acta  mathematica  vorfinden.  Wenn  jedoch  Prtm  mit  diesem 
Principe  der  Substitution  noch  ^)  »das  Princip  der  Einschiebung 
eines  Factors  verbindet,  der  von  ähnlicher  Wirkung,  wie  der 
DiRiCHLET^sche  discontinuirliche  Factor  bei  bestimmten  Integralen, 
die  nach  geschehener  Transformation  eingetretene  Beschränkung 
der  Summation  aufzuheben  gestattet«,  so  wird  sich  im  Folgenden 
zeigen,  dass  dieses  letztere  Princip  entbehrt  werden  kann,  wenn 
dafür  beachtet  wird,  dass  jene  Transformation  alle  Systeme  der 
ganzen  und  der  halben  Zahlen  wiederum  in  alle  Systeme  der 
ganzen  und  der  halben  Zahlen  überführt. 

Es  ist  mit  Benutzung  der  eingeführten  Schreibweise : 

+  [fn  •  M  +  hn  '  [n'"]  ;     (ln  +  k)'  +  (/  n'  +  A? 
+  (/  n"+  ky+  (l  n"^+  rr  =  (/  [n]  +  [k])'+  (l  [n']  +  [k'])' 

+  (/[n"]  +  [r])*  +  (Z[n'"]  +  [nr; 

u  (In  +  l)  +  w'(/n'  +  A')  +  w"(/n"+  T) 

+  u'"  (/n'"  +  n  =  [u]  {l  [n]  +  [l])  +  [u']  (l  [n']  +  [A']) 

+  M  {l  M  +  [k"])  +  [nn  [l  [nn  +  [A'"])  . 

Diese  Gleichungen  sind  blosse  Identitäten.  Durchlaufen  aber 
«,  n',  n",  n'"  alle  Systeme  der  ganzen  und  alle  Systeme  der 
halben  Zahlen,  so  durchlaufen  auch  die  [n],  [n'],  [n"],  [n'"]  alle 
Systeme  der  ganzen  und  alle  Systeme  der  halben  Zahlen  in 
veränderter  Reihenfolge.  Es  ist  daher,  da  die  Summen  unbedingt 
convergent  sind,  wenn  nur  der  reelle  Theil  des  Parameters  a 
negativ  ist. 


IDI 


4)  Ada  Math.  Bd.  3,  pag.  202. 
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2/r» 


n  n'  fi"  n'" 


a{/n  +  A)«4-o(U'4-AT-ho('n"-f-A")''4-o(^«'"4-'l"?-|- 

'^^M         ^     *^'([i"][«i4-[^']M+[/"''][n'']+[iuny''i 

=        >       c 

4-  [u]{l[n]  +  [Ä])  4-  lu'J  [l  [n']  +  [A'])  -{-  M  (^  [n"J  +  [A"] 

wo  in  der  ersten  Summe  über  alle  ganzzahligen  und  alle  halb- 
zahligen  Systeme  w ,  n',  ?i",  n'"  und  in  der  zweiten  Summe  über 
alle  ganzzahligen  und  alle  halbzahligen  Systeme  [n] ,  [n'],  [?*"],  [«'"] 
summirt  werden  soll.  Trennt  man  aber  jede  Summe  in  je  zwei 
Summen,  von  denen  die  eine  über  alle  ganzzahligen,  die  andere 
tLber  alle  halbzahligen  Zahlensysteme  hinerstreckt  wird,  so  stellt 
sich  jede  dieser  Theilsummen  als  ein  Product  von  vier  Theta- 
reihen  dar.  Es  ist  daher  bloss  eine  andere  Schreibweise  der 
Relation  ^16),  wenn  ich  setze : 

^^  (a,  u)  .  <(«,  w') .  <(«,  tO  •  <"(a,  u'")  +  e       *« 


;.|7'^ 


nt 


.y     ,i«,«)-5'"      .[(t,u']-df*       Aa,u"r^       ,'a.« 
).+Y  ^'+2  *"+T  *"'+T 

=  ^^}  (o,  [«])  •  *[^^'  (a,  [«'])  •  ^j^,;:^^  (a,  [«"])  ■  ^{f  ?(a,  [h'"i 

Werden  die  A,  A',  T,  T';  /i,  /i',  /t",  /t"'  so  gewählt,  dass 
auch  [Aj,  [;/],  [;/'],  [;.'"];  [/O,  [^ti'],  [.u"],  y"]  ganze  Zahlen  dar- 
stellen und  wird  überdies  /  als  gerade  Zahl  vorausgesetzt,  damit 

—  eine  ganze  Zahl  sei,  so  stellt  diese  Gleichung  eine  Relation 

zwischen  Thetareihen  einer  allgemeinen  Gruppe   dar.    Wird 


r 
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schliesslich  auch  m  als  gerade  Zahl  vorausgesetzt,  so  kann  statt 


Tn  nt  nt 

.«, ."'.  ^">  m"'  entsprechend  /*  +  -5- ,  /"  +  -5-,  m"+  -5- >  t*"'+ 


gesellt  werden,  wodurch  [ju'],  [/i"],  [jt/"],  nicht  geändert  wird 
und  [ix]  in  [fi]  +  m  übergeht ,  was  ohne  Einfluss  auf  die  Theta- 
reihen  ist.  Es  entsteht  so  eine  der  Relation  (4  7]  analoge  Relation, 


27rt 


.^+T 


%ni^ 


deren  rechte  Seite,  wenn  e  =  —  e       "*  gesetzt  wird, 

bloss  durch  das  Vorzeichen  des  zweiten  Gliedes  sich  von  der 
rechten  Seite  der  Relation  (1 7)  unterscheidet.  Addirt  man  die- 
selbe zur  Relation  (17),  so  erhält  man  die  fundamentale  Relation: 


n 


^  i+i-^  r+l'  r+l^ 


r+^ 


m 


•<„.    ,(«,0  +  ^x   '    '(«»^^)-^A''  '(«»"') 


A'"+ 


}," 


(a,  w") .  ^ 


i"'"H- 


m 


27It 


..  1,"1 


1    ♦" 


if'f 


*  («,  «'")  +  e       •^.»\  ;   ^  (a, «) 


A  +  i 


•  ^^ 


,   ,    m 


rn 


m 


Vermehrt  man  in  dieser  Relation  die  Indices  [A],  [A'],  [A,"J,  [A'"] 

um  d  •  ~  und  die  Indices  [/i],  [|tt'],  [//'],  [u'"]  um  y  •  ^  (wo  <J  =  0 

oder  4  und  y=0  oder  4 ) ,  so  dass  A',  A",  A'",  ft',  ft",  /t"'  unge- 
ändert  bleibt,  dagegen  A  in  <J  •  /  +  ^  und  /i  in  y  •  wi  +  f*  tibergeht 
und  berücksichtigt  man,  dass  in  Uebereinstimmung  mit  der 
Gleichung  (5) 


;i6) 


(wo  €  und  tj  die  Werthe  0  und  4  annehmen  können), 
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so  erhält  man  aus  (18)  die  allgemeinere  Relation: 


(20) 


2e 


M+y-T 


[*l+tf-Y 


[»'j+'-Y 


m 


[V"]+<r-v 


=     ^     (-<) 

t=0,l;»i=0,l 


,y^n^         «^••^'m  a''"^^*2". 


lU 


m 


m 


X'+a.^ 


r  +  e.^ 


A-+a.-^ 


Es  ist  dies  die  allgemeinste  derartige  Relation  zwischen 
Thetareihen  einer  Gruppe,  die  man  erhalten  kann  dadurch,  dass 
Producte  von  je  vier  Reihen  gebildet  und  in  gegenseitige  Be- 
ziehung gesetzt  werden. 

Ich  bestimme  nunmehr,  dass  [A"']  =  [j^"']  =  [u'"]  =  0  sein 


m 
T 


soll.  Es  ist  alsdann,  da  d-  ^  [a,  0)  =  0,  die  linke  Seite  der  Relation 


2 


(20)  gleich  Null,  wenn  (J  =  y  =  1  angenommen  wird.  Man  erhält 
somit  bei  dieser  Annahme,  wenn  die  Relation  (20)  in  leichtver- 
ständlicher Weise  symbolisch  in  der  Form: 


(20  a) 


(  2.{iT}§=^(-iry-^^.iI,^ 


geschrieben  wird,  noch  die  Relation: 

2^)  0=JTJJ-iT!-ii;  +  JT}. 

Die  Gombination  dieser  beiden  Relationen  führt  zu  folgenden 
einfacheren^Relationen : 


i22i    • 
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=  <  («,  tt) .  ^f/  (fl, «') .  <;(a,  u") .  ^l"  [a,  «'") 


(23) 


(24) 


+  c       ".-i^       f(a,M)-^       ^(rt,M').*        Aa,ti") 

X  +  4  »'+7  *"  +  T 


,w    ■    « 


r'+i- 


4w»-        [ft]  [f'\  \f] 

W+4  [*'J+T  t^"]+T 

•  *^(o,  0)  =,^(a,  M)  .  ^/(a,  «') . ^;(a, m")  •  ^"(a, «'") 

2 


,m   •     "» 


|i'"4-  TT 


[^1+-  [A*n4--  fyU"H-—  — 

*J^j     ^o,[«]).^^[,j      '(a,K])-<        '(a,[u"]).&l(a,(i) 


=  y*  (a,  «) .  <  («,  «') .  <;  (a,  u'O .  ^,  {a, «'") 


-e        " 


&      ,{a,u)--»       ,  (a, u') •  ^        ,  (a, »«") 


fi'" 


■»  ,  (o,  «'")  , 

wo 

Ä  -  X'  -  r + ;,'" = |it  -  /t'  -  (tt"+ 1«'"= M — m'— m"+ m"'=  0 . 

Es  werde  nun  schliesslich   angenommen,   dass  überdies 
r  =  ^"'  =  0  und  [u"]  =  0  sei,  dann  ist  [k]=  k;   [k']  =  X'; 

[i.-]  =  r;  [n]  =  fi]  [m'1  =  /;  M=;t";  «  =  «';  u"  =  u"', 
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was  durch  v  bezeichnet  werden  möge.  Man  erhält  dann  folgende 
einfache  Relationen  für  beliebige  Indicespaare  A,  //;  A',  /i': 

^(a,  u  +  v). d(,{a,  "  -  f)  •  '9^1^! («,  0)  •  ^^a,  0) 
=  ^(a, «)  .  ^/(a,  u) .  ^I'^.'la,  v)  ■  »\{a,  v) 


(85) 


fi  ,  m  f  t  *» 


m 


*?  (a,  f) . 


2 


(26;, 


2  n  i—       u  /Lt*  u  —  a' 

•  ,5^V;a,  0)  =  ^(a,  u)  •  ^^'(a,  u)  •  ^If,'(a,  v)  -^,"(0,  r) 

2 

,    M  ,  ,    m  ,  ,   m  m 


(27) 


IM  ,     .     »1 


m 


&l  (a,  0)  =^;'^a,  «;  .  ^jlt'fa,  u)  •  ^Ijll'la,  «)  •  »l'a,  v) 


Z  TTI  — 

m 

—  e 


><  ^+^^"^  ^^  •  ^.'+ 1  (^^ '')  •  ^rirU^"^  ^ 


^]  (a,  v)  . 


2 


Zu  denselben  tritt  als   ErgUnzungsrelation   die  Formel  \2\)  in 
folgender  Form  : 
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30 


0  =  ^(o,  u) .  <(«,  «) .  <r':'(a,  t;) .  &l{a,  v) 


—  e 


m 


■28) 


.y     ,(a,M).y'     ,(a,w).y-'''    ,(o,«) 


0 
2 


^-  (a,  v)  -^\^  (a, «)  •  i»j;  '  '  (a, «)  •  ^^_^,  '  '  (o,  v) 


m 


m 


*o  (a,  r)  +  e  "'  " .  /     |  (a,  «)  •  /  ^  (a,  «) 


,      m 


m 

T 


•  *  ;(a,t;).^;(a,j;). 


Ä-Ä'+^ 


2 


Auf  Grund  der  nunmehr  abgeleiteten  Relationen  will  ich 
zunächst  den  Zusammenhang  zwischen  Quotienten  von  Theta- 
reihen  einer  Gruppe  und  den  einfachen  Integralen  darlegen  und 
alsdann  den  Zusammenhang  der  Diflerentialquotienten  des  Lo- 
garithmus einer  Thetareihe  mit  den  einfachen  Integralen  er- 
örtern. 

Es  ergeben  sich  aus  der  Entwickelung  der  Gleichungen  (25), 
(26)  und  (27)  nach  Potenzen  von  v  durch  Gleichsetzen  der  Coef- 
ficienien  von  v  Relationen ,  die  zu  der  Darstellung  des  Differen- 
tialquotienten von  Quotienten  zweier  Thetareihen  durch  Reihen 
derselben  Gruppe  führen.   Man  erhalt  z.  B.  aus  (25): 


,291    -7- 


<(a,t/)        S^ia,u) 


^"     <(a,«)       <(a,u) 


i  +  4              *'+T 
A-\ ^ r-^ B. 


Die  Quotienten  des  zweiten  Gliedes  der  rechten  Seite  können 
aber  mittelst  der  abgeleiteten  Relationen  nicht  durch  den  Quo- 
tienten des  ersten  Gliedes  derselben  Seite  der  Gleichung  ausge- 
drtlckt  werden.  Denn  die  allgemeinste  Relation,  die  zwei  Quo- 
tienten von  Thetareihen  in  Beziehung  setzt,  erhält  man  aus  (28), 
wenn  dortselbst  ^.  =  A' ;  ^i  =  /i' ;  t;  =  0  gesetzt  wird.  Sie  lautet: 


1/«  n«  /"  +  17  "T  2  711—  ,/ 

d^(«,«).y  =<^^(a, «).^„^+6'   "*.y 


*+i 
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/  TU 

wo  nun  noch  l  und  /u  durch  1  +  -^  und  fi  +  -^  ersetet  werden 

kann. 

Es  lehrt  aber  diese  Relation,  dass  die  Quotienten  von  Theta- 
reihen,  die  einer  Untergruppe  von  vier  Gliedern  angehören, 

deren  Indices  somit  A,//;  A  +  —  ,/i;  X,  fi  +  j;  ^  +  ji  /^  +  ^ 

sind,  die  Eigenschaft  haben,  dass  ihre  Differentialquotienten 
durch  denselben  Quotienten  und  zwar  mittelst  Quadratwunel- 
ausdrücke darstellbar  sind. 

Um  diese  Darstellung  in  einfacher  Form  zu  erhalten,  be- 
achte man,  dass: 


m 


m 


»Ua,  0)  =  0  ,    &y,  0)  =  »-^ia,  0)  =  &'][a,  Ol  =  0  ; 

2        I  2 

m 

und  y  j  (a,  0)  einen  einfachen  Werth  annimmt,  der  jetzt  er- 

2 

mittelt  werden  soll. 

Man  bilde  zu  diesem  Zweck,  das  Product  zweier  Thetareihen 
einer  Gruppe: 

<,»(",  «)  •  <Lv(«.  «')  =  <■*"'*' (2«,  w  +  «') 


(31) 


X  +  X' 


ini^ 


.^-t*'iia,n  —  u')  . 


Daraus  folgt: 

' 

m                     m 

(32) 

)  •  »\  («)  =  ^1  (2«) 

2 

2                        2 

m 


WO  die  Argumente  gleich  Null  gesetzt  sind. 
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Durch  Differentiation  nach  u  folgt  ferner,  wenn  i'=^i'=0! 
i  =  -^ ;  fi  =  —  gesetzt  wird : 


33] 


m 

m 

tn 

yf(«). 

K 

(«) 

% 

»■ 

"!i 

[«).^;(2a)  . 

2 

2 

2 

Es  ist  somit: 

f» 

m 

»']ln) 

*'T(2«) 

2 

2 

*;  (a)  .  »l  («)  .  ^>)       ^;  (2  «)  •  »l  (2  a)  •  ^^(2  a) 

2  2 

Dieser  Quotient  nimmt  aber  für   das  unendlich  Vielfache  des 
Parameters  den  Werth  —  an,  so  dass: 

m  m 


(35)  ^'>)=2--*oW-*oW-^J.W- 


Wird  /  =  m  =  2  gesetzt,  so  folgt,  wie  es  sein  muss,  die  von 
Jacobi  abgeleitete  Relation. 

Mit  Benutzung  dieses  Werthes  ergeben  sich  aus  den  Rela- 
tionen (25);  (26)  und  (27)  folgende  drei  Relationen: 

^-r-^     ,(a,   i/).^(a,u)-y'       (a,w).Ay*(a,w) 
du     A4---  A^  '    '  A-H-f-  du     A^  '    ^ 


36,  ; 


»»         m  ,    II»  ,    m 


(37J 


m  .    m 


I  I  I 


•   ,"  .     »» 


2  2  ^  "^  2  ^  +  "2 


— -:^.e    '".y,  .y,  .y*  ,(a,w).^    "(«,«)• 


2 
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(38) 


'     /      ]  («,  1/) .  ^  ia,  ii)  -  /      ]  [a,  u)  ■-:-■»'"  a,  u) 
du     x+!/  *  x+!/  äu    *■ 


Aus  diesen  Relationen  folgt  nun  durch  Benutzung  von   30]  das 
Resultat : 


Setzt  man 


<,.(■"    ,-r>)    *;4'"' 

•''  =  — - —  ;   y  =  "    " 


»\[i')  ^("i  ^(") 

SO  ist: 


m- 


</.T  /         2 

du       i     0     ^^ 


39)  {  ,   / r 


(40) 


(41) 


rfy         ^"'"^  l  .,0' 
—  -   -=  e  -5-1*,  -aar; 

2 
du        2     0^ 


Durch  diese  Formeln  ist  der  Zusammenhang  zwischen  den 
Quotienten  von  Thetareihen  der  viergliedrigen  Untergruppe  und 
den  elliptischen  Integralen  dargelegt.  Ich  bemerke,  dass  dieses 
Resultat  aus  den  Beziehungen  abgeleitet  wurde,  die  sich  zwischen 
Producten  von  je  vier  Reihen  einer  allgemeinen  Gruppe  fest- 
stellen Hessen. 


42) 
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Als  FolgeruDg  ergiebt  sich  noch: 
\   1    ^1     du  \    ö    0  /     (in      \    0     '/    du 

m 


=  '(<<4)-"y=- 


Durch  Integration  folgt  daraus: 


43^ 


(^;  4^ifJ^^-^''^ = (^"  <)*{^'('')  -  ^*K)} 


«*0 


Ich  wende  mich  nun  zur  Darlegung  des  Zusammenhangs 
der  Differentialquotienten  des  Logarithmus  einer  Thetareihe  mit 
den  elliptischen  Integralen. 

In  den  Relationen  (25),  (26)  und  (27)  setze  man  k  =  A'; 
/i  =  /i'  und  bringe  sie  mittelst  (28)  in  folgende  Form: 


^(a,  n  +  V) .  ^^a,  u  -  r)  •  ^^(a,  0)  •  ^^(a,  0) 


(45) 


[         &"^  (a,  V  +  V] .  ^  (a,  M  -  d)  .  »]  (rt,  0)  •  ^^  [a,  0) 

j  2  2 

=  (^ (a,  u] .  »\  (o,  V)]  -  [d-l     '  [a,  u)  •  ^|(«,  v])  ; 

2 


24» 
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I 


m 


m 


Entwickelt  man  nun  die  Logarithmen   dieser  drei  Glei- 
chungen nach  Potenzen  von  v  und  setzt  man : 


(50) 


<l^')-=:^;.>g<(")  » 


du 


so  erhult  man  der  Reihe  nach  durch  Gleichsetzen  der  Coeffi- 


t 


cienten  von  v  : 


/"  i.A  — 


^">; 


2  711 


/* 


ut 


•2 


^(«)-<:0) 


j^ 


t» 


m 


r\  ,0) 


(i8) 


'2 


4"^ '  ('0  • -»' "1  (0) 


y,  (Ol 


2 


«<(")■  ^,(0) 


2 


0 
2 


m 


fktr  2 


(49)      r/liu)  =  -  ,;   -    +  e 


— 


2 


<(«)-^'(0)    / 


DifiTerenzirt  man  die  Relationen  (44),  (45)  und  (46)  logarith- 
misch nach  %i^  so  erhült  man  mit  Benutzung  von  (36) ,  (37]  und 
(38)  folgende  gemeinsame  Form: 


»w 


a'i" 


+ 


—  2 


v'/'"  /<  +  r;       ^*^'i'*—  ^) 


\ 


^(«) 


=/• 


C 


m  m 

T 2 

^■?  //+i'  •^'"  ." — i') 

A  A 
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Entwickelt  man  diese  Gleichung  nach  Potenzen  von  v  und 
setzt  man  die  Coefficienten  von  v^  einander  gleich,  so  erhält  man : 


m 


m    '       -  * 


K<M-'-"'^-(*>) 


,   m  ,    ... 


w-'i 


Da  ferner  aus  den  Gleichungen  (47),  (48)  und  ;49  folgt,  dass: 


m 


yn 


m 


—  2     * 


STTiii 


m 


(»■!) 


IM 


K(«))' 


so  stellt  schliesslich  die  Relation 


den  Zusammenhang  der  Functionen  ij^(f^)  mit  den  elliptischen 
Integralen  her. 

Durch  Integration  von  (5i )  folgt  noch  mit  Benutzung  von  (43) : 


u 


iE  y  •  Z'du 


V 


'Ijti 


=  e 


m 


54)    < 


2 
2/rf  -  m  ^ 
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Die  Relation  (51)  kann  noch  in  anderer  Form,  wie  folgt,  dar- 
gestellt werden. 

Aus  (1 8)  ergiebt  sich  durch  geeignete  Verfügung  über  die 
Indices  und  die  Argumente,  dass: 


55i 


»I  m 


Es  ist  somit: 


II  m    ' 


Diese  Relation  enthalt  aber  nur  dann  Thetareihen  einer  und 
derselben  viergliedrigen  Untergruppe,  wenn  k  und  /i  gleich  0 

/  iti 

oder  TT  und  v.-  ist.    In  diesem  Falle  wird  sie  zur  Formel  D  der 

2  2 

Eingangs  citirten  Abhandlung  über  Thetafunctionen  und  ellip- 
tische Integrale  des  Herrn  Sgheibnbr. 

Die  Formeln  (54)  kann  man  auch  direci  aus  den  Relationen 
(47) ,  (48)  und  (49)  ableiten.  Dieselben  Relationen  führen  zu 
folgenden  allgemeinen  Formeln : 

.^  +  T 


f57i 


Hl 


I 


=  -  -    \  e 


♦"II  \         f.U 


^o" 
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Es  bleibt  nun  noch  der  Zusammenhang  der  einfach  perio- 

dischen  Functionen  —  und  der  unendlich  vieldeutigen  Func- 

lionen  log  x>^  ■u)  mit  den  Integralen  zu  erörtern. 

Da  die  Differentiation  dieser  unendlich  vieldeutigen  Func- 
tionen zu  einfach  periodischen  Functionen  und  die  Differentiation 
dieser  einfach  periodischen  Functionen  zu  doppelt  periodischen 
Functionen  führt,  so  können  die  Differentialquotienten  der  einen 
und  der  anderen  Art  von  Functionen  nicht  algebraisch  durch  die 
differenzirten  Functionen  ausgedrückt  werden.  Der  Zusammen- 
hang dieser  Functionen  mit  den  Integralen  ist  somit  verschieden 
von  dem  Zusammenhange  der  Thetaquotienten  und  der  Func- 
tionen TjfJI^]  denn  der  letztere  beruht  seinem  Wesen  nach  auf  der 
Darstellbarkeit  der  Differentialquotienten  durch  die  differenzirten 
Functionen. 

Es  können  daher  bloss  solche  Integrale  hergestellt  werden, 
deren  Werthe  für  gegebene  Grenzen  durch  jene  beiden  Func- 
tionen darstellbar  sind. 

So  findet  man  für  die  Function durch  directe  Inte- 
gration:                                                 ^5'(") 


^  *       =1    r;.".(/w 


(Ö8) 


i^^  l«)         ^'l  (<') 


/',.A  I      'X 


lt  ■  "^Ix 


1  /  a""  "- 


\ 


Um  zu  den  mit  lg  ^  zusammenhängenden  Integralen  zu 
gelangen,  setze  man  in  den  Relationen  (22),  (23)  und  (24)  l  =  T; 
A,=r=r';  /*  =  iii';  i,i^  =  ix"=i,r;u  =  u\  i;  =  w"=u";  sodass 
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[Al  =  ;.  +  A,;   [k']=k-l,;    [i"l  =  [r']  =  0;  M  =  /i  +  /i,; 

[«"J  =  [»'"]  =  0. 

Man  erhalt  alsdann  nach  leichten  Umformungen  der  Reihe 

nach  die  Relationen: 


(59) 


(60) 


(61) 


i+».+ 


_(^„„X;w)4"'--f%^) 


m 


J  •  Cr 


m 


Ä-|-A,+  y 


^(u  +  t;)-/    ^*^^(u~i;).y, 


^-^i+T 


m         1 


=  (^M-*r:Kr-  (%; 


(r) 


m 


/"+T 

'K    '(«)i* 


^!») 


) 


=(^(":-^;Mr-/'""-( 


M    /^  ,     «  («)v» 


£  /    i  +  y 


<(«) 


y    ,  (t'l  \ 

_/"^.(Jl±il) . 

Diese  Relationen  lassen  sich  mit  Hilfe  von  (57)  in  folgender 
gemeinsamen  Form  darstellen: 


l 


(62) 
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=(^(«)-^:(^'))*Kw-<'w). 


Differentürt  man  diese  Gleichung  logarithniisch  nach  v,  so 
folgt,  wenn  der  Gleichung  (56}  zufolge 


ifi  +  Y 


,;63) 


1  r]^'  {v)=e       "  •  p'       ■      /      ^    ,    gesetzt  wird, 

dv    '^."  \       4/  |^.(,)|« 

:i—  log ;r— =  2  — ' — 

^,    ,     J  « — «  *' 

e       -.y        ^;         (2t') 

Durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  u^  und  ?« ,  die  so 
gewählt  werden  sollen,  dassi^^(M)  —  rj^^{v)  innerhalb  derselben 
von  Null  verschieden  bleibt,  folgt  daraus  : 


m  ,   m 


(«*) 


log ; =2  * ?*— «oj 

*^  I    ''^  11"*  u.  ,     ^    ^  ^ 


j^jdi  /  "v»   »..  i  •» 


r/w 


K;(^-))'       j  <{'')- >r,:{<n 


«*o 
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Specialisirt  man  in  dieser  Formel  die  Thetareihen  auf  die  Jacobi- 
sehe  Gruppe,  so  erhält  man  aus  derselben  die  sechzehn  Dar- 
stellungen der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung,  wie  sie  von 
Herrn  SgheibxNbr  in  der  Abhandlung  über  Thetafunctionen  und 
elliptische  Integrale  entwickelt  werden,  wenn  u^  =  0  und  A,  u 
resp.  k^ ,  fl^  der  Reihe  nach  gleich  0,0;  0,1;  1,0;  1,4  gesetzt 
wird. 


IL 

§  1.    Es  bezeichne  ^  eine  tlber  alle  positive  und  nega- 

tive  ganze  Zahlen  n, ,  n,  •  •  *  n^,  erstreckte  ^-fach  unendliche 
Summe ;  dagegen  soll  ^  und  ^  eine  tlber  die  Zahlen  v,  v\  v" 

von  1  bis  Q  erstreckte  Summe  vorstellen;  ferner  möge  es  ge- 
stattet sein,  statt  der  gebräuchlichen  Beziehungsweise  e^  das 
Zeichen  Exp  (u)  zu  benutzen ,  wenn  dasselbe  mehr  Bequemlich- 
keit bietet. 

Es  stellt  somit: 

(1)    ^{ayf^'\  itt)=S^^^'^'  ,woayV'=VVr 

die  Thetareihe  der  q  Variablen  «4 ,  w,  •  •  •  u^  mit  den  ^  •  ^  •  f  +  < 
Parametern  Uy'y"  dar,  welch  letztere  so  gewählt  sein  sollen,  dass 
die  bekannte  Convergenzbedingung  erfüllt  ist. 

Es  reproducirt  sich  dieselbe  bekanntlich  bis  auf  einen  hin- 
zutretenden Factor  bei  Vermehrung  der  Argumente  iiy  um 
j.l^,  •  ^7ti  und  um  k^  •  äa,,^  +  A,  •  2a,^  +  •  •  •  +  A^  •  2a,^,  ftlr 
1/  =  1 ,  2  ,  •  .  •  ^,  wo  ^1,,  und  Äj ,  Aj  •  • .  Iq  beliebige  ganze  Zahlen 
bedeuten. 

Vermehrt  man  aber  die  Argumente  um  Vielfache  von  Theil- 
werthen  jener  Grössen,    nämlich  um  Vielfache  von  und 

^-^  ^i  .^"*'?    so  erhält  man  die  Reihe: 


*v 
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e  '     y     e 


n^'-n^ 


^^(--(•"•  +  7^)(-+7^K».('-+^)) 


Ich  ersetze  nun  uy'y"  durch  /v'  •  ly"  •  ai/'i/'  und  n^  durch  ly  -  u^, 
so  dass  folgende  Reihe  deßnirt  wird : 


3, 


e 


«r-'»(> 


^(Or-  y-'i/y»  fly»  +  Av»)  (/,"  n^  -|-  Ä>")  +  U,  {l,  Hy  +  k,) ) 


V  »•'»'' 


die  durch  S^''^.^{ay^y"\  u^)  oder  durch  ^''{ay'y'';  wj  be- 

zeichnet  werden  soll. 

Es  ist  diese  Reihe,  von  einem  Factor  abgesehen ,  ähnlich 
denjenigen  Reihen,  welche  Prym  und  Erazer  in)  3.  Bande  der 
Acta  mathematica  ^j  ihren  Untersuchungen  zu  Grunde  legten, 
woselbst  Relationen  ftlr  Producte  von  n  solchen  Reihen  ent- 
wickelt werden.  In  Anlehnung  an  die  dortselbst  benutzte  Be- 
zeichnungsweise kann  das  System  der  Indices  ^i' "  ^gi  H'a"  '  f*^Q 
die  Charakteristik  der  soeben  definirten  Reihe  genannt  werden. 

Es  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  eine  Vermehrung  der 
Indices  ^i,,  um  rrif,  keine  Aenderung  der  Reihe  erzeugt;  dass 
ferner  für  eine  Vermehrung  der  Indices  l^,  um  /^  folgende  Re- 
lation gilt : 


1]   üeber   die  Verallgemeinerung  der  RiEHANN'schen   Thetaformel ; 
Act.  Math.  Bd.  3;  p.  240—276. 
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2;ri 


~'fi. 


(4)      ^^••*/V7*"^  =e  ""    -^^'-^T^. 

Die  Zahlenwerthe  von  >l|;  und  iHy  können  daher  stets  auf 
ihre  kleinsten  positiven  Werthe  bezüglich  der  Moduln  l^  und  m, 
reducirt  werden,  so  dass  nur  die  Reihen  mit  den  Indices  l^.  =  0, 
1 ,  2 ,.../,,—  1  ;  ^i,,  =  0, 4 ,  2,  ...  m^  —  1  als  wesentlich  ver- 
schieden bleiben.  Diese  Reihen  bilden  somit  eine  Gruppe  von 
l^'  l^'  '  '  lg'  m^  '  m^*  •    mg  Thetareihen. 

FtLr  die  Reihen  dieser  Gruppe  ergeben  sich  zunächst  die 
Relationen : 

wo  alle  Alimente  zugleich  positiv  oder  negativ  sind,  und : 

^    a-"r — 


(6) 


bU^         K"'^Q  '  ''  ö?i^  —  ^1 ^(> 


für  jedes  beliebige  t/,-  aus  der  Reihe  der  Argumente. 
Aus  (5)  und  (6)  folgt,  dass : 

7;  ^;[ay^y-',  0)  =  0  , 

A,. 

/  ffi 

falls  die  Indices  A,,  ^  0  oder  ^' ,  ^u^  =  0  oder  -  ■'  gesetzt  werden 

ik  US 

und  eine  ungerade  Anzahl  von  Indicespaaren  X,,,  /i^  den  bezüg- 
liehen  Werthenpaaren  ~j  -^  gleich  ist;  dass  femer: 

falls  die  Indices  A^ ,  ^,,  aus  derselben  Werthenreihe  genommen 
werden  und  eine  gerade  Anzahl  von  Indicespaaren  A,, ,  ju,,  den 

bezüglichen  Werthenpaaren  J' ,  '^-  gleich  ist. 
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Der  Eigenschaft  der  ursprünglichen  Thetareihe  zufolge  gilt 
für  die  Reihen  der  allgemeinen  Gruppe  die  Relation: 


;9)- 


%ni        ^^.  ^Tti 


=  Exp  '\2,^p'  K  •  -/ 2^h'  f^y  •  -zr 


WO  s^.  und  tj,  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Es  folgt  hieraus: 


(<0) 


d'^'Ly'y";  u,+  s,  ■  -p  +  /,  •  ia„J^-] l-fp-2  V'e) 

d^^day'r";  u,  +  Sy  ■    p  +  /,  ■^a^J,-\ t-<(,-2o^/p| 

2!>^  ■  -y  -  {K-K)-JJh  ■  '-^  '/'-  -  f'r)    ^'  (ay>  y-  ■  w,) 


Au 


(«) 


^J («.'V' ;  u„  +  s.,  ~'  +  /,  •  2 a, „  /,  H h  /^  •  2 «,,  1^ 

=-V/.+-^V^^^ ;  für/  =  i,2,--e. 

Aus  (4  0)  lassen  sich  folgende  Eigenschaften  der  Quotienten 
von  Thetareihen  der  allgemeinen  Gruppe  angeben : 

Die  Quotienten  sind  2^-fach  periodische  Functionen,  deren 
Periodensysteme  aus  der  Bedingungsgleichung 

-^^  L.  •*"'  7/1,, 

zu  ersehen  sind. 
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Wenn  nun  über  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  l^  und  m,,  keine 
Voraussetzung  gemacht  ^'ird,  so  muss  s^  =  ly  und  t^  =  m,,  ge- 
setzt werden.    Werden  aber  alle  l^  und  m,,  geradzahlig  voraus- 

gesetzt,   so  kann  Ä^  =  A,'.  +  ^v-^j    f^y  =  ^v  "^Vy-^  Besetzt 

werden,  wo  die  e^  und  rj^  gleich  0  oder  gleich  \  sind.   Dann 
wird  die  Gleichung  (\  2)  erfüllt,  falls 

(4  3)  J^Sy  .  €,  -^ty  'r]y  =  0  (mod.  2)  , 

SO  dass  je  nach  der  Bestimmung  der  Werthe  €,,  und  »;^  ^^^  ^r 
und  ty  sich   die  Zahlen   \   und  2  ergeben.     Es  bilden  sonnit 

die  4P  Reihen  ^  ^wo  e^  •  •  •  i^,,  r;,  •  •  •  r^p  =  ^^ 

oder  i)  eine  Untergruppe  der  allgemeinen  Gruppe  mit  den 
Periodensystemen : 

0  0  ...  5   -^-      ...      0      ] 

'  '  "    /„    '  für 

t^^a^pl^  ,    /,2a,y/j,        •  •  .        ty^ayyl,,,  .  .  .  t^iagylp] 

y  =  4,  2,  • '  •  ^. 

In  ühnlicher  Weise  folgt  aus  der  allgemeinen  Voraussetzung, 
dass  alle  ly  und  friy  durch  p  theilbar  seien,  die  Bemerkung,  dass 
die  />*?  Reihen : 

^  f  ,  wo  ;iy=  0,  1 , 2,  ...;;—  4 ;  /r;  =  0,  i ,  2  •  •  •  /i-  K 

für  1/=  4 , 2,  •  "  Q  eine  Untergruppe  bilden,  deren  Perioden- 
systeme aus  {i  2;  sich  ergeben,  wenn  dortselbst  A,,= A,'+^y  •  -  i 

iu,,  =  jt//,  +  7r/,  — ^'  gesetzt  wird  und  die  von  Null  verschiedenen 
kleinsten  Werthe  für  Sy  und  ty  aus  der  Gleichung: 

ermittelt  werden. 
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Aus  {ii)  ergiebt  sich  folgende  Eigenschaft  des  Logarithmus 
einer  Thetareibe  der  allgemeinen  Gruppe : 

Di£ferenzirt  man  den  Logarithmus  einer  Thetareihe  nach 
einer  der  q  Variablen ,  so  erhält  man  ^-fach  periodische  Func- 
tionen von  der  aus  (41)  erkennbaren  Beschaffenheit.  Es  führt 
ferner  die  successive  Differentiation  nach  zwei  beliebigen  Va- 
riablen zu  2g -fach  periodischen  Functionen  mit  den  Perioden- 
systemen : 


g/rt 


/.    ' 


0;  0;       ... 

Es  ist  somit : 


0; 

2  ««,.•/«; 


'  für  v  =  1 ,  2,  •  •  •  ß 


;15) 


/     h' 


16 


=  -  Uh+1  Ig^'Kv;  »ij;     für  t  =  1 ,  2,  . .  e  . 


b«,.ÖM^. 


lg^^'(«v,/';  w^);  füi-/:=4,2,  ..(^;  A  =  4,2,..(^. 


§  2.    Mit  Benutzung  der  in  I,  (14)  definirten  Bezeichnungs- 
vveise  kann  man  setzen : 


171 


W\2 


i«,.  «,-  +  A«'y  <  +  itC  <  +  /"'i^'  'C 

+  [<]  ('[<]  +  Kl)  +  [<](/[<]  +  {K\) 

für  j/=1,  2,  ...ß. 
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Der   Eigenschaft  der  durch   die   Rlaminem  bezeichneten 
quadratischen  Transformation  zufolge  ist  alsdann: 


(18) 


u  tr  t(    n 


+^  {«*''  »^'  yi/'  K' + ^-'i/' ) ;  V'  '«•'+  ^» + "'i'  Ci'  K + K)) 


rv't^ 


+^(«rV"V'C'+^';0(V'«>+i»+<  [ly  K+K] 


vi'y" 


+S{<'y-  .'•'  (/,.' "';'' + ^7i  iJy"  «•' + C")+<  ('..  < + K ;} 


I  »^ »" 


] 


-2'  E«P  («"^fe  M  +  ^  Kl  + 


l«)l«'Ji«"|[H"'l 


y         ^ffy 


Exp  r^{«„'v"i/„'[n^'l  +  [V])  (/r"[V']  +  [V])" 

'-•■""'  +  Kl  ('.[«.]  + W) 

+  ^{"y'Aly'[>C"]  +  [/vJ)  OK"!  +  [^>']) 

+  ["';]('.Ki+K]} 

+^{"y'y"{ly'W]  +  [^;'])  (/•' ['C'"]  +  [^""D 

falls  in  beiden  Summen  über  alle  ganzzahligen  und  alle  halb- 
zahligen  Werthe  «y,  nj,,  iiy,  n^;  [w„l,  [n',J,  [njl],  [n'y]  summirt 
wird,  für  v'=  \,  i,  -  -  -  q. 

Trennt  man  nun  beide  Summen  in  die  nur  über  alle  ganz- 
zahligen  und  nur  über  alle  halbzahligen  Werthensysteme  n,,, 
<,  7i';,  <';  resp.  [n^],  [<],  [<1 ,  K]  (^=  4,  2,  •  •  •  p)  hin- 
erstreckten Summen ,  so  lässt  sich  jede  dieser  Theilsummen  als 
ein  Product  von  vier  Thetareihen  auffassen.  Es  ist  daher  bloss 
eine  andere  Schreibweise  der  Relation  (18),  wenn  ich  setze: 
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19)    . 


[,"vl 


^ 


^t-f(>* 


5    1  -     'f 


X,  +  e, 


i 


f  '■•»^.^Kl 


•  1» 


1       "^(y 

^'^       (a.v" ;  K)]  •  ^^'"^     ,(v  ./';[<]) 

- . ...  .        »«1 


e.  •••«,.  [*c]+V  — 


-21 


Wl+v'f 


[i'/l+e,-  f 


■  » 


\M'n 


[K']+fy~ 


WO  beide  Summen  über  alle  Werthe  £,,«,...  «/^  gleich  0  und 

gleich  1  zu  erstrecken  sind. 

Man   beachte   nun   noch,    dass   fiy,  ^ly,  fiy,  f.iy    durch 

,  my       ,  niy       „  rriy      „,  rriy  , 

f^y+^ly'  y,  ^y  +  rjy'  -^,  fiy  +  riy'  Y'  ^^^  +'?»'•    2    ^^^ 

^,.  =  0  oder  i )  ersetzt  werden  kann ,  ohne  dass  dadurch  [^y] , 
[uy],  [/it'y]  sich  ändern,  während  [fty]  in  [/',,]  + wi,,  übergeht, 
was  keine  Aenderung  in  den  mit  diesem  Index  versehenen 
Thetareihen  verursacht.  Führt  man  diese  Substitution  an  allen 
Indices  fiy ,  f^i'y ,  fiy ,  //^'  von  v  ^=  i  his  v  =  q  aus  und  addirt 
man  alle  so  entstehenden  Gleichungen  von  der  Form  der  Glei- 
chung (49).  so  erhält  man  die  fundamentale  Relation: 


201 


X"r] 


W 


' 


=2 1;' 


2 


n  i  ^B, 


•  Cr 


^v  +  ^v*  Y 


.        (a,,'  ^''  ;    Uy) 


]Uth.-pli70.  Classe.  1892. 


25 
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nt 
V 


Es  ist  hier  die  Summe  über  alle  Werthe  »/i ,  «?«  •  •  •  «?n ;  €4 » «§  * ' '  ^p 
gleich  0  und  gleich   i  zu  erstrecken.     £s   ist  femer 

rj    1  ^y  "T"  ^y  "T"  ^y  "T"  ^y    .      rj/  i   ^y  "l     ^y  ^y  ^ 

rVl  —     y  >^  "T"  ^y         ^y    .     rj'"!  _  ^v  "~  ^y         ^y    '    ^y  . 

L'^yj ö  »     L^y  J  —  ö  » 

r,,  1  _  ^1^  +  /^y  +  ^'y  +  /^I^'  .    r.j  i  _  A^y  +  /<y  —  /C  —  /C  . 

li*i'J  —  ö  ^     l/'yJ  —  2  ' 

f      I       ff  fff  f  ff     I       fff 

r  //i /^y         f^y  "T"  f^y         /*y    .      r,-'"i /*y         /^y         /^y    t    /^y  . 

l/*yj  —  Q  J      l/*y  J  —  Q  ' 

r,.   T__^y+»y  +  ^y  +  <    .      r,/ 1  _  «y  +  ^y   —  <  —  ^y   . 


2  '    L'-'-J  2 

w,.  —  ?<r  +  K  —  K'  .     r    "n         'V  —  ^y  —  K  +  »^1 


'  /M  **y         'T     1     "^r  "y    .      [-.'""1  "*'         "" ''         "»'    '       '' 


Es  sei  schliesslich  vorausgesetzt,  dass  alle /^  und  m^  gerade  Zahlen 
seien,  und  dass  die  Indices  l  und  /e  der  Art  gewählt  seien,  dass 
auch  [k]  und  [/<]  ganze  Zahlen  darstellen.  Alsdann  setzt  diese 
Relation  Thetareihen  einer  und  derselben  Gruppe  in  Beziehung 
zu  einander. 

Wird  in  dieser  Relation  [.«/,,],  [/«'J,  [fi^],  [/£'^']  um  y^  •  ^ 

und  [A,;,  [Ji],],  [A';],  [Cl  um  ^y  •  i  vermehrt,  wo  J^  =  0  oder  <, 

z 

y^  =  0  oder  1  für  r  =  1 ,  2,  ...  ^  und  setzt  man  mit  Rücksicht 
auf  die  Gleichung  (4j : 

(21)^  ^=e  V     ^       *""  ^^  *, 

so  erhalt  man  folgende  allgemeine  Relation  an  Stelle  von  (20) : 
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(22) 


m. 


m. 


Ki+n-Y 


m. 


M']+yr-T 


f^v+v^"^  K-^Vy'-^  K+^r--r 


TTiira  ryi'va  ry»«ra 


•* 


3 


a 


K'  +  e.  -^ 


In  leicht  verständlicher  symbolischer  Bezeichnungsweise 
lautet  dieselbe  Formel : 

(22,)2('{ii}j;3=2'2'(-^)'  -K'-i- 

Diese  Relation  stellt  die  allgemeinste  derartige  Beziehung 
zwischen  Thetareihen  einer  Gruppe  dar  und  gründet  sich 
darauf,  dass  Producte  von  vier  Thetareihen  einer  Gruppe  ge- 
bildet wurden. 

Setzt  man  in  dieser  Relation  alle  ly  und  alle  m^  gleich  S, 
so  geht  dieselbe  über  in  die  von  Herrn  Prtm  in  der  schon  ge- 
nannten Abhandlung  ^)  entwickelte  analoge  Formel,  da  nimmehr 
die  Ay  und  fiy  gleich  0  oder  4  zu  setzen  sind  und  unter  den  vier 
Zahlen  A^,  A'^,  A'^,  ky  resp.  fXy,  /iV,  fi'y,  (^"J  keine  ungerade 
Anzahl  den  Werth  4  annehmen  darf.  In  der  PRYM^schen  Formel 
ist  dieser  Bedingung  Rechnung  getragen.  Da  diese  letztere  mit 
Hilfe  des  früher  (S.  317)  erwähnten  Princips  abgeleitet  wurde, 


4)  Ein  neuer  Beweis  für  die  RiEiiANN'sche  Thetaformel.    Act.  Math. 
Bd.  3,  pag.  2U. 


25 


t» 
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während  die  hier  entwickelte  allgemeinere  Relation  mit  Benutxung 
des  Wesens  der  orthogonalen  Transformation,  alle  ganzen  und 
alle  halben  Zahlensysteme  in  dieselben  Zahlensysteme  mit  ver- 
änderter Anordnung  überzufahren,  gewonnen  wurde,  so  sind 
die  hier  gegebenen  Entwickelungen  unabhängig  von  denjenigen 
des  Herrn  Prtm. 

Mit  dieser  Relation  (22)  resp.  (22  a)  ist  indessen  noch  nicht 
die  in  jedem  Falle  brauchbare  Beziehung  zwischen  den  Theta- 
reihen  entwickelt.  Es  können  aber  aus  derselben  ohne  Mühe 
andere  Relationen^  die  für  besondere  Untersuchungen  und  ins- 
besondere für  die  Untersuchung  des  Zusammenhangs  der  Theta- 
rcihen  mit  den  mehrfachen  Integralen  algebraischer  Functionen 
vortheilhaft  sind,  abgeleitet  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  bemerke  ich,  dass  die  Symbole  {17}  und 
11  ihre  Bedeutung  nicht  verändern,  wenn  die  Indices  dy ,  yy  resp. 
(yy  i;,.  in   beliebiger  Weise  um   2  vermehrt  oder  vermindert 

werden.  Es  ist  femer  vortheilhaft,  das  Symbol  11^^'"^-  in  Form 

des  Producles  IL  -  Fi,,  -  11^  -  H^  -  ->  11^  -  II^    zu  schreiben. 

Dieses  Prodiict  ist  lediglich  eine  symbolische  Umsetzung,  so  dass 
seine  Factoren  nicht  vertauscht  werden  dürfen  und  das  Product 
selbst  mit  Berücksichtigung  der  Aufeinanderfolge  seiner  Factoren 
jederzeit  in  die  ursprüngliche  Form  des  Symbols  wieder  umge- 
setzt werden  kann. 

Auf  Grund  dieser  Schreibweise  kann  alsdann  die  Relation 
;^2a  auch  folgen dermassen  dargestellt  werden: 

22b  l         =  (n.  +  -  1  -  •  IQ  •  {11,  +  l-  1/'  •  n,) 
.  (/7,  +  -  4  ;-. .  JT.)    (/T„+  ;-  \f*  •  /!,)  •  • 

•  {n,  +  -  i /V  //.)  •  (.11,  +  [- i)'^9  ■  n,) . 

Es  ist  nun  unmittelbar  ersichtlich,  dass  die  Addition  oder 
Subtraction  der  entsprechenden  Relation  für 


«::';:::i:ri 


(i     »     -Q 


wenn  nicht  alle  d],^  y\,^  die  gleich  Null  oder  gleich  \  sein  sollen, 
gleich  Null  sind,  sondern  mindestens  einer  dieser  Indices  gleich 
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\  ist ,  die  iQ  Glieder  der  rechten  Seiten  auf  die  halbe  Anzahl 
reducirt. 

Es  ist  femer  in  derselben  Weise  evident,  dass  die  Summe 

oder   DiflFerenz     der    Formeln    für    f/T}^*  t  ^'/ "  ^i' 1"  ^i  und 

{")^^ViXi::.XV^  -  denselben  Syn.boIenilJ;;;:^<; 
führt  wie  die  Summe  oder  DiflFerenz  der  Formeln  für  f/T)^*' '^? 
und  f//}^   .  ^*       j^T^S  so  dass  die  beide  Male  resultirenden 


Q 


n  *       '''  sich  nur  durch  ihre  Vorzeichen  unterscheiden  können, 

«i  •  •  • «(. 

wofern  —  was  vorausgesetzt  werden  soll  —  die  Indices  6'1  und 
y"^  nicht  alle  gleich  Null  und  nicht  der  Reihe  nach  den  Indices 
d'y,  /^  gleich  sind. 

Schliesslich  ergiebt  die  additive  oder  subtractive  Verbin- 
dung der  beiden  resultirenden  Formeln  eine  abermalige  Reduction 

der  rf^'"^^  auf  die  halbe  Anzahl. 


«1  •  •  • «(. 


Man  erhält  somit,  wenn  i'  und  i"  unabhängig  von  einander 
die  Werthe  +  \  oder  —  4  bedeuten,  zunächst: 


:23a) 


=i 


[i'.(JT,+(-4)>'i+/i.JT,)  .  .  .  (iT^+(-.1)c^(>4-^,./T,) 


i 


+  '■'•(— 1) ' 


sodann: 
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2?-»-  {nV}  ■"!>  +  »'•  ^^-*-  {nVj  1^2'"  \^VjS 


m 


(23  b) 


=f 


(/I,+(-1)n.JT,) (iT.+(_<)<^e.JT,) 

+l^(^.+;-1)''t+/..JT,) .  .  .  (/!,+(_ i)Je+«»'y.n,) 


6y  I       ^7^ 


•\<  +  ^ 


i-'; 


Die  Fortführuns  der  Bedaction  der  Ansabi  der  n^^ """'-' 

«1  •  •  •  f{< 

fübrt  scbliesslich  zu  einer  Relation,  die  2?  Symbole  {11}  durch 
2?  Symbole  TT  ausdrückt.  Wird  {JI}'^'"^«?  durch  {il}^'  ersetet 
und  wählt  man  q  von  einander  verschiedene  Indicessysteme 
K,  /,.;  <5".  r'y'^  ■'■  «J"".  /^'.  so  «iass  die  2?  Symbole  [nf/, 

schiedene  iDdicessysteme  aufweisen  und  bedeuten  schliesslich 
i\  i"  .  .  .  i^^^  unabhängig  von  einander  die  Werthe  +  <  oder 
—  4 ,  so  lässt  sich  diese  Relation  in  folgender  Weise  dar- 
stellen: 


i 
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(23c) 


try+y. 


yy+y". 


{7i};;;+r.{/r}-;-/+r.(/i}-;'^; 


1 


2<» 


-.< 


(/I.+(-1)''..JT.)-     •     •     •  (/I.+(-1)V7I.) 


Cy  t  'Zv 


.   .   .  {<+t(p)(_4)^  '), 


Einen  speciellen  Fall  dieser  allgemeinen  Formel  stellt  die 
Relation  (4  9)  dar.  Es  ergiebt  sich  diese  letztere  au^^det  allge- 
meinen Formel,  wenn  alle  y^,  /^,  /^^ . . ;  y^^^  gleich  Niill  und 
von  den  cJ^,  (J'^,  (J';,  . . .  cJ^,^)  bloß^  d;^  ^;,  (J'(  y.., .  (J^^;)  g^eiili^l, 
alle  übrigen  gleich  Null  angenommen  werden,  und  wennli'  =  i* 
. . .  =  t(C;  =  +  4  gesetzt  wird. 

Die  Relationen  (S2j  undH(23),inJBbebODdereldie'iuk!4fet  ab- 
geleitete Relation  (23  cj,  bieten;  lerüei-bequenie  iGnuiikdlagti^ (um 
den  Zusammenhang  der  Thetareihen  mehrerer  Variabtan/liiirlldäti 
mehrfaehen  Integralen  algebraischer  Functionen  darzulegen. 

Ich  erörtere  im  Folgendeq  diesen  Zusammen  hai)g  unter 
Beschränkung  auf  die  Thetareihen  zweier  Varial[)len  und  auf 
Doppelintegrale. 

§  3.  Für  die  Thetareihen  zweier  Variablen  folgt  aus  (3) 
folgende  Deßnitionsformel : 
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(24) 


Wird  in  dieser  Formel  l^  =  w^  =  /,  =  m^  =  2  gesetzt^  so 
stellt  dieselbe  die  46  RosENHAiN^schen  Tbetareiben  dar.  Es  ist 
Dämlich,  wenn 

«n  =  i  H  P\     o«  =  i  log  q  ;     a,,  =  J  >1 
gesetzt  wird,  und  £4)  ^t,  ij«,  i;,  die  Werthe  0  und  \  bedeuten. 


/i  log  P 
Hlog7 


»yiWi  +  iyjn 


(2w-f-£^)*      (2ii-ff,'' 


•P 


•9 


und  es  ist  alsdann  nach  der  von  Rosbnhain  *] :  »Memoire  sur  les 
fonctions  de  deux  variables  et  ä  quatre  p^riodes ,  qui  sont  les 
inverses  des  Integrals  ultra-clliptiques  de  la  premi^re  classe« 
im  3.  Gapitel  gegebenen  Definition: 


,24  a) 


9»«  -  ^r. 

i     9'«  =  ^i!l 

;  v»-»\l 

;  9'«  =  *;j; 

«p,.  -  K. 

;  '/'»o  — '^IJ 

;   9»,.-^^ 

1   9'«  =  -»?}; 

9»,.  -  n\ 

;   9.»  =  ^51 

;  9>..-^!! 

;  9'».-*JI; 

9«  -  ^?? ; 

y..  -  K ; 

9-..-*;?; 

9'«  =  '»ü  • 

Die  Symbole  und  die  mit  ihnen  gebildeten  Formeln  (2S; 
erhalten  durch  die  SpeciaUsirung  auf  zwei  Variable  folgende 
Bedeutung: 


1)  Mdmoircs  prcscntäs  ä  racad^mic  des  Sciences,   t.  XI.    Paris  4851. 


25)  { 
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f*i   -rVi-^  ^  f^2  +  ^«  Y  /t/  '"\ 

I       ■     I   • 


(25a) 


4(iT)^*'  y2_^  ^_.|\«iyiH-«2yi— M— '72<^t^'?i;  »72 

(JT,+  (-1)y.lT,)(JT„+(-l/»JI.)  . 
Die  Formel  [23 a)  nimmt  nun  folgende  Gestalt  an: 

1  ±(n.+(-i )/.+/.  ii,)-  .(/!.+(-<  )'^.+'^«/T.)  1 
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Setzt  man  l^  =  m^  =  /^  =  m,  =  2 ,  so  ist  diese  Relalion 
der  zusammenfassende  Ausdruck  f(lr  alle  Relationen,  durch 
welche  je  zwei  Producte  von  je  vier  RosEifHAiN^schen  Thetareihen 
acht  Producten  von  je  vier  Reihen  derselben  Art  gleichgesetzt 
werden.  Relationen  dieser  Art  stellt  Rosenhaipt  in  der  genannten 
Abhandlung  in  der  Formeltabelle  des  Anhangs  pag.  443 — 468 
zusammen.  Aus  der  hier  entwickelten  Relation  können  somit 
alle  jene  von  Rosenhain  angegebenen ,  sowie  die  von  ihm  nicht 
angegebenen ,  ausserdem  noch  möglichen  Relationen  abgelesen 
werden. 

Wird  z.  B.  vorausgesetzt,  dass  alle  Indices  [>l]  und  [fi]  gleich 
Null  seien,  so  dass 


^   i  '  '=«  3  *   2   '     '  2  '*   2   '  '*  2 


•  ^'  T  /[m;]\   /'  T  ■  ^' T  /K']\   /•  T  •  ^'  Yl[un\ 


so  lehrt  die  Formel  (25  a),  dass  jedes  der  so  definirten  46  Pro- 
ducte {JT}^* '  ^'  mit  jedem  der  4  5  übrigen  Producte  durch  Ad- 

dition  oder  Subtraction  verknüpft  gleich  acht  Producten  der- 
selben Art  gesetzt  werden  kann.  Da  diese  Producte  direct  den 
Producten  der  RosENHAiN^schen  Gruppe  entsprechen,  so  heisst 
das  in  der  Schreibweise  Rosenhain's  nichts  anders  als  dass  z.  B. 
2  fpii  •  <iP33  •  Vii  •  <P33  =^  2  (jp^^  •  9?^^  •  (frs  '  cprs  gleich  acht  Pro- 
ducten (fy  g  '  fPr  s  '  ^Pr  s  '  ^Pr  s  gesetzt  werden  kann.  Von 
diesen  Relationen  findet  sich  in  der  Tabelle  Rosenhaikt's  bloss 

fjp33  '  9si  </>3s  •  9^33  ^  9st  •  ^32  '  9^32  *  Vsi  ^ircct  lu  dcr  ange- 
gebenen Weise  dargestellt. 

Die  Relation  (23  b)  und  die  für  den  Fall  zweier  Variablen 
mit  derselben  identische  Relation  (23  c)  schliesslich  kann  in  fol- 
gender Weise  dargestellt  werden : 
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26]     l  =  A  .    Vi  —  4  ) '*  ^*"^  '!A+^i rt+  r,A  .  jj»?!  Vi 

wo  die  Zeichen  dz  und  q:  unabhängig  von  einander  das  positive 
oder  negative  Vorzeichen  bedeuten  sollen. 

Von  wesentlicher  Bedeutung  wird  diese  allgemeine  Formel, 
wenn  die  Indices  und  die  Argumente  der  in  der  Formel  auf- 
tretenden Thetareihen  derart  specialisirt  werden,  dass  drei  der 
Producte  {/!}  den  Werth  Null  annehmen. 

Man  kann  dies  erreichen,  wenn  die  Indices  [V"]  =  [f.i"'\  = 
iK']  =  [/*i"]  =  ^  w«d  ebenso  die  Argumente  [u;"]  =  [m,'"]  =  0 

gesetzt  werden.  Es  wird  alsdann  (JT)^*^*  =  0,  wenn  ^^=^y^  =  \ 

und  d^,  y^  der  Reihe  nach  gleich  0,  0;  0,  1 ;  1,  0  ist  oder  wenn 
6^  =  y^  =  4  und  S^J  y^  der  Reihe  nach  gleich  0,0;  1,0;  0,  4 

y^  i  yi  jwov 

ist,  da  unter  denselben  Bedingungen  &  (    |=  0  ist. 

Es  können  somit  in  der  Relation  (26)  für  jedes  {/7}^*^^  die  Indices 

K  ^i  >  7p  yi  5  ^i'j  K  y  Vi » /f  SO  bestimmt  werden,  dass  drei  [11)  den 
Werth  Null  haben. 

Ist  z.  B.  rf^  =  y^  =  d,  =  y^  =  0,  so  setze  man  8[  =  y,'  =  0; 
i[  =  y^'  =  4 ;  (}';  =  /;  =  8'^'=  \  ;  /^  =  0  oder  man  setze 
(5;  =  y;  =  1;  (J^'  =  y^=:0;  /;=0;  (j;'  =  ();'  =  /^  =  1.  Es  ist 
alsdann: 


(27) 


( {n)z^\-^if;';h  iHir^+^'J-Ii  ^.(-1)^'+''+'^] 

^^^"  1     2 


«1^2 
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In  ähnlicher  Weise  können  alle  (il}^*^*,  die  nicht  selbst 

gleich  Null  sind,  durch  zwei  vierfach  bestimmbare  Ausdrücke 
dargestellt  werden. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  Formeln,  die,  wenn  auch  noch 
W]  =  ["»]  =  ö  gesetzt  wird ,  das  Additionstheorem  für  die 
Thetareihen  der  allgemeinen  Gruppe  darstellen  und  es  ermög- 
lichen, den  Dilferentialquotienten  eines  beliebigen  Quotienten 
zweier  Thetareihen  durch  Quotienten  von  Thetareihen  derselben 
allgemeinen  Gruppe  auszudrücken. 

Setzt  man  nämlich,  abgesehen  von  den  schon  festgesetzten 
Beschränkungen  A;"  =  li"  =  fC  =  /«,'"  =  0,  so  ist  [A,]  =A,; 

'>.]=it^-;  W]=^/;  ["/]=/'.';  IK]=^^  7'7]=/<;  ferner 
ist  u/  =  w,-;  u"  =  ii"'  =  v^  für  i  =  4  und  8  und  es  stellen  somit 

die  Symbole  TI  folgende  Producte  dar: 

Ol 


(28) 


f»!      m. 


4    •  a 


^1  ä-  ^72 


m^       m^ 


^1   2     ^«2 


Zu  den   sich  in  dieser  Weise  ergebenden  Relationen  von 
der  Gestalt  der  Relation  (27j  treten  als  ergänzende  Relationen 
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diejenigen,  welche  aus  den  sechs  Gleichungen  {iT}}J  =  {n}\l 
=  {/!};?  =  {iT}J}  =  {n}l\  =  (iT}JJ  =  0  und  den  Combinationen 
dieser  Gleichungen  folgen.  Die  Anzahl  der  Glieder  dieser  Rela- 
tionen lässt  sich  noch  wesentlich  verriogern,  wenn  in  denselben 
^\  =  v^  =  0  gesetzt  wird,  da  alsdann  auch  iT|J  =  i7}J  =  iTJJ 
=  ni\  =  JTJI  =  XZJI  =  0  zu  setzen  ist.  Dieselben  Relationen 
bringen  zugleich  die  geringst  mögliche  Anzahl  von  Thetareihen 
in  Verbindung,  wenn  A^  ===  A/;  ^^  =  i"/  für  /  =  4  und  2  gesetzt 
wird.   Die  Symbole  TI  haben  alsdann  folgende  Redcutung: 


29) 


Cj  Cj 


m,  m«  m,      m 

"   0 


2     "2    T    -2    2  M         2    2 


Unter  den  angegebenen  Beschränkungen  erhält  man  zu- 
nächst sechs  Gleichungen,  ftlr  welche  die  symbolische  Umsetzung 

des  Zeichens  jf^^^^  in  11^  -  n„  -  U^  -  U^    insoweit   benutzt 
werden  kann,  dass  7T^*  '^^  durch  11^'  •  TT'^*  mit  Beachten  der  Auf- 

C|  CA  C|  Co 

einanderfolge  der  Factoren  dargestellt  wird.      Zwei  derselben 
sind  beispielsweise : 


3^,  jn;s  =  (jis-Ji;-j7j)(n» 
'  1  Ji;;  =  (/!« -  ii?  -  JTj)  (/ij 


+  JIJ  +  JIJ)  +  iTII  =  0 
+  J2»  -  JTl)  -  JT|i  =  0 


Aus  diesen  und  den  übrigen  vier  Gleichungen  ähnlicher 
Art  erhält  man  durch  Addition  oder  Subtraction  4  5  Relationen 
einfachster  Art,  die  bloss  je  vier  Producte  11  in  Beziehung  setzen. 
So  folgt  aus  den  Gleichungen  (30) : 

;3<)  njj  -  J2«5  -  Jijj  +  jii  1  =  0 . 

Diese  Relationen  lehren  im  Hinblick  auf  die  in  29)  darge- 
stellte Specialisirung  der  Symbole  IT,  dass  die  geringste  Anzahl 
von  Thetareihen  einer  allgemeinen  Gruppe,  die  in  Abhängigkeit 
von  einander  gebracht  werden  können,  vier  beträgt  und  dass 
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diese  vier  Thetareihen  einer  und  derselben  Untergruppe  von 
1 6  Reihen : 

angehören. 

Wenn  nun  auch  die  Diffiereiitialquotienten  eines  Quotienten 
zweier  beliebiger  Thetareihen  der  angenemen  Gruppe  durch 
Quotienten  von  Thetareihen  derselben  allgemeinen  Gruppe  aus- 
gedrückt werden  können ,  und  wenn  man  folglich  auch  den  ans 
zwei  Quotienten  x  und  y  je  zweier  beliebiger  Thetareihen  der 
aUgMMiiien  Gruppe  gebildeten  Ausdruck : 


(dx     äff        dx     dy  \ 
du^    du^       du^    duj 


durch  Thetaquotienten  derselben  Gruppe  darzustellen  vemag, 
so  können  doch  diese  letzteren  Thetaquotienten  nicht  wieder 
mittelst  der  oben  abgeleiteten  Formeln  durch  die  Quotienten  x 
und  y  ausgedrückt  werden,  es  sei  denn,  dass  die  Quotienten  x 
und  y  aus  den  Reihen  einer  und  derselben  \  6-gliedrigen  Unter- 
gruppe gebildet  worden  seien. 

Zur  Herstellung  eines  Zusammenhangs  von  Quotienten  der 
allgemeinen  Thetareihen  mit  den  Doppelintegralen  ist  es  aber 
nothwendig ,  den  genannten  Ausdruck  durch  die  Functionen  x 
und  y  selbst  auszudrücken. 

Es  zeigt  sich  somit,  dass  es  zur  Herstellung  dieses  Zusam- 
menhangs nothwendig  ist ,  sich  auf  Quotienten  von  Thetareihen 
einer  4 6 - gliedrigen  Untergruppe  zu  beschränken,  da  die  im 
Vorhergehenden  abgeleiteten  Relationen  zwischen  den  Theta- 
reihen einer  allgemeinen  Gruppe  nur  unter  dieser  Beschränkung 
zum  Ziele  führen. 

Der  Zusammenhang  der  Thetareihen  der  i  6-gliedrigen  Unter- 
gruppe  mit  den  Doppelintcgralen  soll  demgemäss  in  einer  nach- 
folgenden Arbeit  dargelegt  werden. 


SITZUNG  VOM  17.  OCTOBER  1892. 

Hermann  Credner,  lieber  die  geologische  Stellung  der  Klinger 
Schichten.  Mit  i  Figuren. 

Die  diluvialen  Thonmergel  und  die  Torfablagerungen  von 
Klinge  bei  Gottbus,  sowie  die  in  ihnen  enthaltenen  Thier-  und 
Pflanzenreste,  mit  welchen  A.  Nehring  neuerdings  die  Wissen- 
schaft durch  eine  grössere  Anzahl  von  Publicationen  bekannt 
gemacht  hat^),  haben  die  besondere  Aufmerksamkeit  weiterer 
geologischer^  Kreise  auf  sich  gezogen.  Und  in  der  That  besitzen 
dieselben  eine  grosse  Bedeutung  für  die  Geologie  des  nordeuro- 
päischen  Glacialgebietes,  obschon  bis  dahin  die  genaue  Stellung 
dieses  Schichtencomplexes  innerhalb  der  Diluvialformation  mit 
Sicherheit  noch  nichfr  ermittelt  war.  Letzteres  beruht  zunächst 
darauf,  dass  sich  die  in  jenen  Schichten  vorhandenen  organischen 
Reste  als  zu  neutral,  also  für  diesen  Zweck  untauglich  erwiesen, 
indem  sie  keine  Entscheidung  darüber  lieferten,  ob  sie  und  die 
sie  bergenden  Lagerstätten  der  präglacialen  oder  einer  inter- 
glacialen  Zeit  entstammen. 

Unter  solchen  VerhäTtnissen  wird  der  Geologe  behufs  spe- 
cieller  Altersfixirung  des  fraglichen  Schichtencomplexes  auf  die 
Ausnutzung  der  Yerbandsverhäitnisse  des  letzteren,  also  auf  die 
Altersbestimmung  mit  Hülfe  von  Lagerungsbeziehungen  verwie- 
sen. Dass  auch  die  Beschreitung  dieses  Weges  bis  dahin  zu 
endgültigen  Resultaten  nicht  geführt  hatte,  geht  daraus  hervor, 


4)  Sitzangsber.  d.  Ges.  nat.  Freunde.  Berlin  1891.  S.  454,  S.  490; 
4892  S.  3,  S.  27.  —  Verh.  d.  Berl.  anthrop.  Ges.  4894  S.  883.  —  Naturw. 
Wochenschrift  4  892  Nr.  4,  Nr.  24  u.  25.  —  Ausland  1892  Nr.  20.  —  Botan. 
Centralbl.  4892  Nr.  30.  —  Zeitschr.  d.  Deutsch,  geol.  Gescllsch.  4  892  S.  374. 
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daSvS  sich  A.  Nehring  auch  in  seinen  letzten  Publicationen  zwi- 
schen präglacialer  (also  jungpliocäner)  und  interglacialer  Stel- 
lung der  Klinger  Schichten  noch  nicht  entscheiden  konnte,  bald 
mehr  der  einen,  bald  mehr  der  anderen  Anschauung  zuneigt 
und  zwischen  einer  Parallelisirung  mit  den  Utznacher  Schiebten 
der  Schweiz  und  dem  Cromer  Forest  Bed  Englands  schwankt. 

Um,  wenn  irgend  möglich,  die  noch  offene  Frage  nach  dem 
speciellen  Niveau  der  Klinger  Schichten  ihrer  Beantwortung 
näher  zu  führen,  stattete  ich  am  22.  und  23.  August  d.  J.  den 
dortigen  Thongruben  einen  Besuch  ab,  dessen  Erfolg  durch  die 
zuvorkommende  Unterstützung  der  Betriebsbeamten  jener  Ziege- 
leien, der  Herren  KAYSBRund  Schmidt,  wesentlich  gefordert  wurde. 

Erst  nach  Niederschrift  der  dort  gewonnenen  Resultate  und 
Anschauungen  geht  mir  das  neueste  Heft  der  Zeitschrift  der 
Deutschen  geologischen  Gesellschaft  zu,  in  welchem  H.  Keilhack 
S.  369 — 371  über  seinen  Besuch  von  Klinge  berichtet,  eine 
tabellarische  Gliederung  des  dortigen  Schichtencomplexes  giebt 
und  constatirt,  dass  derselbe  von  Diluvialsand  unterteuft  und 
von  D  nordischen  Geschiebesanden  (r  überlagert  werde,  also  zwei- 
fellos diluvial  sei,  wenn  auch  seine  interglaciale  oder  altdiluviale 
Stellung  noch  unentschieden  bleibe.  Trotzdem  scheint  es  Nbh- 
RiNG  auch  dann  noch ,  dass  gewisse  Gründe  für  ein  präglaciales 
Alter  der  Klinger  Schichten  sprechen,  in  welchem  Falle  das 
dortige  Torfflötz  »ein  Aequivalent  des  englischen  Gromer  Forest 
Bed  darstellen  dürfte«  (1.  c.  S.  377). 

Die  Verbands-  nnd  Lagernngsverhältnisse 
der  Klinger  Schichten. 

Im  Osten  der  Stadt  Gottbus  beginnt  das  Terrain  ganz  all- 
mählich in  sanftester  Böschung  den  weit  ausgedehnten  Thalboden 
der  Spree  zu  überhöhen ,  fast  unmerklich  hebt  sich  das  flache, 
bei  seiner  Durchkreuzung  beinahe  horizontal  erscheinende  Ge- 
lände, in  etwa  \  0  km  Erstreckung  kaum  46m  emporsteigend  zu 
jener  Hochfläche ,  auf  welcher  die  neuerdings  in  der  Diluvial- 
literatur so  vielgenannten  Thongruben  von  Klinge  ansesetzt 
sind.  Und  auch  auf  ihr  bis  zu  weiter  Entfernung  kein  Httgel, 
keine  Unterbrechung  der  Ebenheit,  nur  hier  und  dort  eine  flache 
haufenförmige  Düne  von  Flugsand  zwischen  den  local  mit  Birken 
gemischten  Kiefembeständen ,  welche  mit  den  Feldflachen  ab- 
wechseln. 
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Die  AafscblUsse  in  der  Schnlz'schen  Thon^nbe. 
Nur  wenig  nOrfllicli  von  der  Eisenbahnlinie  Cotlbus-Sorau 
und  deren  Station  Klinge  liegt  der  ausgedehnte  und  tiefe  Tage- 
bau der  Schniz'scbcn  Ziegelei,  dessen  Wunde  die  mehrfach  von 
NiHiiKG  beschriebene  und  jüngst  von  Keilhack  aufgezahlte 
Schicbtenreihe  im  Profile  biossiegen.  Die  Wiederholung  und 
AufiahluDg  aller  der  EinzelbSnke,  welche  sich  in  dem  dortigen 
Complex  voD  Thonmergeln  und  Torf  unterscheiden  lassen,  ist  für 


Figur  i. 

Proül  durch  die  im  siiillichen  Theile  der  Schulz'schen  Thongrubc  bei 

Klinge  aufgeschlossenen  Diluvialgebilde. 
Sr=s8ndiger  Grand;  B.M  =  unterer  Tbonmergel ;  (  =  Torfnölz,  lu  untersl 
Lebertorf;  o.th  ■»  oberer  Tbonmergel,  zu  unterst  mil  dünnen  Lagen  von 
Torf,  im  nördlichen  Tbeile  des  Tagebaues  zu  oberst  mil  einer  wolkig  be- 
grenzten hutnosen  bi9  torfigen  Einlagerung;  ds  ^=  Decksand. 

unsere  Zwecke  Überflüssig.  Vom  rein  geologischen  Standpunkte 
aus  reprasentiren  die  von  den  Steilwänden  in  terrassenfdrmigem 
Abbau  angeschnittenen  und  von  ihnen  freigelegten  Schichten 
(vgl.  Figur  i)  zwei  Stufen,  die  untere  derselben  mit  drei  Hori- 

lonten : 
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i)  Die  Klinger  Schichten. 

a.  unterer  grünlichgrauer  Thonmergel  (u.  Üi  des  umstehen- 
den Profils)  y  zu  Unterst  mit  ausserordentlich  regelmässiger  ßän- 
derung  und  Bankung,  2 — 3  m  mächtig  [Nehring  s  Schicht  8; 

b.  ebenfalls  schichtig  gesonderter  Torf  {t  des  Profils),  zu 
Unterst  sogen.  Lebertorf,  \ — 1,5  m  mächtig  (Nbhring^s  Schicht  7 
und  6) ; 

c.  oberer  graugelber  Thonmergel  (o.  th  des  Profils) ,  etwa 
4  m  mächtig,  zu  unterst  durch  dttnne  vegetabilische  Lagen 
schwarz  gebändert  oder  liniirt  (Nehrinc/s  Schicht  5  und  4),  nach 
oben  zu  local  innig  gemengt  mit  pflanzlicher  Masse,  welche  sich 
im  nördlichen  Theile  des  Tagebaues  zu  reinerem  Torfe  anreichert 
und  dann  das  in  seinem  Auftreten  und  seiner  Mächtigkeit  ganz 
unbeständige,  sogenannte  obere  Flötz  der  Schulz'schen  Thongrube 
bildet. 

Dieser  einheitliche  Complex  von  drei ,  insgesammt  7 — 8  m 
mächtigen,  concordant  und  innigst  mit  einander  verknüpften 
Gliedern ,  dem  liegenden  und  hangenden  Thonmei^el  und  dem 
eingelagerten  Torf,  wird  nach  oben  zu  abgeschnitten  und  dis- 
cordant  überlagert  vom : 

2^  Decksand  {ds  des  Profils), 

einem  weissen  bis  hellgelben ,  dttnnschichtigen  Sand  (NEHRiNtiV 
Schicht  i  und  2  . 

Aus  dem  liegenden  Thonmergel  a  stammt  die  von  Nebring 
beschriebene  Geweihstange  eines  Riesen hirsches  von  alterlhUm- 
lichem  Typus  (Cerv.  megaceros  var.  Ruffii  Nehr.),  ferner  ein  Paar 
Unterkiefer  eines  Fuchses  und  zwar  wahrscheinlich  Eisfuchses, 
sowie  eine  Anzahl  Knochenreste  des  Rhinoceros  und  des  Elches. 
Seiner  obersten  Lage  sind  Skelete  von  Fischen  (Schleie)  und 
einer  Sumpfschildkröte  entnommen  worden.  Das  Torfflötz  selbst 
setzt  sich  aus  Resten  der  von  Nehring,  Wittmack,  Warnstorf 
und  G.  Weber  untersuchten,  von  erslerem  zuletzt  im  Botan.  Cen- 
tralbl.  1892  Nr.  30  aufgezählten  Pflanzenarten  zusammen,  welche 
auf  ein  gemässigtes  Klima  hinweisen  und  auch  heute  noch  in 
Deutschland  vorkommen.  Nur  eine  Species,  Gratopleura  helve- 
tica  Web.,  ist  sicher  in  Europa  ausgestorben.  Gleiches  gilt  wahr- 
scheinlich von  denjenigen  beiden  Pflanzen,  welche  die  bisher 
unbestimmbaren  »wurstförmigen  Früchte«  sowie  die  kleinen 
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Ametallisch  glänzenden  Samen  tr  im  Klinger  Torfe  geliefert  haben. 
Die  Samen  von  Gratopleura  werden  in  den  interglacialen  Schie- 
ferkohlen  von  Dümten  und  in  dem  Torflager  von  Gross-Bom- 
holdt  in  Holstein,  die  wurstförmigen  Frtlchte  in  dem  präglacia- 
len  Gromer  Forest  Bed  sowie  in  einer  jüngeren  Diluvialablagerung 
Suffolks  in  grosser  Zahl  gefunden.  Die  hangenden  Thonmergel  c 
bergen  nach  Nathorst  zu  unterst  Früchte  und  Zapfenschuppen 
von  Betula  adorata  und  Bet.  nana ,  weiter  oben  ausschliesslich 
Reste  von  letzterer,  jedoch  sämmtlich  angeschwemmt  und  auf 
secundärer  Lagerstätte. 

Von  allen  durch  den  Schulz'schen  Tagebau  aufgeschlossen 
Den  Schichten  wird  man  sich,  um  die  Altersbestimmung  des 
Thonmergel-Torfcomplexes  auf  stratigraphischem  Wege  zu  er- 
zielen, zunächst  den  obersten,  jenen  discordant  abschneidenden 
Sanden  zuwenden.  Dieselben  heben  sich  in  Folge  ihrer  lichten, 
fast  schneeweissen  Farbe  scharf  von  ihrem  Liegenden,  dem  oberen 
Thonmergel,  ab.  Ihre  Auflagerungsfläche  auf  diesem  ist  strecken- 
weise eine  höchst  unregelmässige  (vgl.  Fig.  4],  indem  der  Sand 
graben-  und  sackförmig,  ja  in  flach  geneigten  Ausläufern  apo- 
physenartig  in  die  Thone  eingreift.  Zugleich  zeichnet  er  sich 
durch  eine  ausserordentlich  feine  Schichtung  aus,  deren  horizon- 
tale Ebenflächigkeit  nur  hier  und  dort  durch  zierliche  Undula- 
lionen  unterbrochen  wird.  Ihm  sind  stellenweise  schlank  linsen- 
förmige Nester  und  Schmitzen,  sowie  dünne  Lagen  eines  Grandes 
eingeschaltet,  welcher  fast  ausschliesslich  aus  weissen  Quarz- 
kieseln zusammengesetzt  wird  und  vereinzelte  Splitter  und  kleine 
Stücke  von  Feuerstein  enthält.  Ich  selbst  habe  innerhalb  des 
anstehenden  feinschichtigen  Decksandes,  obwohl  er  an  den  Wän- 
den des  Tagebaues  für  grosse  Erslreckung  frisch  aufgeschlossen 
war,  kein  einziges  Geschiebe  erblicken  können,  dahingegen  hat 
Nehring  demselben  bei  seinen  früheren  Besuchen  zahlreiche  bis 
faustgrosse  Geschiebe  entnommen  i).  E.  Dathe,  der  durch  seine 
frühere  Thätigkeit  als  Geolog  der  Landesuntersuchung  von 
Sachsen  auch  mit  dem  Habitus  der  Lausitzer  Gesteinsvarietäten 
vertraut  ist,  stellte  die  südliche  Herkunft  eines  Theiles  dieser 
Geschiebe  fest,  während  sich  der  Rest  als  nordisch  ergab  (1.  c. 
S.  234).    Einzelne  derselben  besassen  typische  Dreikanterform« 

Wenn  Nbhrixg  glaubt,  diese  Sande  auf  Grund  seiner  Be- 


4)  Matarw.  Wochenscbrin  1892.  Nr.  24,  S.  334. 
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obachtungen  als  »GescAtebesand«  bezeichnen  zu  dürfen  und  sie 
»als  Producte  des  Schmelzwassers  der  letzten  Eiszeit  betrachtet«, 
so  steht  dem  zunächst  die  Thatsache  entgegen,  dass  dieselben 
nicht  nur  nordische,  sondern  auch  solche  Geschiebe  fahren, 
welche  von  Süden  und  zwar  aus  mindestens  75  km  südlicher 
Entfernung  stammen.  Fem  er  besitzt  das  Vorkommen  der  im 
Geschiebesande  der  Mark  und  anderer  Gegenden  so  häufigen 
Kantengeschiebe  im  Klinger  Decksande  keinerlei  Beweiskraft 
für  dessen  Zugehörigkeit  zu  irgend  einem  Formationsgliede,  be- 
kundet vielmehr  nur,  dass  die  betreffenden  GeröUe  und  Ge- 
schiebe längere  Zeit  hindurch  äolischer  Einwirkung  ausgesetzt 
gewesen  sind.  Auch  die  Vermuthung  Nehring  s  (1.  c.  Nr.  25, 
S.  245),  dass  die  wellenförmigen  Lagerungsverhältnisse  des 
unteren  Tbones  und  des  Torfflötzcs  »durch  den  Druck  des  sich 
vorschiebenden  Binnenland-Eises  der  zweiten  Eiszeit  verursacht 
worden  seien«  entbehrt  der  Berechtigung:  die  Lagerungsform 
dieser  Schichten  ist  vielmehr  die  ursprüngliche,  durch  die  Gon- 
figuration  des  Untergrundes  bedingte. 

Bei  dem  später  anzustellenden  Vergleiche  der  Diluvialab- 
lagerungen von  Klinge  mit  denen  der  sächsischen  Lausitz  wird 
auf  diesen  Decksand  zurückzukommen  sein. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Untersuchung  des  Liegenden  der 
Klingor  Schichten. 

Da  der  Zweck  des  Tagebaues  mit  der  Gewinnung  des  unte- 
ren Thonmergels  zur  Ziegeifabrikation  erfüllt  ist,  so  reicht  die 
Sohle  der  Grube  fast  nirgends  unter  diejenige  des  abzubauenden 
Thones  hinab.  Das  Liegende  des  letzteren  ist  also  nicht  ange- 
schnitten. Nach  Nehring  wird  dasselbe  zunächst  gebildet  von 
einer  groben,  gelblichen  Kiesschicht,  die  oft  conglomeratartig 
zusammengebacken  ist.  Diejenige  Probe  dieses  Kieses,  welche 
mir  Herr  Prof.  Dr.  Nehring  im  Mai  d.  J.  zur  Beurtheilung  über- 
sandte, bestand  ausschliesslich  aus  kleinen  QuarzgeröUen  und 
enthielt  nicht  einen  einzigen  Splitter  von  Feuerstein  oder  sonsti- 
gem nordischem  Material.  E.  Dathe  hingegen  »fand  in  einigen 
Stücken  des  kiesigen  Conglomerates,  welche  ihm  Prof.  Nehring 
vorlegte,  eine  Anzahl  abgerundeter  Steinchen,  denen  er  mit  Be- 
stimmtheit eine  nordische  Herkunft  zuschrieb«  (1.  c.  S.  245). 

Die  definitive  Entscheidung,  ob  sich  das  Liegende  der  Klin- 
ger Schichten  als  diluviale  oder  aber  als  präglaciale  Ablagerung 
erweisen  würde ,  war  aus  dem  Grunde  von  besonderer  Trag- 
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weite,  weil  in  ersterem  Falle  alle  wiederholt  ausgesprochenen 
Vermuthungen  einer  Aequivalenz  der  Klinger  Torfflötze  mit  dem 
jungplioednen  Cromer  Forest  Bed  Norfolks  mit  einem  Schlage 
hinfällig  werden  mussten. 

Durch  gefällige  Vermittlung  des  Verwalters  der  Schulz' sehen 
Ziegelei,  des  Herrn  Katser,  Hess  ich  in  einem  Graben  auf  der 
Sohle  des  Tagebaues  und  zwar  direct  an  der  Basis  der  flach  nach 
W.  einfallenden  BSnke  des  gebinderten ,  unteren  Thonmergels 
mehrere  kleine  Schürf löcher  herstellen  (bei  ^r  Fig.  i).  Schon 
der  Aushub  der  ersten  Spßtenstiche  war  entscheidend :  der  hier- 
bei angetroffene  sandige,  bald  graue,  bald  intensiv  gelbbraune 
Grand  erwies  sich  zwar  als  vorwiegend  aus  Körnern  und  Kieseln 
von  Quarz  bestehend,  aber  so  reich  an  Feuersteinen,  sowie  an 
erbseu"  bis  taubeneigrossen  Gerollen  von  rothen  oder  bunten  nordi- 
schen Gesteinen  y  dass  ich  dem  ausgestochenen  Grand  im  Zeit- 
räume von  weniger  als  einer  Viertelstunde  Dutzende  derselben 
entnehmen  konnte.  Dem  nordischen  war  jedoch  auch  zweifellos 
südliches,  namentlich  granitisches  Material  beigemengt.. 

Bei  dem  zu  unserer  Schürfung  erforderlichen  Abräumen  der 
das  directe  Hangende  dieser  Diluvialgrande  bildenden  Basis- 
schichten des  unteren  Thonmergels  wurde  diesem  ein  fast  kopf- 
grosses  Geschiebe  eines  dichten ,  rothlichen  Quarzites  von  aus- 
gezeichneter Dreikanterform  entnommen.  Es  stimmt  dies  mit 
der  Beobachtung  Nehring's  überein,  nach  welcher  in  diesen  unte- 
ren Thonmergeln  hier  und  da  grössere  Blöcke  vorkommen,  die 
ich  jedoch  auf  Grund  der  mir  übersandten  Proben  zum  Theil  für 
lausitzer  Herkunft  halte. 

Nach  Obigem  ergiebt  sich  für  das  Diluvium  des  Schulz'schen 
Tagebaues  folgendes  Profil  : 

Decksand  bis  2,5  m  mächtig. 

Discordanz. 

Klinger  Schichten  (Thonmergel  mit  eingelagertem  Torf),  bis 
etwa  7,5  m  mächtig. 

Diluvialgrand,  reich  an  nordischem,  jedoch  auch  mit  lausitzer 
Material.    In  ihm  local  noch  eine  tiefere  Einlageruni^  von  Thon. 

Was  nun  die  Lagerungsverhaltnisse  der  Klinger 
Schichten  betrifil,  so  sind  dieselben  durchaus  diejenigen  einer 
muldenförmigen  Einlagerung  innerhalb  einer  trogartigen  Vertie- 
fung im  Diluvialgrand,  über  welche  beide  sich  der  Decksand 
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discordant  ausbreitet.  Der  derzeitige  Abbau  io  der  Schulz'scben 
Grube  steht  nahe  der  Muldensohle ,  von  welcher  aus  sich  der 
östliche  und  westliche  MuldenflUgel,  wie  dies  der  Abbau  auf 
ersterem,  ferner  die  in  systematischer  Yertheilung  zur  Unter- 
suchung der  Thonablagerung  geschlagenen  Bohrlöcher  beweisen, 
mit  25 — 30^  auf  den  unterlagernden  Sanden  und  Granden  her- 
ausheben und  sich  gleichzeitig  auskeilen,  wobei  das  Torfflötz  zu- 
gleich in  einen  humosen,  bräunlichen  Thon  übergeht.  Die  Breite 
dieser  Mulde  soll  nach  mir  an  Ort  und  Stelle  gegebener  Auskunft 
nur  450 — 460  m  betragen,  ihre  nord-südliche  Erstreckung  hin- 
gegen viel  beträchtlicher  sein.  In  ihrer  nördlichen  Fortsetzung 
ist  die  sich  an  die  Schulz'sche  anschliessende  alte  Dominiai- 
Thongrube  angesetzt.  Sowohl  im  Querschnitte,  als  namentlich 
auch  in  der  Längsachse  dieser  langgestreckten,  schmalen  Mulde 
machen  sich  mehrfache  Undulationen  geltend,  die  von  Unregel- 
mässigkeiten des  Untergrundes  herrtlhren  und  sich  deshalb  vor- 
zugsweise in  den  liegenden  Muldenschichten  geltend  machen, 
sich  aber  nach  oben  zu  bereits  ausgeglichen  haben.  Mit  Glacial- 
Schub  »während  der  zweiten  Eiszeit«  (siehe  oben  S.  390}  hat 
dieser  flach  wellenförmige  Schichtenverlauf  durchaus  nichts  zu 
schaffen. 

Ganz  anderer  Art  sind  die  zum  Theil  fast  gekrösartig  ver- 
schlungenen Windungen,  welche  der  hangende  dttnngebänderte 
Thonmergel  (i ,  c  S.  388)  nahe  seiner  vom  Decksand  unregel- 
mässig abgeschnittenen  Oberfläche  aufweist  [siehe  Fig.  1).  Sie 
ähneln  den  mehrfach  aus  dem  norddeutschen  Vereisungsgebiete 
beschriebenen  Glacialstauchungen  so  sehr,  dass  ich  sie  ohne  Be- 
denken auf  die  gleiche  Ursache  zurtlckgeftlhrt  haben  wUrde, 
wenn  ich  nicht  seitdem  an  verschiedenen  Stellen,  welche  zwei- 
fellos keine  Eisbedeckung  getragen  haben,  gesehen  hätte,  wie 
sich  plastische  Thone  und  Mergel  z.  B.  der  oberen  Kreideforma- 
tion unter  einer  Bedeckung  von  Flussschotter  in  ganz  ähnlicher 
Weise  aufl^äumen  können. 

Die  AnfscUttsse  in  der  neuen  Dominial-Thongrnbe. 

Wandert  man  vom  Schulz'schen  Tagebau  aus  nach  Osten, 
so  überschreitet  man  zunächst  den  freilich  hier  vom  Decksand 
verhüllten,  aber  durch  Bohrungen  bis  zu  seinem  Auskeiien  ver- 
folgten östlichen  Flügel  der  beschriebenen  Mulde,   überquert 
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den  sieb  übrigens  topographisch  kaum  markireDdcnGrandrUcken 
zwischen  dieser  und  der  nächsten  Thonmulde  und  gelangt  dann 
in  die  auf  dieser  letzteren  angesetzte  neue  Dominial-Thongnibe. 
(d  diese  fuhrt  ein  mit  Scbienengeleis  veraebener,  bis  2  m  tiefer 
Ginschnitt  hinab  (vergl.  Fig.  i). 

W  ft 


^  =  sandiger  Graad,  local  mit  Nealern  von  grobem,  kiesigem  Grand;  (h  = 

Tboamergel;  ds  =  Decksand,  atellenweise  mit  kiesiger  Steinsohlc. 

Seh  ^  Scbienengeleis. 

Derselbe  steht  zunächst  nur  in  den  Sanden  und  Granden 
desTreonuagsrUckens.  Der  Sand  und  die  Grundmasse  des  Gran- 
des enthalten  viel  Feldspathfragmente,  die  jedoch  nicht  frisch 
und  glänzend,  sondern  bereits  matt  und  von  der  Kaolinjsirung 
ergriffen  erscheinen,  was  an  diejenigen  Sande  erinnert,  zu  denen 
die  leicht  verwitternden  Lausitzer  Granite  Material  beigesteuert 
haben.  Die  Grande  {gr  des  beistehenden  Profils  Si  zeichnen  sich 
durch  grossen  Reichthum  an  gelben  und  schwärzten  Feuersteinen 
aus,  die  als  kleinste  Splitter  und  Scherbeben  auch  den  Sanden 
beigemengt  sind  und  führen  ausser  vielen  weissen  Quarzen 
zahlreiche  wohlgerundete  Gerolle  doppelter,  nUmtick  nördlicher 
und  südlicher  Herkunft.  Unter  ersteren  machen  sieb  Dalaquar- 
lite,  Aalander  Rapakivis,  llalleflinten,  rothe  sogenannte  Elfda- 
lener  Porphyre,  verschiedenartige  Gneisse  bemerklich;  ihnen 
gesellen  sich  in  reichlicher  Beimisuhung  Lausitzer  Granite  (und 
zwar  wohl  meist  aus  den  Königshainer  Bergen  und  dem  Iser- 
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gebirge),  Phyllitquarze  mit  chloritischeD  FlammeD,  weissgeflderte 
Kieselschiefer,  sowie  Bollstttcke  von  Quader  bei.  Es  repräsen- 
tiren  somit  diese  Grande  ganz  wie  diejenigen  im  Liegenden  der 
mit  der  Schulz'schen  Grube  abgebauten  Mulde  (S.  394)  keine 
reine  Glacialablagerung,  sondern  ein  fluviatiles  Mischgebilde. 

Die  zunächst  ziemlich  steile  Neigung  ihrer  Schichten  wird 
nach  Osten  zu  flacher  und  Ater  schieben  sich  zwischen  letztere  die  sidi 
spitz  auskeilenden  Ausläufer  eines  grauen  Thonmergels  ein,  deren 
oberster  und  mächtigster  (th  des  Profils  2),  wie  in  den  continu- 
irlichen  Aufschlüssen  ohne  jede  Unterbrechung  zu  verfolgen  ist, 
ziemlich  rasch  an  Mächtigkeit  zunimmt,  und  in  dem  Tagebau,  zu 
welchem  der  Bahneinschnitt  hinabführt,  ein  Flötz  von  2  m  und 
schliesslich  von  3  m  Stärke  bildet ,  um  sich  nach  den  Mitthei- 
lungen  des  Verwalters  der  Dominialziegelei,  des  Herrn  Schmidt, 
bald  wieder  auf  einem  zweiten  östlichen  Kiesrücken  »jählings a 
heraus  zu  heben  und  sich  hierbei  auszukeilen.  In  der  mittleren 
Zone  dieser  Mulde  bildet  der  hangende  Sand,  unter  welchen 
sich  das  spitz  keilförmige  Ausgehende  des  Thonflötzes  einschiebt, 
nur  noch  isolirte  Kessel  und  schmitzförmige  Nester,  stellt  sich 
aber  nach  Osten  zu  wieder  in  grösserer  Mächtigkeit  über  dem 
Thone  ein.  Durch  mehrere  kleine  bis  jenseits  der  Mitte  der 
Thongrube  von  uns  ausgeführte  Schürfungen  wurde  erwiesen, 
dass  auch  hier  das  Liegende  des  Thonmergels  von  dem  näm- 
lichen feuersteinführenden,  schwach  grandigen  Sande  gebildet 
wird,  ganz  analog  dem  Befunde  in  der  Schulz'schen  Thongrube 
S.  394).  Gleichzeitig  aber  stellen  sich  auch  inmitten  des  grauen, 
ausserordentlich  scharf  und  zierlich  dunkel  gebänderten  Thon- 
flötzes selbst  einzelne  dessen  Bänderung  und  bankartiger 
Absonderung  conforme  Schmitzen  von  feuersteinführendem 
Sand  ein. 

Im  südlichen  Theile  des  Tagebaues  lagert  sich  das  Torfßöts 
dem  Thone  auf,'  wiederum  stellenweise  von  ihm  getrennt  durch 
eine  dünne  Lage  von  Grand. 

Ueber  das  Ganze  zieht  sich  discordant  der  weisse,  fein- 
und  horizontalschichtige  Decksand,  dessen  untere  Grenze  sich 
streckenweise  durch  eine  grandige  Steinsohle  noch  schärfer  mar- 
kirt  (ds  des  Profils). 

Aus  obigen  Beobachtungen  ergiebt  sich  : 

1)  dass  der  Thonmergel-Torf-Complex  jenseits  des  Kies- 
rückens im  Osten  der  Schulz'schen  Mulde  eine  zweite,  von  dieser 
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durch  eben  diese  Grande  getrennte  enge  Mulde  bildet  (wobei 
jedoch  die  Möglichkeit  derer  Vereinigung  in  ihrer  etwaigen  nörd- 
lichen Fortsetzung  nicht  ausgeschlossen  ist) ; 

S)  dass  dieser  Diluvialgrand  neben  Feuerstein  und  Gerollen 
von  echt  nordischen  Gesteinen  auch  noch,  und  zwar  z.  Th.  sogar 
reichlich,  Material  enthält,  welches  von  aus  dem  Süden  kommen- 
den Strömen  zugeführt  sein  muss; 

3)  dass  derselbe  nicht  nur  den  Trennungsrücken  zwischen 
beiden  Mulden  und  deren  continuirliches  Liegendes  bildet,  son- 
dern auch  über  die  Thone  der  östlichen  Dominial-Mulde  übergreift 
und  sich  hier  sogar  zwischen  sie,  sowie  unter  das  Torfflötz  ein- 
schiebt ; 

4)  dass  nach  diesen  Thatsachen  die  Klinger  Schichten  durch 
auskeilende  Wechsellagerung  mit  den  fluviatilen  Diluvialsanden 
und  -granden  in  engster  Verknüpfung  stehen  und  deshalb  mit 
dem  obersten  Horizonte  derselben  gleichalterig  sein  müssen. 

Beim  Versuche  der  Pixirung  des  speciellen  geologischen  Alters 
dieser  Flussablagerungen  sehen  wir  uns  durch  deren  südliches 
Geröllmaterial  darauf  hingewiesen,  im  Süden  nach  einem  Aus- 
gangspunkte und  nach  Anknüpfungen  zu  suchen. 

Das  Lansiizer  Schotter-  und  Decksand-Oeliet  ^]. 

Zwischen  den  ausgedehnten  Gebieten  des  unteren  Ge- 
schiebemergels im  Westen  und  im  äussersten  Osten  Sachsens^ 
die  sich  einerseits  von  Leipzig-Grimma,  anderseits  von  Görlitz 
aus  noch  weit  nach  Süden  erstrecken,  schiebt  sich  östlich  der 
Elbe  und  zwar  von  der  nördlichen  Abdachung  des  Lausitzer 
Granitgebirges  aus  eine  70  bis  80  km  breite  Zunge  diluvialer 
Gebilde  nach  Norden  vor,  an  derem  Aufbau  sich  die  lehmig-mer- 
gelige nordische  Grundmorane  in  nur  verschwindendem  Maasse 
betheiligt.  Dem  gegenüber  gelangen  die  Ablagerungen  der 
Schmelzwasser  des  Eisrandes  und  der  diesen  von  Süden  her  an- 


4)  Das  Lausitzer  Schotter-  und  Decksand-Gebiet  ist  zur  kartogra- 
phischen und  textlichen  Darstellung  gelangt  auf  folgenden  Blättern  der 
geologischen  Specialkarte  des  Königr.  Sachsen,  sowie  in  den  zugehörigen 
Eriäaterungen :  Section  Stolpen  von  £.  Geinitz  und  G.  Klemm;  Sect.  Neu- 
stadt, Sect.  Pillnitz  von  G.  Klemm  ;  Sect.  Schirgiswalde,  Sect.  Bischofswerda, 
Sect.  Radeburg,  Sect.  Pulsnitz,  Sect.  Königsbrück,  Sect.  Marienstern,  Sect. 
Scbönfeld  von  0.  Herrmann;  Sect.  Radeberg,  Sect.  Kamenz,  Sect.  Strass- 
gräbchen  und  Sect.  Schwepnitz  von  E.  Webcr. 


396  Hbrmann  Crbdner, 

fänglich  gleichzeitig  zufliessenden,  dann  auf  dem  eisfrei  gewor- 
denen Äbschmelzfelde  ihren  Weg  suchenden  Ströme  fast  zur 
Alleinherrschaft.  Das  dortige  Diluvium  aus  der  Zeit  der  am  wei- 
testen nach  Süden  reichenden  Invasion  des  Inlandeises  und  der 
folgenden  Abschmelz-  und  Ueberfluthungsperiode  setzt  sich  des- 
halb fast  ausschliesslich  aus  mächtigen  Complexen  von  mit  ein- 
ander innig  verwobenen  Sauden,  Granden,  Kiesen  und  grobem 
Rollschutt  {altdiluvialen  Schottern)  zusammen,  während  der  nor- 
male Geschiebelehm  und  mehr  noch  der  Geschiebemergel  nur  ganz 
sporadisch  und  dann  meist  in  höchst  geringfügiger  Ausdehnung, 
zuweilen  in  Form  von  Nestern,  Schmitzen  und  plumpen  bank- 
artigen Einlagerungen  zwischen  oder  unter  den  Schottern  zur 
Entwicklung  gelangt  oder  erhalten  geblieben  ist.  Unter  den  letzt- 
genannten Ablagerungen  spielen  solche  von  ausschliesslich  nor- 
dischem oder  rein  nördlichem  Hateriale,  also  von  echter,  durch  die 
Schmelzwasser  ihrer  thonigen  und  feinsandigen  Theile  beraubter 
Grundmordne,  nur  eine  zurücktretende  Rolle.  Die  Structur  der- 
selben ist  dann  z.  Th.  eine  chaotische,  z.  Th.  eine  regellos  ge- 
schichtete. Geschliffene  und  geschrammte  Geschiebe  selbst  von 
erst  in  Nordsachsen  aufgenommenen  Gesteinen  sind  in  ihnen  nicht 
selten.  Durch  UebergUnge  ist  dieser  Glacialschutt  einerseits  mit 
einer  stark  sandig-grandigen,  bankartig  geschichteten,  also  eben- 
falls stark  durchwässerten  Facies  des  Geschiebelehmes,  —  an- 
derseits und  zwar  durch  reichliche  Aufnahme  von  Gerollen  ein- 
heimischen und  südlichen  Materials  mit  den  wohlgeschichteten 
benachbarten  und  z.  Th.  gleichalterigen  Schottern  verknüpft. 
Letztere  sind  es ,  welche  der  Hauptmasse  nach  das  ganze  Dilu- 
vialgebiet der  Nordlausitz  mit  den  Städten  Bautzen,  Bischofs- 
werda,  Stolpen,  Pulsnitz,  Radeberg,  Radeburg,  Königsbrück, 
Ortrand,  Kamenz,  Wittichenau  und  Königswartha  zusammen- 
setzen. 

Das  Charakteristische  aller  dieser  in  ihrer  innigen  Verge- 
sellschaftung als  altdiluviale  Schotte)'  bezeichneten  Sande,  Grande 
und  groben  Kiese  ist  ihre  Zusammensetzung  aus  einem  Gemische 
von  nordischem  oder  nördlichem  (also  glacialem)  mit  einhei- 
mischem, sowie  aus  dem  Süden  stammendem  (also  fluviatilem] 
Material.  Die  Gerolle  dieser  zum  grössten  Theile  wohlgeschich- 
teten, auf  weite  Flächen  vollkommen  horizontal  gelagerten 
Schotter  sind  fast  durchweg  ausgezeichnet,  z.  Th.  geradezu 
kugelig  gerundet.    Das  in  seiner  Menge  sehr  schwankende,  oft 
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sehr  zurücktretende,  zuweilen  aber  auch  reichliche  nordische 
Material  wird  in  erster  Linie  von  Feuerstein,  ferner  von  den 
unverkennbaren  Dalaquarziten,  Scolithussandsteinen,  Rapakivis, 
Elfdalener  Porphyren,  bunten  Gneissen  und  Graniten  sowie  von 
Ämphiboliten  gebildet.  Dem  Felsuntergrunde  der  Nachbarschaft, 
z.  Th.  auch  dem  stldlich  angrenzenden  Lausitzer  Gebirge  ent- 
stammen die  monotonen  Varietäten  des  Lausitzer  Hauptgranites, 
Diabase,  untersilurische  Grauwacken  und  die  charakteristischen 
Contactgesteine  der  letzteren.  Zu  beiden  gesellen  sich  und  zwar 
namentlich  im  westlichen  Theile  dieses  Gebietes,  durch  die 
Flüsse  der  ältesten  Glacialzeit  aus  Süden  oder  Südosten  herbei- 
geführt :  silurische  Kieselschiefer,  porphyrische  Basalte,  Phono- 
lithe  und  Quadersandsteine  Nordböhmens  oder  der  Südlausitz, 
deren  Geschiebe  sich  selbst  noch  an  der  Nordgrenze  Sachsens 
einen  Durchmesser  von  0,3  bis  0,5  m  bewahrt  haben  können. 
Hierzu  treten  überall,  z.  Th.  vorwiegend  weisse  Quarzkiesel  aus 
der  Braunkohlenformation. 

Das  Hischungsverhältniss  aller  dieser  Gerolle  von  verschie- 
dener Herkunft  ist  je  nach  der  Reichlichkeit  des  nordischen 
Materiales  und  je  nach  der  Zugehörigkeit  der  Schotterablagc- 
rungen  zu  einem  der  zahlreichen  von  Süden  her  eingreifenden 
altdiluvialen  Flussgebiete  (der  Elbe,  Pulsnitz,  Elster,  des  Schwarz- 
wassers, der  Spree,  Neisse)  ein  sehr  schwankendes,  im  Allgemeinen 
aber  herrschen  neben  Tertiärquarzen  jedenfalls  Lausitzer  Gra- 
nite, in  gewissen  Arealen  auch  Lausitzer  Grauwacken  und  deren 
Contactproducte  vor  und  ihre  Mischung  mit  dem  nordischen 
Materiale  ist  es,  welche  in  erster  Linie  den  Gesammthabitus  dieser 
Schotter  kennzeichnet. 

Nach  Norden  zu  wird  das  Lausitzer  Schotterareal  von  einem 
bis  über  4  0  km  breiten,  fast  vollkommen  horizontalen,  von  Thal- 
sanden und  -lehmen  ausgekleideten  jungdiluvialen  Strombette 
abgeschnitten,  welches  sich  ungefähr  die  nördliche  Grenze 
Sachsens  entlang  von  Osten  bis  zu  der  bei  Strehla  sogar  1 4  km 
breiten  Fläche  einer  gleichalterigen  Eibthalebene  zieht  und  sich 
mit  dieser  nordöstlich  von  letztgenannter  Stadt  (bei  Frauenhain 
auf  Section  Goilmnitz)  vereint.  Dass  aber  die  nämlichen  alt- 
diluvialen Schotter  auch  jenseits  dieser  jungdiluvialen  Thalflächc 
noch  weiter  nach  NW.  und  N.  fortsetzen ,  dass  sich  also  letztere 
in  das  nordlausitzer  Schotterfeld  eingeschnitten  hat,  beweist  der 
Umstand,  dass  die  Kiese  und  Grande  des  nördlichen  Steilufers 
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dieses  weiten  Thaies  z.  B.  bei  Plessa,  Elsterwerda  und  Lieben- 
werda  ebenfalls  noch  Gerolle  und  grössere  Geschiebe  von  Grau- 
wacke,  Granit,  Basalt,  Phonolith  und  Quader  führen. 

Eine  ähnliche,  nur  durch  die  mehr  nordwestliche  Richtung 
der  Materialzuftlhrung  in  ihrer  Art  modificirte  Beimischung  von 
südlichen  FlussgeröUen  ist  es,  welche  den  kiesigen  Sauden  im 
Liegenden  und  Hangenden  der  Klinger  Schichten  ihren  gegen- 
über den  rein  nordischen  Granden  eigenartigen  Habitus  auf- 
prägt. Dieser  sowie  die  Thatsache,  dass  dortselbst  ein  Geschiebe- 
mcrgcl  nirgends  beobachtet  worden  ist^j,  macht  es  in  hohem 
Grade  wahrscheinlich,  dass  die  Grande  der  Hochfläche  zwischen 
Spree  und  Neisse  bei  Gottbus  die  nördliche  Fortsetzung  der  Lau- 
sitzer Randfacics  des  Altdiluviums  vorstellen,  also  dem  durch 
fluviatile  Beisteuer  und  Umlagerung  modificirten  Abschmelz- 
felde der  ersten  und  ausgedehntesten  Eisinvasion  Norddeutschlands 
angehören.  Die  mit  dem  obersten  Horizonte  dieser  Sand-  und 
Grandablagerungen  durch  auskeilenden  Wechsel  verknüpften 
Klinger  Schichten  besitzen  das  gleiche  Alter  wie  jene.  Die  von 
ihnen  ausgefüllten,  langgestreckten  Mulden  mögen  todte^  ver- 
sumpfte Flussarme  repräsentiren,  in  denen  sich  vegetabilische 
Massen  anhäuften  und  Trübtheile  der  Hochwasser  absetzten^). 


4)  Nach  Analogie  mit  dem  Lausitzer  Diluvium  ist  jedoch  die  Mög- 
lichkeit seines  localen  Auftretens  zwischen  den  Granden  durchaus  nicht 
ausgeschlossen. 

2]  Darüber,  däss  das  Pflanzenmaterial  der  z.  Th.  nur  papierdünnen 
Torflagen,  welche  den  Thonmergeln  im  Hangenden  des  Torfflötzes  der 
Schulz'schen  Thongrube  eine  haarscharfe  schwarze  Bänderung  und  Linii- 
rung  verleihen  (Seite  388;  4  c),  ferner  dasjenige  des  humosen  Thones, 
welches  sich  local  im  obersten  Niveau  der  hangenden  Thonmergel  ein- 
stellt und  bei  besonderer  Anreicherung  mit  pflanzlicher  Substanz  als 
oberes  Torfflötz  bezeichnet  wird  (1.  c),  —  darüber,  dass  dieses  Pflanzen- 
materlai  nicht  an  Ort  und  Stelle  gewachsen,  sondern  durch  Strömungen 
angeschwemmt  ist,  herrscht  kein  Zweifel. 

Gleiches  aber  scheint  mir  auch  von  den  Fragmenten  und  Früchten  der 
Holzgewächse  im  unteren  {eigentlichen)  Torfflötze  von  Klinge  (S.  388;  ih]  zu 
gelten. 

C.  Weber  entwirft  in  der  Naturw.  Wochenschrift  4892  Nr.  4,  S.  33 
von  der  Bildungsstätte  des  Kiinger  Torfflötzes  folgendes  Vegetationsbild : 
uEs  war  dort  ein  Sumpf,  vielleicht  ein  See  mit  flachen,  sumpGgen  Ufern. 
Letztere  waren  bedeckt  von  einem  Gebüsch  von  Birken,  Weiden,  Hain- 
buchen und  verkümmerten  Fichten;  dazwischen  standen  einzelne  statt- 
lichere Bttume  der  letzten  Art,  ferner  spärliche  Haseln  und  Espen.« 
Einer  ähnlichen  Vorstellung  verleibt  Neuring  im  Ausland  4892,  Nr.  20, 
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Der  hohe  Kalkgehalt  der  auf  letztere  Weise  entstehenden ,  die 
Pflanzenaccumulate  hermetisch  abschliessenden  Thone  dürfte 
auf  den  Kalkreichthum  des  durch  die  Gewässer  zerstörten  und 
ausgeschlämmten  Geschiebemergels  zurückzuführen  sein. 

Uebrigens  fehlen  auch  dem  Lausitzer  Abschmelz-  und 
Schotterareale  ganz  analoge  Einlagerungen  von  Thonsand ,  Thon 
und  kalkhaltigem  Bänderthon  nicht  gänzlich,  wenn  auch  in  ihnen 
bis  jetzt  nirgends  pflanzliche  Reste  beobachtet  worden  sind. 

Ausser  dem,  wie  sich  gezeigt  hat,  altdiluvialen  Complex 
von  Sauden  und  Granden  mit  muldenförmig  eingelagerten  Thon- 
mergeln  nebst  Torfflötz  kommt  jedoch  behufs  specieller  Fixirung 
der  dort  herrschenden  Altersverhältnisse  noch  eine  zweite  Ab- 
lagerung des  bei  Klinge  aufgeschlossenen  Diluviums  in  Betracht : 
der  dünn-  und  ebenschichtige  Sand,  welcher  die  beschriebene  alt- 
diluviale  Schichtenreihe  discordant  bedeckt  (siehe  S.  389  und  ds 
des  Proflies  4  und  S).  Wenden  wir  uns  auch  behufs  seiner  geo- 
logischen Erörterung  nach  Süden. 


S.  5  Ausdruck,  indem  er  schreibt:  »Unter  den  Bäumen,  welche  unmittelbar 
am  Ufer  des  Sumpfes  wuchsen,  spielen  Birke,  Fichte  und  Weiden  die 
Hauptrolle.  Die  Kiefer  trat  mehr  zurück.  ...  In  einiger  Entfernung 
vom  Wasser  scheint  die  Hainbuche  zahlreich  vorhanden  gewesen  zu  sein.« 

Mit  derartigen  Anschauungen  steht  jedoch  der  thatsächliche  Befund 
durchaus  in  Widerspruch!  Die  Klinger  Lagerstätten  fttllen  kein  See- 
becken mit  flachen  Ufern  aus,  sondern  schmale,  verhältnissmässig  steil- 
raodige,  trogartige  Rinnen.  Von  früher  an  sie  angrenzendem  Waldboden 
keine  Andeutung,  —  nirgends  eine  noch  so  gering  mächtige  Schicht 
von  humosem  Lehm  zwischen  den  Granden  und  dem  Decksand  der  »Kies- 
rücken«, welche  auf  eine  ehemalige  Pflanzendecke  in  der  Nachbarschaft 
der  Torfmulden  hinwiese,  —  nirgends  die  Spur  eines  einstmaligen  Be- 
standes mit  jenen  Bäumen  und  Sträuchern,  deren  Stämme,  Aeste  und 
Früchte  sich  in  dem  Torfflötze  in  solcher  Masse  aufgespeichert  finden, 
dass  an  ihr  Wachsthum  auf  so  schmalem  Striche  gar  nicht  gedacht 
werden  darf. 

Auch  die  Vermischung  von  Stämmen  der  kümmerlichen  Moorfichte t 
»die  bei  einem  Alter  von  20  und  mehr  Jahren  kaum  die  Dicke  eines 
Daumens  besitzen«  mit  Aesten  stattlicher  Fichten  von  flottem  Wachsthum 
weist  auf  deren  Zusammengeschwemmtsein  aus  dem  oberen  Flussgebiete, 
vielleicht  aus  dem  lausitzer-sudetischen  Randgebirge  hin,  welches,  ebenso 
wie  heute  das  obere  Erzgebirge,  an  besonders  nasskalten  Stellen  die 
Zwergbirke  und  krüppelhafte  Nadelhölzer  getragen  haben  mag. 

Uebrigens  gilt  ja  auch  das  Cromer  Forest  Bed,  auf  die  Aehnlichkeit 
dessen  pflanzlichen  Charakters  Nehring  und  Nathorst  wiederholt  aufmerk- 
sam machen,  als  ein  fluviatiles  Anschwemmung sproduct  und  zwar  als  ein 
solches  nahe  der  damaligen  Mündung  des  Rheines  in  die  Nordsee. 
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Bis  weit  hinein  in  das  Lausitzer  Gebirge  werden  die  alt- 
diluvialen Schotter  und  die  sich  aus  ihnen  erhebenden  Kuppen 
und  Rücken  von  Granit,  Grauwacke  und  Tertiär  überzogen 
durch  eine  höchst  wechselvoll  ausgebildete  Deckschicht.  Bald  er- 
scheint diese] als  eine  wenig  mächtige  Hülle  von  ungeschichte- 
tem, schwach  lehmigem  Sand,  bald  als  eine  solche  von  reinem 
oder  grandigem  Sand ,  dann  zuweilen  geschichtet.  Für  weite 
Strecken  gehen  diese  Decksande  ganz  allmählich  in  einen  ge- 
schiebefreien Decklehm  oder  aber  in  Lüsssand  und  durch  diesen 
in  kalkhaltigen  normalen  LOss  über.  Ersteren  ist  die  Führung 
kleinerer  oder  grösserer  Geschiebe  gemeinsam,  welche  entweder 
unregelmässig  in  der  sandigen  Grundmasse  vertheilt  oder  an  der 
Basis  des  Decksandes  zu  einer  Steinsohle  concentrirt  sind.  Viele, 
mancherorts  die  Mehrzahl  dieser  Gerolle  sind  als  Dreikanter  aus- 
gebildet, grössere  Geschiebe  wenigstens  stellenweise  mit  Kanten, 
aber  rundum  narbig  mit  ausgeätzter  Sculptur  versehen.  Auch 
in  der  Masse  des  Lösssandes  und  Lösslehmes  sind  einzelne  kleine 
Gerolle  vertheilt,  im  Löss  zuweilen  schmitzenartig  angehäuft 
oder  lagenförmig  angeordnet,  meist  aber  ruhen  auch  diese  Ge- 
bilde auf  einer  Steinsohle  mit  KantengeröUen. 

Discordant,  oft  topfartig  eingreifend,  schneidet  diese  Deck- 
schicht die  Bänke  der  Diluvialkiese  und  -sande  ab ,  meist  scharf 
von  ihnen  durch  die  Steinsohle  getrennt,  wo  aber  diese  fehlt, 
ist  der  Decksand  mit  deren  Oberfläche  verwachsen.  Wie  eine 
dicht  sich  anschmiegende,  local  sogar  auf  eine  blosse  Steinbe- 
streuung  reducirte  IlüUe  überzieht  die  Deckschicht  das  gesammte 
bereits  fertige  Relief  des  Hügellandes  und  der  Hochflächen  bis 
hinab  zu  den  Thalsanden  und  -lehmen  des  grossen  jungdiluvia- 
len Flussthaies  im  äussersten  Norden  Sachsens. 

Was  ober  dieser  Deckschicht  ihren  ganz  absonderlichen 
Charakter  verleiht ,  ist  der  Umstand ,  dass  nur  ein  Theil  der  in 
ihr  enthaltenen  Geschiebe  und  Blöcke  nordischen  Ursprunges 
ist,  während  ein  reichlicher,  ja  flächen  weise  ein  vorwiegender 
Procentsatz  derselben  südliche  Herkunft  besitzt.  Unter  letzteren 
verdienen  neben  Lausitzer  Graniten,  Grauw^acken  und  deren 
Contactgesteinen,  Quarzporphyren,  Kieselhölzern  und  Quarzilen 
besonders  die  südlausitzer  und  böhmischen  Basalte,  Phonolilbe, 
Quader  und  silurischen  Kieselschiefer  um  so  grössere  Beachtung, 
als  deren  Blöcke  wenigstens  im  westlichen  Theile  des  Lausitzer 
Schotterfeldes,  hier  aber  noch  in  75  km  Entfernung  von  der 
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säcbsisch-böhmischen  Grenze ,  nicht  selten  einen  Durchmesser 
von  0,3  bis  0,5  m  erreichen. 

Als  Product  eines  zweiten  Verstosses  des  Inlandeises  lässt 
sich  dieser  Decksand  nicht  erklaren.  Hiergegen  spricht  zunächst 
seine  Ausdehnung  über  die  gesammte  Randzone  des  nordlausitzer 
Diluviums  bis  zu  dessen  äusserster  Stldgrenze,  namentlich  aber 
seine  Führung  reichlichen  südlichen  Materiales ,  das  sich  nicht 
allein  durch  Aufnahme  aus  den  liegenden  Flussschottern  er- 
klaren lasst.  Je  genauer  die  Kenntniss  ist,  welche  man  durch 
das  Studium  dieser  Deckschicht  und  aller  ihrer  Einzelzüge  inner- 
halb ihres  sächsischen  Verbreitungsgebietes  erlangt,  desto  mehr 
häufen  sich  die  Wahrscheinlichkeitsgründe  dafür,  dass  die 
Deckschicht  hierselbst  einer  Reihe  von  Folgeerscheinungen  der 
nämlichen  Abschmelz-,Ueberfluthungs-und  Thalbildungsperiode 
ihre  Entstehung  verdankt,  aus  der  die  sie  unterlagernden 
Glacial-  und  Flussschotter,  nebst  den  ihnen  untergeordneten 
Thonen  und  Thonsanden  hervorgegangen  sind. 

Ein  den  rein  sandigen  Modificationen  Nordsachsens  ganz 
ähnlicher  Decksand  ist  es,  der  auch  bei  Klinge  die  älteren  Dilu- 
vialschichten überlagert.  Auch  er  schneidet  dieselben  discor- 
dant  ab,  bildet  Töpfe  und  Zähne  in  deren  Oberfläche  und  führt 
(nach  Datbe  und  Nbhring)  isolirte  nordische  und  südliche  Ge- 
schiebe, beide  zum  Theil  in  Dreikanter  umgestaltet  und  local  zu 
einer  Steinsohle  an  seiner  Basis  concentrirt,  —  ist  ausserdem  in 
seinem  ganzen  dortigen  Aufschlussgebiete,  an  den  Wänden  aller 
dortigen  Tagebaue  scharf  horizontal  geschichtet. 

Das  geologische  Alter  der  Klinger  Schichten. 

Ist  einerseits  das  präglaciale  Alter  der  Klinger  Schichten 
und  deren  geologische  Aequivalenz  mit  dem  Cromer  Forest  Bed 
Norfolks  auf  das  Bestimmteste  ausgeschlosse^i ,  so  sind  nach  Obi- 
gem anderseits  in  den  Verbandsverhältnissen  der  Klinger  Schich- 
ten keinerlei  Anhaltspunkte  gegeben,  vermittelst  deren  sich  auf 
stratigraphischem  Wege  die  interglaciale  Stellung  dieses  Schich- 
tencomplexes  beweisen  Hesse.  Den  einzigen  und  zwar  palä- 
ontologischen Hinweis  auf  diese  letztere  könnte  man  mit  Nathorst 
darin  erblicken,  dass  sich  in  den  das  Torfflötz  überlagernden 
Thonen  und  in  deren  torfigen  Zwischenlagen  (siehe  S.  388),  frei- 
lich eingeschwemmte,  durch  Wasserfluthen  herbeigeführte  Reste 
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von  Betula  nana  vorfinden,  während  die  Gewächse  in  dem  Torf- 
lager selbst  auf  ein  wärmeres  Klima  hinweisen.  Das  Erscheinen 
dieser  an  kältere  klimatische  Verhältnisse  gebundenen  Pflanze 
scheint  Nathorst*)  auf  eine  Temperaturerniedrigung  hinzuweisen, 
welche  dann  mit  einem  erneuten  Vordringen  des  Inlandeises  in 
Zusammenhang  gestanden  haben  könnte.  Dafür  aber,  dass  dieses 
die  Ablagerungsstätte  der  Rlinger  Schichten  erreicht  und  über- 
schritten hätte^  liegen  keinerlei  geologische  Anzeigen  vor.  Nur  so 
viel  dürfte  aus  den  dortigen  Verhältnissen  hervorgehen,  dass  die 
Klinger  Schichten  ebenso  wie  die  mit  ihnen  durch  Wechsellage- 
rung verknüpften  Grande  und  Sande  demjenigen  Abschnitte  der 
Glacialzeit  entstammen,  in  welchem  sich  das  Inlandeis  bereits 
weit  von  der  äussersten  Südgrenze  seiner  ersten  und  intensivsten 
Ausbreitung  zurückgezogen  hatte,  —  einer  Zeit,  während  deren 
sich  mächtige  Ströme  aus  dem  lausitzer-sudetischen  Randgebirge 
nach  Norden  ergossen,  —  während  deren  sich  endlich  in  dem 
nördlich  anstossenden  Ländergebiete  bereits  wieder  neue  oscilla- 
torische  Verstösse  des  Eisrandes  vollzogen  haben  mögen ,  ohne 
dass  es  jedoch  bis  zur  Ueberschreitong  der  bei  Klinge  abgelager- 
ten Schichten  gelangt  wäre. 

Will  man  etwa  die  randlichen  Ablagerungen  aus  dieser  eben 
skizzirten  altdiluvialen  Aera  als  nnterglaciaU  bezeichnen,  so 
dürfte  auch  den  Klinger  Schichten  diese  Benennung  zukommen. 
Jedoch  nur  in  diesem  Sinne,  —  denn  ein  sogenanntes  tlntergla- 
cialprofil«  liefert  das  Diluvium  von  Klinge  nichL  Sieht  man  viel- 
mehr von  den  gleichzeitigen  Ereignissen  auf  nördlicheren  Land* 
strichen  ab  und  fasst  ausschliesslich  die  Gegend  von  Klinge  und 
das  Lausitzer  Schotterareal  in's  Auge,  bis  wohin  nach  Ausfüllung 
der  Torfmulden  das  nordische  Inlandeis  nicht  wieder  vorge- 
drungen ist,  so  muss  man  die  Ablagerungen  von  Klinge  als 
postglacial  betrachten. 


4)  Naiurw.  Wochenschr.  4892.  Nr.  25,  S.  247.  Jedoch  macht Nathorst 
selbst  darauf  aufmerksam,  dass  aus  den  eingeschwemmten  Resten  von  Betula 
nana  »keine  bestimmten  Schlussfolgerun  gen«  gezogen  werden  dürften. 
(Vgl.  auch  oben  S.  398,  Anmerkung  2.) 
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SITZUNG  VOM  1 7.  OCTOBER  1 892. 

Ernst  von  Meyer ,  Vergleichende  Charakteristik  der  dimole^ 
kulareti  Nitrile.  (Nach  eignen  Untersuchungen  und  Versuchen 
von  Dr.  P.  S.  Burns.} 

Die  von  mir  aufgefundenen  dimolekularen  Nitrile*) 
verdanken  ihre  Entstehung  der  eigenthümlichen  Einwirkung  von 
Natrium  auf  Nitrile  bei  niedriger  Temperatur,  welche  am  besten 
durch  Arbeiten  in  absolut  ätherischer  Lösung  erzielt  und  regulirt 
wird.  Die  Reaction  besteht,  wie  von  mir  nachgewiesen  ist,  nicht 
nur  in  einer  Aneinanderlagerung  von  21  Mol.  Nitril  unter  Mit- 
wirkung des  Natriums,  sondern  gleichzeitig  betheiligt  sich  ein 
drittes  Mol.  des  betreffenden  Cyanids  an  der  Wechselwirkung, 
indem  es  durch  Natrium  in  Gyannatrium  und  das  mit  Cyan  ver- 
bundenen Radical  (Alkyl)  gespalten  wird,  welch'  letzteres  mit 
dem  bei  der  Polymerisirung  frei  werdenden  Wasserstoffatom 
einen  Kohlenwasserstoff  bildet.  Für  Acetonitril  z.  B.  verläuft 
die  gesammte  Reaction  nach  folgenden  Gleichungen : 

C/f,  CiV-l-  Na  =  CH^  NaCN+H 
CH^NaCN+  CH^CN=  C^H^NaN^ 

NatriumverbiDdung  des 
Di-Aceton  itrils 
CH^  CN+Na=^  Na  CN+  CH^ 

Ans  den  chemischen  Umwandlungen  des  Di-Propionitrils 
hat  sich  seine  Constitution  klar  ergeben :  es  ist  als 


4)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  (2)  XXXVII,  444;  XXXVIII,  886;  XXXIX,  489. 
MatK-plija.  CUwiiw  1892.  27 
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a-Imidopropyl-Cyanathyl:  C^H^C(NH)  axxfiitifeLSsen.  Das 

CH^'CHCN 
aus  Cyanmethyl  dargestellte,  von  Holtzwart^)  untersuchte 
Di-Acetonitril  wird  entsprechend  als  Imidoäthyl- Cyanmethyl: 
CH^C{NU)  betrachtet'^).  —  Zu  diesen  aus  2  Mol.  eines  Nitrils 

CH^CN 
hervorgehenden  Körpern  gesellen  sich  noch  zwei  Dinitrile,  wel- 
che durch  Polymerisation  von  zwei  verschiedenen  Gyanideo 
entstanden  sind:  das  Imidobenzylcyanmethyl,  kürzer 
BenzoacetodinitriP):  C^H^C[NH)CH^CN,  aus  Benzo- und 
Acetonitril,   und  das  BenzopropiodinitriP): 

C^H^C(NH)'CH(CH^)CN, 

Die  drei  erstgenannten  Dinitrile ,  welche  nach  den  früher 
mit  ihnen  ausgeftlhrten  Untersuchungen  einige  Verschiedenheiten 
in  ihrem  chemischen  Verhalten  erkennen  Hessen,  sind  inzwischen 
einem  genaueren  vergleichenden  Studium  unterworfen  worden, 
dessen  Ergebnisse  im  Folgenden  mitgetheilt  werden. 

Obwohl  von  gleichartiger  Constitution,  zeigen  diese  Körper 
unter  einander  in  vielen  Fällen  ein  so  abweichendes  Verhalten, 
wie  es  bei  Angehörigen  einer  und  derselben  Körperclasse  bisher 
kaum  beobachtet  sein  mag.  Die  Ursache  dieser  Unterschiede 
aufzuklären ,  ist  gewiss  eine  lohnende  Aufgabe.  —  Bei  Betrach- 
tung der  Formeln  jener  drei  Dinitrile : 

Cff,  .  C{NH)'CH^CN 

c^h^'  c{nh)'ch^cn 
c^h^'C(nh)'CH(ch;jcn 

erkennt  man,  dass  die  Verschiedenheit  dieser  Körper  wesenthch 
durch  die  Natur  und  Function  der  Radicale  bedingt  ist,  die  in 
das  Cyanmethyl  eingeführt  sind ;  denn  von  diesem  letzten  lassen 
sich  alle  drei  ungezwungen  ableiten.  —  Somit  können  diese 
Untersuchungen  zur  Aufklärung  des  Einflusses  dienen,  welchen 
Badicale  in  organischen  Verbindungen  ausüben. 


i)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  (2)  XXXIX,  SSO. 

2)  Statt  der  umstäDdlichen  rationellen  Bezeichnungen  werde  ich 
die  kürzeren  Namen  Di-Propionitril  und  Di-Acetonitril  ge- 
brauchen, aus  denen  die  Herkunft  dieser  Körper  direct  zu  erkennen  ist. 

3)  Journ.  f.  prakt.  Chem.  (2)  XXXIX,  242. 

4)  Daselbst  XXXIX,  189.' 
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1.  Einwirkung  von  Wasser  anf  Dinitrile/} 

a.  Di-Acetonitril  zersetzt  sieb  durch  kochendes  Wasser 
unter  Bildung  von  Ammoniak  und  Blausäure,  mit  deren  Dampfen 
geringe  Mengen  des  höchst  unbeständigen  Cyanacetons  ent- 
weichen, welches  durch  Ueberfübrung  in  sein  Hydrazon  (97° 
Schmelzpunkt]  nachgewiesen  wurde.  Als  Hauptproduct  krystal- 
lisirt  au^  der  wflssrigen  gelben  Lösung  ein  Körper  von  der  Zu- 
sammensetzung  C^H^N^O,  dessen  Entstehung  aus  primär  ge- 
bildetem Cyanaceton  kaum  zu  bezweifeln  ist.  Die  Einwirkung 
des  Wassers  auf  Di-Acetonitril  kann  durch  folgende  Gleichungen 
wesentlich  ausgedrückt  werden : 

CH^C(NH) .  CH^CN+  H^O  =  H^N+  CH^CO  -  CH^CN 

Cyanaceton 
8  CH^CO .  CH^CN  z=H^O+  C^H^N^ 0  . 

Die  Blausäure  verdankt  ihre  Entstehung  wahrscheinlich  der 
Zersetzung  eines  Theils  des  Cyanacetons  in  Oxyaceton : 

CH^ COCH^ CN+  H^O  =  HCN+  CH^ CO CH^ OH  . 

Was  die  Constitution  des  Körpers:  C^H^h\0^)  anlangt,  so 
ist  die  Condensation  des  Cyanacetons  vielleicht  analog  der  des 
Acetons  vor  sich  gegangen : 

2C/r,  CO  =  H^O+CH^C  =  CHCOCH^ 
I  I 

CH,  CH^ 

Mesityloxyd 
9iCH^C0  =  H^O  +  CH^C  =  CCN'COCH^ 

CH^  CN  CH^  CN 

Dicyanmesityloxyd . 

Hiernach  sind  die  zwei  Wasserstoffatome  des  in  dem  einen 
Mol.  Cyanaceton  enthaltenen  Cyanomethyls  CH^CN,  als  beson- 
ders reactionsfähig ,  mit  dem  Sauerstoffatom  des  zweiten  Mol. 
ausgetreten,  wodurch  die  Condensation  ermöglicht  ist. 

4)  Vergl.  Journ.  f.  prakt.  Chem.  (2)  XXXIX,  4  94  u.  839. 

3]  Dieselbe  Verbindung  ist  wahrscheinlich  von  Held  aus  Cyanacet- 
essigäther  durch  Erhitzen  mit  Wasser  erhalten  worden  (Ann.  Chim.  [6] 
XVIII,  547).  Vergl.  auch  die  kritischen  Bemerkungen  Obregia's  über  ihre 
mulhroassliche  Constitution  (Ann.  Chero.  CCLXVI,  848). 
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b.  Das  Benzoaceto-Dinitril:  CeÄ^C(iV^)  welches  sich 

CH^  CN, 
nach  seiner  Constitution  von  dem  Di-Acetonitril  nur  dadurch 
unterscheidet,  dass  es  Phenyl  an  Stelle  von  Methyl  enthalt,  zeigt 
beim  Erhitzen  mit  Wasser  ein  anderes  Verhalten.  Durch  Kochen 
unter  gewöhnlichem  Druck  erfährt  es  so  gut  wie  keine  Zersetz- 
ung ;  erst  wenn  es  im  geschlossenen  Rohre  auf  \  20*^ — \  30°  er- 
hitzt wird,  zerlegt  es  sich  wesentlich  in  Ammoniak  und  Cyan- 
acetophenon,  welche  unter  diesen  Bedingungen  grössten- 
theils  unter  Aufnahme  von  21  Hol.  Wasser  und  Abspaltung  von 
Ammoniak  in  Acetophenoncarbonsaure  und  weiter  in  Kohlen- 
saure und  Acetophenon  umgewandelt  wird,  gemäss  folgenden 
Gleichungen : 

C^H^C{Nn)'CH^Ci\+n^O  =  H^N+C^H^CO'CH^CN 

C^H^CO'CH^COOH  =  CO^+C^H^COCH^  . 

Blausaure  bildet  sich  aber  gar  nicht,  dagegen  ein  amor- 
phes Product,  tlber  dessen  Natur  ein  Aufschluss  nicht  gewonnen 
werden  konnte. 

c.  Di-Pro pionitril  liefert  beim  Kochen  mit  Wasser  als 
Hauptproduct  das  von  mir  früher  untersuchte  a-Gyandiatbyl- 
keton  und  Ammoniak,  daneben  Blausaure  und  muthmasslich 
Oxydiathylketon.  Die  Hauptreaction  entspricht  also  der  Glei- 
chung : 

C^H^  C{NH) .  CH(CH^)  CA  +  H^O  =  H^N  +  C^H^CO  •  CU[CH,j 

I 

CN 


a-CyandittthylketoD . 

Die  Zersetzung  bleibt  hier  bei  der  Bildung  des  Gyanketons 
stehen,  wahrend  bei  dem  Di-Acetonitrii  das  Gyanaceton  sich 
grösstentheils  condensirt. 

2.  Die  Einwirkung  von  Säuren  auf  die  drei  Dinitrile  ver- 
lauft wesentlich  gleichartig,  insofern  das  in  ihnen  fungirende 
Imid  (iV//)  durch  Sauerstoff  ersetzt  wird,  und  Cyanketone  ent- 
stehen.   In  Folge  der  geringen  Beständigkeit  des  aus  Di-Aceto- 
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nitrii  hervorgehenden  Cyanaeetons  Iflsst  sich  dieses  nur  in  mini- 
malen Mengen  erhalten,  während  die  Gewinnung  des  Cyanmethyl- 
phenyl-  und  des  Cyandiäthyiketons  keinerlei  Schwierigkeiten 
bietet. 

3.  Einwirkung  von  salzsanrem  Hydroxylamin  auf  Dinitrile. 

(Nach  Versuchen  von  Bdrns.) 

Auf  die  drei,  zu  vergleichenden  Dinitrile  wirkt  salzsaures 
Hydroxylamin  sehr  leicht  und  glatt  ein;  es  entstehen  hierbei 
Verbindungen  von  der  Zusammensetzung  der  zu  erwartenden 
Oxime.  Jedoch  ist  bemerkenswerther  Weise  nur  das  Product 
aus  Di-Acetonitril  ein  wirkliches  Oxim,  während  die  beiden 
andern  Dinitrile  ganz  anders  constituirte  Körper  liefern,  welche 
den  Oximen  isomer  sind. 

a.  Di-Acetonitril  und  salzsaures  Hydroxylamin. 

Beide  reagiren  in  Gegenwart  von  Wasser  sofort  auf  einander; 
aus  der  hellgelben  Lösung  scheiden  sich  bald  lange  Nadeln  von 
96^  Schmelzpunkt  aus,  welche  in  Wasser  wenig,  in  Alkohol, 
Aether,  auch  in  heissem  Benzol  leicht  löslich  sind.  Die  Verbin- 
dung hat  die  Zusammensetzung:  C^  //g  N^ 0. 

Berechnet  Gefunden 

C  48,97  ^  48,7  ^  *) 

//  6,42  ))  6,5  » 

N  28,50  r>  28,8  » 

Nach  ihrem  Verhalten  ist  dieselbe  das  Oxiip  des  Cyan- 
aeetons; sie  wird,  analog  andern  Oximen,  durch  Erhitzen  mit 
concentrirter  Salzsäure  in  salzsaures  Hydroxylamin  und  Cyan- 
aceton,  das  grösstentheils  weitere  Zersetzung  erfährt,  gespalten, 
gemäss  der  Gleichung : 

CH,C  =  NOH+II^O+fICl  =  H^N'OH'HCl+CfI^CO 

CH^  CN  CH^  CN 

Sehr  bemerkenswerth  ist  die  Umwandlung  des  Cyanaceton- 
oxims  durch  Erhitzen  mit  Wasser.  Noch  ehe  man  die  Temperatur 


4)  Die  Zahlen  zum  Beleg  dieser  und  anderer  Analysen  sollen  in  aus- 
führlichen Abhandlungen  an  anderer  Stelle  mitgetheilt  werden. 
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seiner  wässrigen  Lösung  bis  zum  Sieden  gesteigert  hat^  tritt 
lebhaftes  Aufwallen  ein.  Der  nach  dero  Verdampfen  bleibende 
Rückstand :  ein  Oei,  welches  bald  zu  schönen  Prismen  erstarrt, 
hat  die  gleiche  Zusammensetzung,  wie  das  Oxim.  Aus  Benzol 
scheidet  sich  der  isomere  Körper  in  federförmigen  Krystallen  vod 
84^  Schmelzpunkt  ab. 


Berechnet 

Gefunden 

c 

48,97  ^ 

48,86  ^ 

H 

6,12  » 

6,40  » 

N 

28,50  > 

28,30  » 

Dass  diese  Verbindung  nicht  mehr  ein  Oxim  ist,  ergiebt 
sich  aus  ibrem  ganzen  Verhalten :  Mit  Salzsäure  zersetzt,  giebt 
sie  kein  Hydroxylamin  (dagegen  Ammoniak),  in  Alkalien  ist  sie 
schwerer ,  als  in  Wasser  löslich.  Während  das  isomere  Cyan- 
acetoxim  kein  salzsaures  Salz  zu  bilden  vermag,  liefert  die  obige 
Verbindung,  in  ätherischer  Lösung  mit  Chlorwasserstoff  behan- 
delt, ein  solches  von  der  Zusammensetzung:  C^H^N^O'  HCL 

Was  ihre  Constitution  anlangt ,  so  ist  man  auf  Grund  des 
Verhaltens  der  beiden  andern  Dinitrile  zu  Hxdroxylamin  be- 
rechtigt ,  ihre  Zusammensetzung  durch  folgende  Formel  aussa- 

drttcken : 

CH^C  =   N 

I  >o 

CH^'^C=NH 

und  sie  als  Metbylisoxazolonimid  zu  bezeichnen.    Ihre 
Entstehung  aus  dem  isomeren  Cyanacetoxim  CH^  C  =  NOH  he- 

CH^  —  CN 
ruht ,  wie  man  beim  Vergleich  der  beiden  Formeln  leicht  er- 
kennt,   auf  der  Wanderung  des   Hydroxyl -Wasserstoffs  zum 
Stickstoff  des  Cyans;  in  Folge  davon  ist  eine  RingsohUessung  er- 
möglicht. 

b.  Benzoaceto-Dinitril  und  salzsaures 

liydroxylamin. 

Beide  wirken  in  weingeistiger  Lösung  leicht  auf  einander 
ein.  Der  Verdaropfungsrückstand,  mit  Wasser  zur  Entfernung 
von  Chlorammonium  und  salzsaurem  Hydroxylamin  behandelt 
und  aus  Benzollösung  mit  Petroläther  gefällt ,  giebt  eine  in  Na- 
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delD  von  414°  Schmelzpunkt  krystallisirende  Verbindung  von 
der  erwarteten  Zusammensetzung:  C^H^N^O. 

Berechnet  Gefunden 

C              67,60  ^  67,27  ^ 

H                5,00  »  5,34  » 

JV              17,50  »  17,60  » 

Schon  das  Verhalten  dieses  Körpers  zu  massig  verdünnter 
Salzstture  zeigt  unzweideutig  an,  dass  er  nicht  mehr  das  in 
erster  Linie  entstehende  Cyanaoetophenonoxim: 

CH^CN 

ist,  sondern  das  diesem  gleich  zusammengesetzte  Phenyl- 
isoxazolonimid: 

I  >0       , 

also  der  obigen  Methylverbindung  [vor.  S.)  analog.  Durch  gelin- 
des Erwflrmen  der  Phenylverbindung  in  salzsaurer  Lösung  wird 
sie  nämlich  in  das  von  Claisbn*)  und  Obr£gia*)  beschriebene, 
auf  anderem  Wege  dargestellte  Phenylisoxazolon  glatt 
umgewandelt,  gemäss  folgender  Gleichung : 

C^H^C=N+  H^0+  HCl  =  H.NCl  +  C^H^  C=N 

I     >o  I      >o. 

CH^  C[NH)  CH^  CO 

Die  Identität  des  Productes  dieser  Reaction  mit  Claisbpt's 
Phenylisoxazolon  wurde  durch  den  Schmelzpunkt:  gegen 
148^^  (unter  Zersetzung),  die  Analyse:  C  =  66,86^  (ber.  67,08), 


4)  Ber.  XXIV,  444. 

5)  Ann.  Ghem.  CCLXVI,  8S9.  OsRioiA  hat  auch  das  oben  beschriebene 
Phenylisoxazolonimid  dargestellt,  und  zwar  durch  Einwirkung  von 
Hydroxylamin  auf  Cyancetophenon,  legt  ihm  aber  die  unwahrscheinliche 
Constitution : 

Cß  «j  •  C  •  C  Hm 

N  CO      bei. 

\/ 
NB 
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H  =  k,h%^  (her.  4,34),  iV=9,04^  (her.  8,7)  und  seine  Um- 
Wandlung  in  das  Nitrosoderivat  von  \k\  —  4 43^  Schmelzpunkt 
sicher  erwiesen. 

Für  die  obige  Verbindung,  C^H^N^O  kann  demnach  die 
ihr  ertheilte  Constitution  angenommen  werden.  Zu  ihrer  Gharak- 
terisirung  sei  noch  Folgendes  mitgetheilt :  Als  Imidoverbindung 
ist  sie  fflhig,  Salze,  sowie  eine  Acetyl Verbindung: 

C,H,C=N 

I      >o 

CH^  C  =  NCOCH^ 

zu  bilden,  welche  in  Krystallen  von  1 64°  Schmelzpunkt  erhallen 
wird.  —  Mit  Brom  in  Aetherlösung  behandelt,  nimmt  sie  2  Ät. 
desselben  auf,  unter  Bildung  einer  krystallinischen  Fällung, 
welche  zwischen  128°  und  130°  unter  Zersetzung  schmilzt. 
Dieses  Dibromid  geht  durch  Kochen  mit  Wasser  unter  Verlust 
von  4  Mol.  Brom  Wasserstoff  und  Austausch  von  Iroid  gegen  Sauer- 
stoff in  Phenylbromisoxazolon: 

I        >o 

CHBrCO 

über,  welches  in  feinen,  bei  \  34°  unter  Zersetzung  schmelzenden 
Nadeln  krystallisirt. 

c.  Di-Propionitril  und  salzsaures  Hydroxylamin. 

Die  Wechselwirkung  dieser  beiden  Verbindungen  vollzieht 
sich  in  wflssriger  Lösung  sehr  leicht ;  das  theils  als  erstarrendes 
Oel  abgeschiedene,  theils  mit  Aether  ausgeschüttelte  Product 
bildet  Prismen  von  4S°  Schmelzpunkt,  ist  in  Wasser  wenig,  in 
wässrigen  Alkalien  kaum  löslich,  leicht  dagegen  in  Alkohol, 
Aether,    Benzol;    es    hat    die    erwartete    Zusammensetzung^: 

Berechnet  Gefunden 

C  57,44^  57,57^ 

U  7,93  »  7,76  » 

N  «2,22  »  22,22  » 

Da  diese  Verbindung,  welche  inzwischen  von  Hanriot*)  aus 
Cyandiäthylketon  und  salzsaurem  Hydroxylamin  dargestellt  und 

K)  Bull,  soc.  ehem.  (3)  V,  773.  Die  erste  Mittheilung  hierüber  machte 
Herr  Bums  im  Journ.  pr.  Chem.  (S)  XLIH,  406.  (April  4894). 
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aasfdhrlich  untersucht  worden  ist,  sich  der  aus  Benzoacetodinitril 
gewonnenen  (s.  oben)  genau  gleich  verhält,  so  ist  die  Annahme 
gerechtfertigt,  dass  hier  das  analog  zusammengesetzte  Aethyl- 
methylisoxazolonimid  vorliegt,  dessen  Entstehung  aus 
primär  gebildetem  Oxim  aus  der  Nebeneinanderstellung  der 
Formeln  erhellt : 

I  ^->  I         >o 

CH,CH—CN  CH^'CH—C=NH 

Cyandiäthylketoxim  Aethyimethylisoxazolonimid. 

Hanriot  betrachtet  den  letzteren  Körper  als  das  tautomere 
Äethylmethylisoxazol: 

I       >0; 

C//,  C  .  CNH^ 

jedoch  spricht  die  Analogie  desselben  mit  dem  Phenylisoxazolon- 
imid,  sowie  dessen  leichte  Umwandlung  in  das  Phenylisox- 
azolon  (s.  ob.  S.  409)  fttr  die  oben  angewandte  Betrachtungs- 
weise. 

4.  Einwirkung  von  Sänrechloriden, 
insbesondere  Benzoylchlorid,  anf  Dinitrile. 

(Wesentlich  nach  Versuchen  von  Herrn  Burns.) 

Von  den  drei  Dinitrilen  verhält  sich  gegenüber  dem  Ben- 
zoylchlorid  wiederum  das  Di-Acetonitril  ganz  eigenartig 
und  verschieden  von  dem  Benzoacetodinitril  und  von  dem 
Di-Propionitril.  Letztere  liefern  durch  directe  Einwirkung 
des  Chlorids  Monobenzoylderivate  derselben,  das  Di- 
Aceton  i  tri  I  dagegen  gestattet  unter  genau  gleichen  Beding- 
ungen die  Substitution  von  2  At.  Wasserstoff  durch  zwei  Ben- 
zoyle.  Auf  Grund  sorgfältiger  Untersuchung  dieses  Dibenzoyl- 
diacetonitrils  ist  der  Nachweis  geführt,  dass  das  eine  Benzoyl 
direet  an  Stelle  eines  mit  Kohlenstoff  verbundenen  Wasserstoff- 
atoms getreten  ist :  ein  unter  ähnlichen  Bedingungen  bisher  noch 
nicht  beobachteter  Fall. 

a.  Di-Acetonitril  und  Benzoylchlorid. 
Dibenzoyldiacetonitril. 

Schon  in  ätherischer  Lösung  wirken  beide  (im  Yerhältniss 
von  1  Mol.  zu  8  Mol.)  auf  einander  ein;  nach  Verjagen  des  Aethers 
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und  Erwärmen  des  Rttcksiandes  auf  dem  Wasserbade  bleibt 
eine  Krystallmasse,  welche,  nach  Waschen  mit  wenig  Alkohol 
und  mit  Wasser,  aus  beissem  Weingeist  umkrystallisirt  wird; 
man  gewinnt  so  lange,  bei  1 58^  schmelzende  Nadeln,  in  Wasser, 
Sauren  und  Alkalien  nicht  lOslich.  Diese  Verbindung  ist  Diben- 
zoyl-Diacetonitril :  C^H^(COC^H^)^N^. 

Berechnet  Gefunden 

C              74,48^  74,68^ 

H                 4,82  »  5,04  » 

N                9,65  »  9,74  » 

Die  beiden  Benzoyle  besitzen  darin  verschiedene  Functionen. 
Aus  den  Umwandlungen  des  Körpers  ergiebt  sich  für  ihn  folgende 
Constitutionsformel : 

CH^CNCOC^H^ 

CNC'COC^H^   . 
I 
H 

Die  Abkunft  von  Di-Acetonitril 

CH. '  CNH 
'    I 
CNCH^ 

ist  daraus  unmittelbar  ersichtlich.  Durch  Einwirkung  von  wein- 
geistigem Kali ,  sowie  von  Schwefelsäure  auf  das  Dibenzoylace- 
tonitril  wird  nur  das  eine  Benzoyl  eliminirt,  jedoch  geht  die 
Zersetzung  in  beiden  Fällen  weiter :  im  ersteren ,  bei  Anwen- 
dung von  alkoholischem  Kali,  tritt  zugleich  das  eine  Stickstoff- 
atom als  Ammoniak  aus,  und  der  Gomplex  Benzoylimid  [NCOC^  H^) 
wird  durch  1  At.  Sauerstoff  ersetzt,  so  dass  a-Cyan-Benzoyl- 

aceton: 

CH^CO 

CNC'COC.H, 

I  •    " 

H 

entsteht.  —  Im  zweiten  Falle,  durch  Einwirkung  von  halbver- 
dttnnter  kochender  Schwefelsflure,  geht  die  Spaltung  weiter, 
insofern  das  vielleicht  zuerst  entstandene  Gyanbenzoylaceton  in 
Ammoniak,  Kohlensaure,  Essigsäure  und  Acetophenon  gespalten 
wird,  welche  Producte  sämmtlich  leicht  nachzuweisen  sind.  Die 
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obigen  Reactfonen  erklaren  sich  durch  die  Wirkung  des  Wassers 
und  erhellen  aus  folgenden  Gleichungen  : 

1.         CH^'CNCOC^H^ 

I  +iH^O  =  H^N  +  C^H^COOH 

CNCH'COGfi^ 

+  CH^CO 


CNCHCOC^H^ 


a-GyanbeDzoylacetoQ 

IL  CH^  CO 

I        +iH^O==CH^CO 
CNCHCOC^H^  I        +^,iV 

COOH .  CHCOC^  H^ 

Hypoihet.  Benzoylaceton- 
carbonsäure 

ni.  CH^'CO 

I  -\-H^O  =  CO^'^  CH^COOH  +  CH^COC^  H^ 

COOHCHCOC.H,  ^ 

AcetophenoD. 

Deber  Darstellung  und  Eigenschaftca  des  Cyan-Benzoyl- 
acetons  sei  Folgendes  mitgetheilt :  Das  Product  der  Einwirkung 
von  weingeistigem  Kali  auf  Dibenzoyl  -  Diacetonitril  wird  nach 
Verdampfen  des  Alkohols  in  Eiswasser  gelöst ;  durch  vorsichtiges 
Nentralisiren  mit  Salzsäure  erhält  man  die  Verbindung  als  kry- 
stallinische  Fällung,  welche  aus  alkoholischer  Lösung  in  feinen, 
bei  74°  schmelzenden  Nadeln  anschiesst.  Ihre  Zusammensetzung 
entspricht  der  oben  aufgeführten  Formel  des  Cyanbenzoyl- 
acetons:  C^^H^NO^. 


Berechnet 

Gefunden 

c 

70,68  % 

70,66  % 

H 

4,81   » 

6,26  » 

P 

7,48  » 

7,49     7,47 

Dasselbe  bildet  als  Säure  ein  krystallinisches  Silber  salz 
von  der  Zusammensetzung : 

CH^CO 

I 
CNC .  Ag  .  COC^  //, . 
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Seine  Beziehung  zum  Benzoylaceton  erhellt  aus  seiner  Umwand- 
lung in  dieses  durch  Erhitzen  mit  Wasser  (im  Rohre  auf  450^]: 

C//3CO 


CNCHCOC.H,  +CH,CO 


Analog  dem  Benzoylaceton  reagirt  dessen  Cyanderivat  mit 
Ammoniak  unter  Bildung  eines  in  glänzenden,  bei  U8° 
schmelzenden  Imids  von  der  wahrscheinlichen  C!onstitution : 

I 
CNCH'COC^H^ 

also  eines  Benzoyl-Diacetonitrils.  Mit  Phenylhydrazin 
liefert  das  Gyanbenzoylaceton  das  ebenfalls  bisher  unbekannte 
Methyldiphenylcyanpyrazol,  muthmasslich  wie  folgt  constituirt: 

CH^'C=N 

I  >NC,H,  . 

CNC=CC^H^ 

Dasselbe  krystallisirt  aus  Alkohol  in  rhombischen  Blattchen  vod 
4  89^  Schmelzpunkt  und  bildet  sich  auch  direct  aus  dem  Diben- 
zoyldiacetonitril  mittelst  Phenylhydrazin  unter  Abspaltung  von 
Ammoniak,  Benzoesäure  und  Wasser. 

b.  Benzoaceto-Dinitril  und  Benzoylchlorid. 
Monobenzoyl-Benzoacetodinitril. 

Unter  gleichen  Bedingungen ,  wie  oben  (unter  a) ,  treten 
beide  Ingredienzien  in  Wechselwirkung  und  liefern  ein  Mono- 
benzoylderivat  des  Benzoacetodinitrils,  welches,  am  besten 
aus  Eisessig  umkrystallisirt,  seideglänzende  Nadeln  von  250° 
Schmelzpunkt  bildet  und  in  den  gebräuchlichen  Lösungsmitteln 
sehr  schwer  oder  gar  nicht  löslich  ist.  Seine  Zusammensetzung: 
CgH^\COC^H^)N^  ergiebt  sich  aus  der  Analyse. 


Berechnet 

Geftinden 

c 

77,42)^ 

77,20  ^ 

H 

4,83  » 

4,99  > 

N 

11,65  » 

11,30  » 
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Die  grosse  Beständigkeit  dieses  Körpers  gegen  Alkalien  und 
Säuren  (selbst  bei  160°)  iässt  auf  eine  analoge  Constitution  des- 
selben mit  der  des  unter  c.  näher  beschriebenen  Benzoyl-Dipro- 
pionitrils  schliessen,  sodass  die  obige  Verbindung  muthmasslich 
die  rationelle  Formel: 

C,H,^C  =  N-C(OH)C,H, 

I  __^- — ^  besitzt. 

C'HCN 

c.  Di-Propionitril  und  Benzoylchlorid  liefern  in 
ätherischer  Lösung,  also  unter  gleichen  Bedingungen  wie  bei 
obigen  Versuchen,  zusammengebracht,  nur  ein  Monobenzoyl- 
derivat :  C^  H^  (CO  C^  H^)  iV, ,  welches  aus  Alkohol  in  kleinen  Na- 
deln (von  199°  Schmelzpunkt)  krystallisirt  und  mit  dem  unter  b. 
beschriebenen  Abkömmlinge  des  Benzoacetodinitrils  grosse  Aehn- 
lichkeit  im  chemischen  Verhalten  zeigt.  Seine  Zusammensetzung 
wurde  durch  die  Analyse  und  durch  Gewinnung  verschiedener 
Derivate  bestätigt. 

Berechnet  Gefunden 

C  72,89  ^  72,95  ^ 

H  6,54  »  6,73  » 

iV  43,08  n  12,85  » 

Das  Benzoyldipropionitril  bildet  mit  starken  «Säuren  kr  ystalli- 
sirende ,  durch  Wasser  in  ihre  Componenten  zersetzbare  Salze. 
—  Von  Säuren,  Alkalien,  salzsaurem  Hydroxylamin  wird  es,  selbst 
bei  hoher  Temperatur,  nicht  verändert. 

DiQ  Einwirkung  von  FtLnffach-Chlorph  o  spho  r  auf 
dasselbe  und  namentlich  das  Verhalten  der  dabei  erhaltenen 
Chlorverbindung  machen  es  wahrscheinlich,  dass  das  Benzoyl- 
dipropionitril nicht  mehr  Benzoyl :  CO  C^f/g  enthält;  das  muth- 
masslich zuerst  entstandene  Benzoylderivat: 

C^H^C=NCOC^H^ 

CH^CIfCN 

scheint  sich  durch  Wanderung  des  einen  freien  Wasserstoffatoms 
an  das  Sauerstoffalom  umgelagert  zu  haben  in  das  tautomere: 

C^H^C==N  C(OH)C^H^' 
\    / 
CH^  CCN 
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Denn  durch  Wechselwirkung  gleicher  Mol.  dieser  Verbin- 
dung und  von  Fünffach-Chlorphosphor  erhält  man  ein  in  feinen 
Nadeln  von  97°  Schmelzpunkt  krystallisirendes  Product  von  der 
Zusammensetzung:  C^,^«,  N^  Cl  (gef.  iV=18,47)^,  berechnet 
42,06)^.  Gef.  C/  =  15,32^,  berechn.  45,26^). 

Seine  Constitution  ist  kaum  anders  auszudrücken,  als  durch 
die  Formel: 

\   / 
C 

/   \ 
CH^      CN 

Dasselbe  liefert  mit  alkohoUschem  Kali,  indem  Aethoxyl  die 
Stelle  von  Chlor  einnimmt,  die  krystallinische ,  bei  55°  schmel- 
zende Aethoxylverbindung,  welche  mit  concentrirter  Salz- 
säure im  Rohr  auf  160°  erhitzt,  unter  Abspaltung  von  Chloräthyl 
glatt  in  das  ursprtLngliche  «  Benzoyldipropionitril «  umgewandelt 
wird.  Letzteres  entsteht  auch  durch  gleiche  Behandlung  des 
Chlorids  (mit  Salzsäure].  Hiernach  werden  die  gegenseitigen  Be- 
ziehungen dieser  drei  Körper  am  besten  durch  folgende  Formeln 
ausgedrückt : 

\':::iC[OH)C^H^  \    :::^CCIC^H, 

C  C 

A  A 

CH^  CN  CH^  CN 

C^H^'-C=N 

\    ^C{OC,H,)C,H,> 
C 

A 
c/y,  CN 

d.  Acetylchlorid  verhält  sich  ebenfalls  ganz  andersgegen 
Di-Acetonitril ,  als  gegen  Di-Propionitril.  Mit  ersterem  in  äthe- 
rischer Lösung  zusammengebracht,  liefert  es  zunächst  ein  Äddi- 
tionsproduct :  (C^H^  iV,) ,  •  C/T,  CO  Cl,  welches,  durch  Wasser  ler- 
setzt,  unter  Abspaltung  von  Ammoniak,  Salz-  und  Essigsäure 
in  eine  Base  von  der  Zusammensetzung :  Cg  H^  iV,  übergeht. 
Diese  hat  mit  einem  Acetylderivat  des  Di-Acetonitrils  gar  nidits 
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zu  thnn  (ttber  eine  andere  Bildungsweise  der  Base  siehe  folgen- 
den Abschnitt  5). 

Dipropionitril  und  Acetylchlorid  reagiren  dagegen 
in  normaler  Weise  unter  Bildung  eines  Monoacetyldipropio- 
nitrils:  C^H^[COCH^]N^,  welches,  nicht  krystallinisch^  als  ein 
in  Wasser  nicht,  in  Säuren  leicht  lösliches  Oel  gewonnen  wird. 

Benzoacetodinitril  scheint  sich  gegen  Acetylchlorid 
ähnlich  dem  Di-Acetodinitril  zu  verhalten;  wenigstens  entsteht 
zunächst  eine  sehr  unbeständige  Doppelverbindung.  Die  Zer- 
setzung dieser  soll  noch  genauer  erforscht  werden. 


5.  Einwirkung  von  CUorkohlensäureäther  auf  Dinitrile. 

Die  Untersuchung  dieser  Reaction  hat  ergeben,  dass  sich 
dasDi-Acetonitril  dem  Chiorkohlensäureäther  gegenüber  ganz 
anders  verhält,  als  das  Di-Propionitril,  während  das  Benzo- 
acetodinitril wahrscheinlich  ein  dem  ersteren  ähnliches  Verhal- 
ten zeigt. 

Di-Acetonitril  und  Chiorkohlensäureäther. 

Beide  treten  schon  bei  gewöhnlicher  Temperatur  langsam 
in  Wechselvnrkung.  Zur  Beförderung  der  Reaction  wurden  die 
Köiper  in  Röhren  eingeschlossen  (im  Yerhältniss  3  :  7)  und  einige 
Stunden  lang  auf  100°  erhitzt.  Die  ziemlich  fest  gewordene 
Masse  gab  an  trocknen  Aether,  ausser  Chiorkohlensäureäther 
einen  chlorfireien  Körper  (a)  ab,  während  ein  weisses  Salz  (b) 
ungelöst  zurückblieb. 

Der  erstere  (a),  nach  Abdunsten  des  CICOOC^H^  durch 
Umkrystallisiren  aus  heissem  Wasser  und  dann  aus  Ligroin  ge- 
reinigt, bildet  weisse  Blättchen  von  84°  Schmelzpunkt.  DieVer- 
muthung ,  es  sei  Carboxäthyl  (COOC^H^)  an  Stelle  eines  Atoms 
Wasserstoff  des  Di-Acetonitrils  eingetreten ,  hat  sich  nicht  be- 
stätigt. Die  Zahlen  der  Analysen  stimmten  am  besten  auf  die 
Formel:  C^QH^N^O^,  aus  welcher  eine  Beziehung  zu  dem  Di- 
acetonitril  bisher  nicht  abgeleitet  werden  konnte. 

Berechnet  Gefunden 

C  54,8^  55,05     55,15^ 

H  4,4  »  4,7  — 

N  49,2  9  19,3       19,7     » 
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Das  in  Aether  unlösliche,  chlorhaltige  Product  (b),  das  sich 
bei  der  näheren  Untersuchung  und  Analyse  als  nicht  einheitlich 
erwies,  lieferte,  mit  Kalilauge  behandelt,  unter  starker  Ammo- 
niakentwicklung ein  chlorfreies  Product,  welches,  aus  heissem 
Wasser  umkrystallisirt,  eine  bei  2S1 — 222°  schmelzende  Base 
von  der  Zusammensetzung:  C^H^N^  ergab. 


Berechnet 

Gefunden 

c 

65,31  ^ 

66,4-1^ 

H 

6,1S  * 

6,0  » 

N 

28,57  » 

28,8  » 

Bei  näherer  Untersuchung  hat  sich  gezeigt,  dass  diese  Ver- 
bindung mit  der  von  Holtzwart*)  aus  Di-Aceton itril  und  Acetyl- 
chlorid  durch  Zersetzung  mit  Wasser  erhaltenen  identisch  ist. 
Ihre  Entstehung  beruht  auf  dem  Austritt  eines  Mol.  Ammoniak 
aus  2  Mol.  Di-Acetonitril. 

Bisher  war  diese  Base  nur  flüchtig  beschrieben.  Sie  ist  in 
Wasser  sehr  schwer,  in  Alkohol  wenig,  in  Aether  und  Benzol 
noch  weniger  löslich.  Ihre  salzsaure  Lösung  wird ,  selbst  stark 
verdünnt,  durch  Platinchlorid  gefällt.  Das  schöne,  in  hellgelben, 
langen,  dünnen  Prismen  krystallisirende  Doppelsalz :  (C,  H^  .V,  • 
//C7),  PlCl^  [Pt  gefunden  27,65^,  berechnet  27,72^)  scheidet 
sich,  zumal  nach  Rühren  mit  dem  Glasstabe,  fast  vollständig  aus. 

Mit  Essigsäureanhydrid  gekocht,  geht  die  Base  in  das 
Acetylderivat:  Cg //g  (CO C/ZjjiV,  über,  welches  aus  Alkohol  in 
schneeweissen  Nadeln  von  250^  Schmelzpunkt  krystallisirt. 


Berechnet 

Gefunden 

c 

63,45^ 

63,50^ 

N 

22,22  » 

22,5    » 

Salpetrige  Säure  verwandelt  die  Base  unter  Stickstoffent- 
wickelung in  ein  sauerstoffhaltiges  Product:  C^H^N^O.  Man 
löst  zweckmässig  jene  in  verdünnter  Schwefelsäure  und  fügt, 
ohne  zu  erwärmen,  überschüssige  Lösung  von  Natriumnitrit 
hinzu.  Sehr  bald  beginnt  die  Abscheidung  eines  weissen  Nieder- 
schlags ,  welcher  aus  heissem  Alkohol  in  hübschen  Nadelaggre- 
gaten krystallisirt.  Die  Analyse  ergab  folgende  Werte: 


h)  Joum.  pr.  Chem.  (%)  XXXIX,  286.  Vergi.  Abschnitt  4. 
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Berechnet  Gefunden 

C               66,0    ^  64,86)^ 

H                5,43  »  5,41  j» 

N              19,1     Ji  18,92  n 

Eine  Verbindung  von  gleicher  Zusammensetzung  und  sehr 
ähnlicher  Beschaffenheit  ist  durch  Zersetzung  des  Di-Acetonitrils 
mit  kochendem  Wasser  erhalten  worden  (siehe  Abschnitt  1).  An 
und  fttr  sich  war  die  Entstehung  des  gleichen  Körpers  aus  der 
obigen  Base  mit  salpetriger  Säure  sehr  wahrscheinlich.  Jedoch 
hat  der  Vergleich  beider  unverkennbare  Verschiedenheiten  er- 
geben. Da  sie  sich  aber  chemisch  sehr  ähnlich  verhalten ,  so 
ist  die  Frage  nach  ihrer  Constitution  noch  schwieriger  geworden 
und  bisher  ungelöst  geblieben. 

Während  der  aus  der  Base  C^  H^  N^  erhaltene  Körper  (a)  aus 
Wasser  in  kleinen  Nädelchen  krystallisirt,  bildet  der  isomere  [ß] 
lange,  glänzende  Nadeln.  Die  Löslichkeit  beider  im  Wasser  ist 
einander  ähnlich ,  die  in  absolutem  Alkohol  dagegen  weist  eine 
beträchtliche  Verschiedenheit  auf: 

h  ß 

100  Theile  Wasser  lösen  bei  16°  0,042     0,052 
1 00  Theile  Alkohol  lösen  bei  16°  0,09       0,54 

Beide  Verbindungen  haben  weder  einen  bestimmten  Schmelz- 
punkt,  noch  scharfen  Zersetzungspunkt ;  jedoch  liegt  der  letztere 
bei  ö  höher:  über  260°,  während  ß  sich  schon  oberhalb  230° 
zu  schwärzen  beginnt. 

Um  zu  prüfen,  ob  in  diesen  Verbindungen  Carbonyl- 
gruppen  enthalten  sind,  die  durch  Phenylhydrazin  oder  salz- 
saures  Hydroxylamin  angegriffen  werden,  wurde  jede  der  beiden 
mit  diesen  Agentien  stark  erhitzt;  jedoch  konnte  keine  Verän- 
derung bemerkt  werden.  —  Essigsäureanhydrid  bildet  weder 
aus  der  einen  noch  der  andern  Verbindung  ein  stabiles  Acetyl- 
derivat;  es  scheint  vielmehr  dabei  ßina  umgewandelt  zu  werden. 

Nach  der  Bildungsweise  des  Körpers  ß  (siehe  Abschnitt  1) 
mag  die  Annahme,  er  sei  Dicyanmesityloxyd,  einstweilen  gelten 
Der  von  Holtzwart')  daraus  mit  Fünffach-Chlorphosphor  ge- 
wonnenen Verbindung:   C^H^N^  würde  dann  muthmasslich  die 
Constitution : 


4)  Journ.  pr.  Chem.  (2)  XXXIX,  248. 
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CH^'C  =  C'CN 

zukoromen. 

Di-Propionitril  und  Ghlorkohlensäureöther  treten 
unter  den  oben  beschriebenen  Bedingungen  ebenfalls  in  Wech- 
selwirkung, doch  verhalt  sich  das  Product  ganz  anders.  Einmal 
ist  sehr  hoher  Druck  vorhanden  (CO^),  sodann  wird  der  in  Aelher 
unlösliche  grössepe  Theil  desselben  von  Wasser  klar  aufge- 
nommen :  er  besteht  aus  Chlorammonium  und  dem  Salz  einer 
sehr  flüchtigen,  stark  narcotisch  riechenden  Base,  die  bisher  nicht 
rein  gewonnen  werden  konnte. 

Die  Versuche  über  die  Wechselwirkung  von  Benzoaceto- 
dinitriluud  Ghlorkohlensäureäther  sind  ebenfalls  noch 
nicht  abgeschlossen. 


6.  Condensation  der  Dinitrile  mit  Benzaldehyd. 

• 

Bei  den  Versuchen,  die  drei  zur  Untersuchung  vorliegenden 
Dinitrile  mit  Benzaldehyd  zu  condensiren,  zeigte  es  sich,  dass 
jedes  derselben  auf  eine  besondere  Weise  reagirt.  Die  Ver- 
suche wurden  in  der  gleichen  Art,  wie  folgt,  ausgeführt:  Zu 
einer  Lösung  von  1  Mol.  des  betreffenden  Dinitrils  in  der  drei- 
bis  fünffachen  Menge  Eisessig  wurde  Benzaldehyd  (17i — SMoL\ 
sodann  concentrirte  wässrige  Salzsäure  (mit  etwas  mehr  als 
1  Mol.  HCl]  zugesetzt.  Sofort  machte  sich  eine  Reaction  bemerk- 
lieh,  sowohl  durch  Wärmeentwicklung,  als  besonders  durch  Ab- 
scheidung einer  krystallinischen,  sich  allmählich  vermehrenden 
Fällung.  Nach  mehrtägigem  Stehen  wurde  das  Product  ver- 
arbeitet. War  ein  reichlicher  Niederschlag  gebildet  (wie  bei  a 
undb),  so  wurde  dieser  filtrirt  und  nach  Auswaschen  mit  Wasser 
durch  Umkrystallisiren  gereinigt;  das  mit  viel  Wasser  verdünnte 
Filtrat  lieferte ,  nachdem  durch  Kochen  der  überschüssige  Benz- 
aldehyd verjagt  war,  noch  mehr  von  dem  Condensationsproduct. 
Die  Ergebnisse  der  Versuche  waren  folgende. 

a.  Di-Ace ton i tri  1  lieferte  eine  Verbindung  von  der  Zu- 
sammensetzung: C^g/Z^jA',,  welche  demnach  aus  2  Mol.  des  Di- 
nitrils und  1  Mol.  Benzaldehyd  unter  Austritt  von  je  4  Mol. 
Ammoniak  und  Wasser  entstanden  ist.    Dieselbe  bildet  schöne 
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weisse  Nadeln  von  205^  Schmelzpunkt,  ist  nicht  in  Wasser, 
wenig  in  Aether,  Benzol,  ziemlich  in  Alkohol  löslich. 

Analyse. 

Berechnet  Gefanden 

C  76,59)^  75,8       76,«^ 

H  5,53  I»  5,6         4,9  » 

N  4  7,88  »  47,8       47,8  » 

Da  bei  dem  Diacetonitril  die  Tendenz  beobachtet  ist,  sich 
unter  günstigen  Umständen  zu  condensiren,  z.  B.  aus  2  Mol.  des- 
selben unter  Austritt  von  Ammoniak  die  Base  C^HgN^  zu  bilden 
(siehe  oben) ,  so  ist  sehr  wahrscheinlich,  dass  obiges  Product 
^«5^4  3^3  ^^^  gleichen  Mol.  jener  (nascirenden)  Base  und  Benz- 
aldehyd unter  Austritt  von  Wasser  hervorgeht: 

C,H,N,  +  C,H,COH=H,0+C,H,{CHC,H,rN,. 

Versuche,  diese  Vermuthung  durch  Synthese  der  fraglichen 
Verbindung  aus  beiden  Conponenten  zu  bestätigen,  haben  keinen 
Erfolg  gehabt.  Ebenso  wenig  konnte  durch  Spaltung  derselben 
mit  Salzsäure  die  Base  C^H^N^,  sowie  Benzaldehyd  aufgefunden 
worden.  Doch  sollen  die  Bemühmungen ,  die  Constitution  des 
Körpers  aufzuklären ,  noch  fortgesetzt  werden. 

b.  Aus  Benzoacetodinitril  und  Benzaldehyd  bildet 
sich  unter  den  oben  beschriebenen  Bedingungen  eine  Yerbin- 
duDg  durch  Condensation  gleicher  Mol.  der  Ingredienzien 
unter  Austritt  von  4  Mol,  Wasser,  gemäss  der  Gleichung: 

C,H,N^+C,H,COU=H,0  +  C,H,{CHC,H,y'N,. 

Berechnet  Gefunden 

C,,  82,75)1^  82,5  ^ 

H^^  5,48  »  4,9    » 

iV,  42,07»  44,85» 

Das  Gondensationsproduct:  Benzyliden-Benzoaceto- 
dinitril  ist  in  Wasser  nicht,  in  Alkohol  wenig,  in  Aether  kaum 
löslich;  aus  heissem  Alkohol  krystallisirt  es  in  rhombischen 
Blättchen,  welche  sehr  hoch  schmelzen.  Ob  diese  Verbindung 
durch  Austritt  der  2  At.  Wasserstoff  des  Complexes  (C//,  CN) 

28* 
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oder  eines  derselben  und  des  Imidwasserstoffs  entstanden  ist, 
ob  sie  also  nach  der  Formel : 

C,U,C(NH)C{CHC,H,rCN 
oder 

CH  •    • 

I 

CN 

zusammengesetzt  ist,  bleibt  noch  unentschieden.  Auch  hier 
sind  weitere  Untersuchungen  zur  Aufklärung  der  Gonstitution 
dieses  Körpers  angezeigt. 

c.  Dipropionitril  scheint  sich  mit  Benzaldehyd  unter 
gleichen  Bedingungen,  wie  die  zwei  andern  Dinitrile,  behandelt, 
gar  nicht  zu  condensiren,  wenigstens  konnte  das  Product  einer 
solchen  Reaction  nicht  isolirt  werden. 


7.  Einwirkung  von  DiazobenzolcUorid  auf  Dinitrile. 

Die  Versuche  wurden  so  ausgeführt,  dass  man  die  wein- 
geistige,  mit  einem  Ueberschuss  essigsauren  Natriums  versetzte 
Lösung  von  \  Mol.  des  Dioitrils  mit  der  kalten,  frisch  (nach  ge- 
wöhnlichem Verfahren)  bereiteten  Lösung  von  etwas  mehr  als 
1  Mol.  Diazobenzolchlorid  langsam  vermischte.  Der  Zusatz  von 
Natriumacetat  soll  die  vielleicht  ungünstige  Wirkung  der  in  der 
Diazolösung  enthaltenen  freien  Salzsäure  aufheben.  —  Durch 
die  Versuche  war  vor  Allem  festzustellen,  ob  jedes  der  drei 
Dinitrile  im  Stande  ist,  ein  Benzol azo -Derivat  zu  bilden. 

a.  Di-Acetonitril  und  salzsaures  Diazobenzol. 

Bei  der  Wechselwirkung  dieser  beiden  scheidet  sich  ein 
tiefbrauner,  aus  Nädelchen  bestehender  Körper  aus,  der  aus  viel 
Wasser,  Alkohol,  Aether  oder  LigroYn  in  langen,  gelben,  seide- 
glänzenden  Nadeln  von  465 — 466^  Schmelzpunkt  krystallisirt. 
Die  Zusammensetzung  des  einmal  umkrystallisirten  Productes 
wies  auf  ein  molekulares  Gemisch  zweier  Verbindungen  hin,  die 
unter  obigen  Umständen  sehr  wohl  entstehen  konnten,  nämlich: 
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Berechnet  Gefunden 

C  64,34^  64,40  )kr 

H  5,4  4  »  5,30  » 

N  86,28  I»  86,43  9 

Wurde  das  Umkrystallisiren  dieses  Körpers  aus  Alkohol 
unter  Zusatz  von  Thierkohle  und  wenig  Salzsäure  wiederholt,  so 
blieb  zwar  der  Schmelzpunkt  der  gleiche:  465°,  auch  das  Aus- 
sehen der  Substanz  fast  unverändert,  jedoch  hatte  diese  jetzt  die 
Zusammensetzung  des  Benzolazocyanacetons: 

H 

Berechnet  Gefunden 

C  64,2    ^  64,0^         - 

H  4,8     »  4,4  »  — 

iV  22,46  »  22,4  »      22,5^ 

Die  Entstehung  desselben  aus  dem  primär  gebildeten  Ben- 
zolazodiacetonitril,  sowie  die  des  letzteren  lässt  sich,  wie  folgt, 
ausdrücken:  Zuerst  tritt  der  Gomplex  [N^C^H^'  an  Stelle  eines 
At.  Wasserstoff  des  Cyanomethyls  {CH^CN);  in  Folge  der  Wir- 
kung von  Salzsäure  wird  sodann  das  Imid  [NH)  durch  Sauer- 
stoff ersetzt: 

I.  CH,C{NH)  CH^C{NH) 

I  +C^H^N^Cl  =  HCl+         I 

CH^CN  HC(N^C^H^)CN 

II.  CH^C{NH)  CH^CO 

I  +H^O+HCl  =  H,NCl+  I 

HC{N^C^H^)CN  HC(N^C^H^)CN 

Zuerst  bildet  sich  ein  molekulares  Gemisch  der  beiden  durch 
die  Gleichungen  angezeigten  Verbindungen  (siehe  oben).  Am- 
moniak war  als  Product  der  Reaction  immer  reichlich  nachzu- 
weisen. 

Um  die  Eetonnatur  des  zuletzt  beschriebenen  Körpers, 
also  des  Benzolazocyanacetons  nachzuweisen,  wurde  er  in 
alkoholischer  Lösung  mit  Phenylhydrazin  einige  Zeit  erhitzt; 
beim  Abkühlen  schieden  sich  seideglänzende  gelbe  Nadeln  aus, 
die  keinen  scharfen  Schmelzpunkt  hatten  (162  —  170^).     Aus 
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dem  Stiokstoffgehalt  ^)  derselben  (gefunden  25,05^,  berechnet 
S5,08^)  ergiebt  sich,  dass  das  erwartete  Hydrazon: 

CNCHN^C^H^ 
entstanden  ist. 

b.  Benzoacetodinitril  und  Diazobenzolchlorid. 

Bei  diesem  Versuche  wurde  essigsaures  Natrium  erst  nach 
dem  Vermischen  der  kalten  Losungen  yon  Diazobenzolchlorid 
und  Benzoacetodinitril  zugesetzt;  die  bald  ausgeschiedene  braune 
Masse  liefert,  aus  Alkohol  mehrmals  umkrystallisirt,  schöne  gelbe, 
bei  435"  schmelzende  Nadeln,  welche  die  Zusammensetzung  des 
Benzolazocyanacetophenons: 

C,,H,,N,0=C,H,CO.CH{N,C,H,)CN 
besitzen. 


Berechnet 

Gefunden 

c 

72,3   ^ 

72,3^ 

H 

4,45  * 

5.0  » 

N 

16,9     > 

47,0  » 

Diese  Verbindung,  deren  Entstehung  nach  dem  unter  a.  Ge- 
sagten ohne  Weiteres  verständlich  ist,  hat  die  Eigenschaft  einer 
Säure ,  löst  sich  mit  intensiv  gelber  Farbe  in  wässrigem  Ammo- 
niak, liefert  ein  gelbes,  in  Nädelchen  krystallisirendes  Silber- 
salz. Dieses  Verhalten  spricht  zu  Gunsten  der  oben  fttr  diesen 
Körper  angenommenen  Constitution,  welche  wahrscheinlicher 
ist,  als  die  der  isomeren  Hydrazon  Verbindung : 

CN 

c.  Dipropionitril  und  Diazobenzolchlorid. 

Bei  dem  ersten  mit  diesen  Ingredienzien  ausgeführten  Ver- 
suche entstand  allmählich  ein  gelber ,  krystallinischer  Nieder- 
schlag ,  der  —  im  Gegensatz  zu  den  oben  auf  ähnliche  Weise 


4)  Die  Zahlen  für  Kohlenstoff  fielen  infolge  der  ausserordentlich 
schweren  Verbrennlichkeit  der  Substanz  stets  zu  niedrig  aus,  während  die 
für  Wasserstoff  gut  stimmten:  gefunden  5,06  and  4,9,  berechnet:  5,07. 
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erhaltenen  Produeten  —  in  Aether  grösstentheils  unlöslich  war. 
Nach  längerem  Digeriren  mit  diesem  zeigte  der  Körper  den 
Schmelzpunkt  154",  erwies  sich  bei  der  mikroskopischen  Unter- 
suchung als  einheitlich,  aus  Prismen  bestehend  und  lieferte, 
analysirt,  Zahlen,  die  auf  die  Zusammensetzung:  C^,  ^14^4  hin- 
weisen. 

Berechnet  Gefunden 

C  67,30^  67,80     68,00^ 

H  6,55  »  —         5,75  » 

N  26,45  »  26,04     25,95  » 

Die  Entstehung  einer  solchen  Verbindung  erhellt  aus  der 
Gleichung: 

C,H,,N,  +  C,H,N,Cl  =  HCl+C,,H,,N,, 

Ein  zweiter  und  dritter  Versuch,  unter  nahezu  gleichen  Ver- 
hältnissen ausgeführt,  lieferte  auffallender  Weise  ein  in  Aether 
lösliches  Product,  welches,  durch  Umkrystallisiren  aus  Alkohol 
mit  Thierkohle  gereinigt,  braune,  glänzende  Nadeln  von  4  49° 
Schmelzpunkt  bildet.  Durch  Behandeln  mit  Salzsäure  wird 
dasselbe  nicht  verändert  und  scheint  nach  seinem  Stickstoflge- 
halt^)  (gefunden  25,95^,  berechnet  26,45^)  mit  obiger  Ver- 
bindung isomer  zu  sein. 

Durch  die  Wechselwirkung  von  Dipropionitril  und  Diazo- 
benzolchlorid  können  folgende  zwei  Benzolazo -Verbindungen 
entstehen : 

C,H,C{NH) 

CH,C(N,C,H,)CN 

und 

C,H,C(N^N,C,H,)^ 

CH^CHCN 

Die  Versuche  zur  Aufklärung  dieser  Verhältnisse  sollen  ge- 
legentlich wieder  aufgenommen  werden. 

8.  Die  Einwirknnf;  von  salpetriger  Sänre  auf  Dinitrile 

hat  bisher  nur  bei  demßenzoacetodinitrilzueinigermassen 


h)  Bei  vier  Verbrennungen  wurden  für  Kohlenstoff  zu  niedrige  Werthe 
gefunden. 
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bestimmten  Ergebnissen  geführt,  während  die  unter  gleichen 
Bedingungen  aus  Diaceto-  und  Dipropionitril  entstehenden 
Producte  in  brauchbarer  Form  nicht  zu  gewiniien  waren. 

Leitet  man  längere  Zeit  in  die  alkoholische  Lösung  von 
Benzoacetodinitril  salpetrigsaures  Gas  und  lässt  dieselbe  einige 
Stunden  stehen,  so  scheidet  sich  eine  weisse,  aus  seideglänzen- 
den Nadeln  bestehende  Verbindung  (a)  von  ^54°  Schmelzpunkt 
ab ;  durch  Sättigen  des  Filtrates  mit  A\  0,  erhält  man  mehr  da- 
von. Endlich  wird  aus  dem  letzten  Filtrat  durch  Zusatz  von 
Aether  in  reichlicher  Menge  ein  Niederschlag  (b)  geftLllt.  Beide 
Körper,  in  Wasser  löslich,  geben  mit  verdtlnnten  Säuren  salpe- 
trige Säure ,  mit  Kalilauge  erwärmt  Ammoniak.  Nach  der  Ana- 
lyse, die  durch  nicht  völlig  zu  vermeidende  Bildung  von  Stick- 
oxyd erschwert  und,  namentlich  bezüglich  der  Bestimmungen 
von  Wasserstoff  und  Stickstoff  ungenau  werden,  kann  man  beide 
Verbindungen  als  salpetrigsaure  Salze  des  durch  Nitrosirung  des 
Benzoacetodinitrils  entstandenen  Körpers: 

C^H^'C=NNO 
CN'C=NOH 

betrachten,  und  zwar  b  als  Salz  mit  \  Mol.  NO^H^  a  mit  ^j^Mol 
NO^H. 

Mit  dieser  Auffassung  steht  die  Zersetzung  der  gedachten 
Salze  durch  Chlorwasserstoffsäure  im  Einklänge.  Beide  liefern 
damit  eine  Verbindung,  die  alslsonitrosocyanacetophenon: 
C^H^CO  '  C{NOH)C\  zu  betrachten  und  aus  obigen  Salzen 
durch  Abspaltung  von  salpetriger  Säure  und  Ammoniak  ent- 
standen ist,  z.  B. 

C^H^C=N'NO 

I  'N0^H+HCl  +  9,H^0  = 

C(NOH)  CN 

C[NOn)CN 

Aus  Benzol  krystallisirt  das  so  erhaltene  Isonitrosoderivat 
in  hübschen  Rosetten ;  es  schmilzt  bei  \  22°. 
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Analyse 

• 

Berechnet 

Gefunden 

c 

62,07  % 

64,5^ 

H 

3,41   » 

3,8  « 

N 

45,91  » 

46,2  » 

Durch  Erhitzen  mit  wässrigen  Alkalien  wird  die  Verbindung 
unter  Entwickelung  von  Ammoniak  zersetzt;  in  der  Lösung  ist 
Cyanwasserstoff  und  Benzoesäure  nachzuweisen.  Sie  bildet,  wie 
zu  erwarten,  Salze,  so  ein  Silber  salz:  C^H^CO-  C{NOAg)CN, 
welches  frisch  gefällt  tief  roth,  getrocknet  hell  rosa  aussieht 
[Ag  gefunden  38,4  5  ^,  berechnet  38,4).  —  Mit  wässriger  Lösung 
von  Ferrosulfat  giebt  obige  Verbindung  eine  schön  tiefblaue 
Färbung,  resp.  Fällung,  die  von  Aether  leicht  aufgenommen 
wird. 

Die  Versuche  ttber  die  Producte  der  Einwirkung  von  sal- 
petriger Säure  auf  Dinitrile  sollen  fortgesetzt  werden. 


Ohne  schon  jetzt  nähere  Erörterungen  ttber  die  Ursachen 
der  Verschiedenheiten  im  chemischen  Verhalten  der  analog  zu- 
sammengesetzten Dinitrile  anzustellen,  seien  folgende  Bemer- 
kungen gemacht : 

Die  beobachteten  Verschiedenheiten  sind  nur  zum  gerin- 
geren Theil  zu  erklären  durch  das  verschiedenartige  Verhalten 
der  aus  den  Dinitrilen  durch  Einwirkung  von  Wasser  und  Säuren 
hervorgehenden  Gyanketone  (s.  namentlich  Abschnitt  1). 

Die  Hauptursache  des  abweichenden  Verhaltens  der  Dinitrile, 
ist  vielmehr  in  dem  Einfluss  zu  suchen,  den  die  Radicale  Methyl, 
Phenyl ,  Aethyl  auf  die  ttbrigen  Atomcomplexe  ausüben.    Man 
vergleiche  insbesondere  das  Diacetonitril  und  das  Benzoaceto- 
dinitril: 

CH^C{NH)CH^CN    und     C^H^C{NH)'CH^CN , 

die  sich  in  ihrer  Zusammensetzung  nur  dadurch  unterscheiden, 
dass  das  erstere  Methyl ,  das  zweite  Phenyl  in  gleicher  Function 
enthält.  Wie  verschieden  ist  ihr  Verhalten  zu  Hydroxylamin 
(Abschn.  3) ,  zu  Benzoylchlorid  (4) ,  auch  bei  der  Condensation 
mit  Benzaldehyd  (6)!  Das  Dipropionitril:  C^U^'C[NU)CH[CH;)CN 
zeigt  in  manchen  Reactionen  ein  Verhalten ,  welches  dem  des 
Benzoacetodinitrils  ähnlicher  ist,  als  dem  von  Diacetonitril. 
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Ich  gedenke,  die  Charakteristik  der  Dinitrile  durch  Vervoll- 
ständigung obiger  Versuchsreihen  unter  Hinzunahme  anderer 
dimolekularer  Nitrile,  sowie  durch  Beobachtung  neuer  ReactioDen 
thunlichst  bald  abzurunden  und  zu  vervollkommnen. 


Zum  Schluss  hebe  ich  mit  dem  Ausdruck  besten  Dankes 
hervor,  dass  ich  bei  Ausführung  meiner  Versuche  von  meinem 
Assistenten,  Herrn  Dr.  Georg  Zuschlag,  in  ausgezeichneter  Weise 
unterstützt  worden  bin. 

Leipzig,  im  September  4  892. 


Otto  Staude  in  Rostock,  Ueber  die  Bahncurven  eines  auf 
einer  Oberfläche  beweglichen  Punktes,  welche  infinitesimale  Trans- 
formationen  zulassen.   Vorgelegt  von  d.  w.  M.  Ad.  Mater. 

Einleitnng. 

Es  dürfte  von  Interesse  sein,  die  LiB'sche  Theorie  der  Trans- 
formationsgruppen  in  analoger  Weise,  wie  sie  Lie  mit  so  ausge- 
zeichnetem Erfolge  auf  die  Theorie  der  geodätischen  Linien 
einer  Oberfläche,  die  Bahncurven  der  Trägheitsbewegung  eines 
Punktes,  angewendet  hat  (vgl.  unten  S.  432,  Anm.  3],  überhaupt 
für  die  Theorie  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Oberfläche 
unter  Einfluss  einer  Eräftefunction  zu  verwerthen. 

Einen  Versuch  dieser  Art  enthält  die  vorliegende  Mitthei- 
lung. Sie  entwickelt  in  §  1  der  Vollständigkeit  wegen  zunächst 
die  von  der  Zeit  freie  Diflerentialgleichung  2.  Ordnung  der  Bahn- 
curve  des  bewegten  Punktes  und  untersucht  dann  in  §  2  und 
§  3  die  Bedingungen  dafür,  dass  diese  Di&'erentialgleichung  bei 
einer  infinitesimalen  Transformation  invariant  bleibt.  Diese  Be- 
trachtungen sind  mit  geringen  Abweichungen  (vgl.  unten  S.  434, 
Anm.  1)  den  Lis'schen  Untersuchungen  über  die  Bahncurven  der 
Trägheitsbewegung  nachgebildet.  Dagegen  enthalten  §  4  und 
besonders  §  5  weitergehende  Folgerungen ,  welche  gerade  für 
die  allgemeinere  Bewegung  unter  Einfluss  einer  Eräftefunction 
von  Wichtigkeit  sind.  In  §  6  wird  endlich  eine  Anwendung  auf 
die  Bewegung  eines  Punktes  in  der  Ebene  unter  Einfluss  einer 
Kräftefünction  angeschlossen. 
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§1- 

Die  Differentiftlgleichnn^  2.  Ordnung  der  Bfthnenrre  des 

bewegten  Punktes. 

Auf  einer  festen  Oberfläche  bewegt  sich  ein  materieller 
Punkt  unter  Einfluss  einer  Kräftefunction.  In  einem  beliebig 
gewählten  System  isothermer  Coordinaten  u ,  v  auf  der  Ober- 
fläche sei  das  Quadrat  des  Linienelementes : 

{\)  ds*  =  E{u,v)'(du*  +  dv^) 

und  die  Kräftefunction : 

(2)  H=H[u,v). 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  lauten  dann, 
wenn  wir  die  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  t  mit  Accenteo 
bezeichnen  und  zur  Abkürzung  mit 

(3)  r  =  ^£'(u'*  +  t;'*) 
die  lebendige  Kraft  benennen : 

'^  dt\W}~liu'^  hu  '    dt\bv'l~bv'^  hv   ' 

Entwickeln  wir  diese  Gleichungen  und  kennzeichnen  die  par- 
tiellen Differentialquotienten  nach  u  und  v  durch  die  Indices  \ 
und  2,  so  nehmen  sie  die  Gestalt  an : 

Zu  ihnen  tritt  als  bekanntes  Integral  die  Gleichung'|der  leben- 
digen Kraft  : 
(6)  \E{u'*  +  v'^)  =  H  +  h  , 

in  welcher  mit  h  die  Integrationsconstante  benannt  ist. 

Wir  wollen  nun  die  Zeit  /  eliminiren^).  Durch  Multiplication 
der  beiden  Gleichungen  (5j  mit  —  v'  und  u'  und  nachherige 
Addition  erhalten  wir: 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  u'  nicht  identisch  Null  sei,  dividiren 
wir  diese  Gleichung  mit  u''  und  die  Gleichung  (6)  mit  u'*  und 
bemerken,  dass: 

4)  was  auch  mit  Hülfe  des  Prineips  der  kleinsten  Action  bewerk- 
stelligt werden  könnte,  vgl.  Mater,  Geschichte  des  Prineips  der  kleiosteo 
Action,  Leipzig  1877. 


Ueber  DIB  Bahncurven  btg.  431 

v:~ du'  m'»        " du«  *' 

es  ergiebt  sich  dann: 


4+Q')=*<''+*'^ 


und  endlich  mit  Elimination  von  u'*: 


In  ähnlicher  Weise  hätten  wir  unter  der  Voraussetzung,  dass  xf 
nicht  identisch  Null  sei,  eine  Differentialgleichung  zwischen  -7-^  , 

du 

-7-i  u,  V  erhalten.    Wir  fassen  das  Resultat  in  den  Satz  zu- 

äv 

sammen : 

Hat  das  Quadrat  des  Linienelementes  auf  der  Fläche  in  den 
Coordinaten  u,  v  die  Form: 

(<)  ds*  =  E{du*  +  dv^) 

und  ist: 

(2)  H=H{u,v) 

die  Kräftefunctionj  so  lautet  die  Differentialgleichung  Sl.  Ordnung 
der  Bahncurve  des  bewegten  Punktes : 

(7)  V  =(4+t;  )\       2^,       +~^^-^-j. 

mit 

,       dv       „      d*v 

du  du^ 

oder: 
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mit 

,       du        „      d^u 

^  =:r}   ^  =  :r-i  • 

Mit  H  =  coDSt.  erhält  man  die  Differentialgleichung  der  geodä- 
tischen Linie  ^). 

§«• 

Die  Bedingangen  fttr  eine  infinitesiniftle  Transformatioii. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung : 

(9)  P  =  ilog^+liog(//  +  Ä), 

so  nimmt  die  Differentialgleichung  (7j  die  Gestalt  an: 

(10)  v"=io{u,  V,  i;')  =  (4  +  t;'*)(p.  ^ p,v')  . 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  diese 
Differentialgleichung,  bezüglich  die  oo*  Integralcurven  derselben 
eine  infinitesimale  Transformation  von  dem  Symbol^): 

(44)  Tf=§{u,v)l^  +  fi(u,v)l^ 

gestatten,  ist  die,  dass  die  Gleichung  'j : 

+ 1..»"  -  (1..  -  «{..)«"  +  S,.  -«■).,)»'  - 1,.  =  • 

identisch  in  u,  t;  und  v'  besteht.  Mit  Einsetzung  des  Werthesto 
aus  (4  Oj  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an : 

(<  +  «'")  {P,J  +  P»ri  -(p,J  +  p»  1?)  V'} 

+  (»?.  +  (»?.  -  ^.)  t/  -  h^'*)  (-  Pi  +  2p.«'  -  3p.t/«) 

-  {(»?,  -  2  5.)  -  3 1,  t>'}  (4  + 1/*)  (p.  -  p.  t/) 

+  li,  t^"  -  (1?«  -  2 ?«)  «'*  +  du  -  2.?:.)«'  - 1/..  =  0  • 


?^+'?  ■^+{'?,+('?.-I.K-iy}l5-  {('?.-2?.)-3?/}'' 


1)  Vgl.  Gauss,  Disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas,  art  48. 
Ges.  Werke  Bd.  IV,  S.  243,  wo  der  Winkel  &  zu  eliminiren  und  G^E, 
F  =  0  zu  setzen  ist. 

2)  Vgl.  LiB,  Theorie  der  Transformationsgruppen,  I.  Abschnitt,  S.  54. 
3]  Vgl.  LiE,  Untersuchungen  über  geodtttische  Curven,  Mathematische 

Annalen  Bd.  XX,  S.  364,  Formel  (3);  LiB,  Vorlesungen  über  Differential- 
gleichungen etc.,  bearbeitet  und  herausgegeben  von  Schbffers,  S.  363. 
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Es  müssen  nun  zuerst  die  Coef6cienten  der  Potenzen  von  v' 
einzeln  verschwinden,  wodurch  wir,  da  vf*  von  selbst  austeilt, 
die  vier  Gleichungen  erhalten: 

-  (P..  ?+ P,,»?) +  (- P»  ^^+ 3p,l,+ 2p,'?4)+(lu- «»?«)  =  0 
(P«  ?+ P». »?)-(- P,  »?i+ 3P4 1?, + 2p,  f,)  -  (i?„— 2 1„)  =  0 

-(Piil+P4i'?)  +  (     Pili— 2p4J?,+P,l,)  +  ^«  =  0. 
Fuhrt  man  hier  wieder  den  Werth  (9)  von  p  ein  und  setzt  noch : 
(9')  log  E=io, 

so  erhält  man : 

\ {('««i  ?  +  ««.» n)  —  (*«. »?.  —  2  tu, I4  +  tu,  >?,)  —  »?, ,} 


i  [H  +  Kf 
+  äjFqiÄ)  ((^"  ^+ ^" »?)  -  (-  tf , »?. + 3  tf,  1?. + 2  ff,?.)} 


2(ff  +  Ä)' 

Wir  verlangen  nun,  dass  diese  Gleichungen  nicht  nur  in  u,  r, 
sondern  auch  in  h  identisch  bestehen ,  während  ^  und  17  von  h 


(14) 


434  Otto  Staude, 

unabhängig  sein  sollen.  Dann  müssen  die  Coefficienten  der 
Potenzen  von  (H  +  ä)"*  einzeln  verschwinden.  Es  folgt  daher 
zunächst  durch  Nullsetzen  der  vier  Coefficienten  von  (H  +  A)"*, 
da  H^  und  H^  nicht  beide  verschwinden  können: 

Da  diese  Gleichung  identisch  in  u,  v  besteht,  so  erhält  man 
durch  partielle  Differentiation  nach  u  und  v: 

womit  sich  die  vier  Coefficienten  von  {H  +  ä)"*  vereinfacbeD 
lassen  und,  gleich  Null  gesetzt,  die  vier  Gleichungen  geben : 

-  fh  (?,  + »?,)  +  2tf,(^,  -»?,)  =  0  ,     3//,(|,  +  .?,)  =  0 
-3«.(^,  +  '?«)  =  0,     tf.(|,  +  ^J  +  2//.($, -.?,)  =  0. 

Diese  reduciren  sich,  da  H^  und  //,  nicht  beide  Null  sind,  auf: 

Endlich  bleiben  noch  die  vier  Bedingungen,  welche  sich  durch 
Nullsetzen  der  Coefficienten  von  (//  +  h)^  ergeben : 

Die  Bedeutung  der  drei  Bedingungen  (42),  (43)  und  der, 
vorläufig  noch  nicht  mittels  (43)  reducirten,  Bedingungen  (U, 
ist  die  folgende : 

Die  vier  Gleichungen  (4  4)  allein  entsprechen  dem  hier  zu 
Übergehenden  Falle  H  =  const.  und  sind  die  nothwendigen  und 
hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  die  c»*  geodätischen 
Linien  der  Oberfläche  die  infinitesimale  Transformation  (4  4)  ge- 
statten^). 


4)  Sie  stimmen  mit  den  von  Lie,  Mathematische  Annalen,  Bd.  XX, 
S.  367  unter  (4)  aufgestellten  Gleichungen  ihrer  Bedeutung  nach  voll- 
kommen überein,  nur  dass  bei  Lie  die  Form  ds^  s=^e^dudv  des  Linien- 
elementes  zu  Grunde  gelegt  ist,  während  für  den  hier  vorliegenden  Zweck 
die  Form  d5*»=  e^idu^-^-dv^)  sich  als  zweckmässig  erwies. 
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Die  zwei. Gleichungen  (13)  drücken  aus,  dass  die  infinitesi- 
male Transformation  (41)  eine  conforme  ist'). 

Die  Gleichung  (12)  endlich  bedeutet,  dass  das  System  der 
Niveaulinien  der  Kräftefunction  auf  der  Fläche  mit  dem  System 
der  Bahncurven^)  der  infinitesimalen  Transformation  (11)  über- 
einkommt. Denn  die  Differentialgleichungen  dieser  beiden  Cur- 
•vensysteme  sind  bezüglich : 

H^du-{' H^dv  =  0     und     — ijdu  + ^cfü  =  0  . 

Wir  gelangen  also  zu  dem  folgenden  Resultate: 
Ein  Punkt  bewegt  sich  unter  Einfluss  einer  Kräftefunctian^ 
die  keine  Constante  istj  auf  einer  Oberfläche.  Wir  betrachten  die 
oo*  Bahncurven  des  bewegten  Punktes ,  welche  einem  bestimmten 
Werthe  der  Constanten  h  der  lebendigen  Kraft  entsprechen.  Sollen 
diese  oo*  Curven,  unabhängig  von  der  WaJil  des  Werthes  von  h, 
eine  infinitesimale  Transformation  gestatten^  so  ist  dazu  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  die  Fläche  zu  den  vonLie  bestimmten  Flächen 
gehört,  deren  oo*  geodätische  Linien  eine  conforme  infinitesimale 
Transformation  gestattenj  und  dass  die  Niveaulinien  der  Kräfte- 
function  auf  der  Fläche  die  Bahncurven  dieser  conformen  infini- 
tesimalen Transformation  sind. 

§3. 
Einführniig  besonderer  isothermer  Coordinaten. 

Wenn  man  die  Gleichungen  (1 4)  in  der  Weise  verbindet, 
dass  man  die  erste  und  dritte,  sowie  die  zweite  und  vierte  zu- 
erst subtrahirt  und  dann  addirt,  so  erhält  man  zuerst  die  zwei 
Gleichungen: 

^J^«  +  Vi)  +  ^%{Si  —  Vt)  —  (?«  +  Vu)  —  (?it  —  V^t)  =  Ö 

^4  (?4  —  >?»)  -   ^%  (?i  +  ^l)  +  (?M  +  ^li)   -  (?14    -  Vm)  =  Ö  » 

welche  infolge  von  (13)  schon  erfüllt  sind,  und  hernach  die  zwei 
Gleichungen : 


4)  Vgl.  LiK,  Vorlesungen  über  Differentialgleichungen  etc.,  bearb. 
und  hersg.  von  Scheffers,  S.  81.  Die  Gleichungen  (4  3)  und  (4  4)  zusammen 
charakterisiren  also  den  ersten  der  drei  Lis'schen  Fälle  (Math.  Ann.  Bd.  XX, 
S.  368,  372,  376),  welche  die  Gleichungen  (4  4)  aüein  umfassen. 

2)  Vgl.  Lte,  Theorie  der  Transformationsgruppen,  I.  Abschnitt,  S.  60. 

Mftth.-pliTS.  ClMse  1892.  ^9 
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welche  in  Folge  von  (13)  folgendermaassen  geschrieben  werdeo 
können: 

^  («;.?+ w;,i?  +  |,  +  i?,)  =  0,    _(tt;^g+t^;,ij  +  f4+ij,)  =  0. 

Daher  reduciren  sich  die  vier  Gleichungen  (14)  mit  Benutzung 
von  (13)  schliesslich  auf  die  eine  Gleichung: 

(16)  ^iS  +  w^tj  +  S,  +  rj^  =  ia  , 

wo  S  a  eine  Constante  ist. 

Es  bleiben  jetzt  im  Gänsen  folgende  Bedingungsgleichungen 
übrig: 

(15)  ^iS  +  w^r]  +  §^  +  rj^  =  2a  , 

(12)  H,§+H,ri  =  0. 

Wir  wollen  nun  an  Stelle  der  bisherigen,  völlig  willkttrlich  ge- 
wählten isothermen  Goordinaten  u ,  v  auf  der  Fläche  neue  iso- 
therme Goordinaten  einführen. 

Die  Differentialgleichung  derBahncurven  der  infinitesimaleD 
Transformation  (11): 

^dv  —  rjdu  =  0 
und  die  Differentialgleichung  ihrer  orthogonalen  Trajectorien: 

§du  +  Tjdv  =  0 

haben  nämlich  in  Folge  der  Relationen  (1 3)  den  gemeinsamen 
Multiplicator: 

1 


der  immer  bestimmt  ist,  da  die  reellen  Grössen  |,  rj  nicht  beide 
zugleich  identisch  verschwinden  können,  wenn  die  Gleichung  [1 4  j 
wirklich  eine  infinitesimale  Transformation  darstellen  soll.  Wir 
können  daher  durch  die  Gleichungen : 

,,^,  ,  ,       Bdv  —  Tjdu         ,  ,       Bdu  +  rjdv 
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zwei  neue  Variablen  u\  v'  als  Functionen  der  alten  t/,  v  defi- 
Diren.  Das  Quadrat  des  Linienelementes  stellt  sich  in  diesen 
sofort  in  der  Form  dar : 

=  E'  (du'*  +  dv'*)  =  e^  [du'^  +  dv'^)  . 

Die  neuen  Coordinaten  u',  v^  sind  wieder  ein  Paar  isothermer 
Goordinaten. 

Die  infinitesimale  Transformation: 

mag  in  den  letzteren  das  Symbol: 


haben.   Es  ist  dann  ^) : 

^  +  v      ^  ^  +  v^ 

/  ^     ?  +  i?*^  '    ?  +  »?* 

sodass: 

wird. 

Wir  können  also  stets  solche  isotherme  Coordinaten  auf 
der  Fläche  einführen,  in  denen  die  conforme  infinitesimale 
Transformation  (4  4)  das  Symbol  (18}  hat;  die  Goordinatencurven 
u'  =  const.  sind  die  Bahncurven  der  infinitesimalen  Transfor- 
mation. 

Denken  wir  uns  nun  von  vornherein  diese  besonderen,  der 
conformen  infinitesimalen  Transformation  Tf  eigenthttmlichen 
isothermen  Coordinaten  i/^v'  eingeführt,  so  würden  wir  die 
Gleichungen  (45),  (13),  (12)  mit  m',  v',  iü',  //',  0,  1  für  u,  v,  tu, 
H,  ^j  ri  als  noth wendige  und  hinreichende  Bedigungen  dafür 
gefunden  haben,  dass  die  cx^*  einem  beliebigen  h  entsprechen- 
den   Bahncurven    des    bewegten   Punktes    die    infinitesimale 


4)   Vgl.  LiB,    Theorie  der  Transformationsgruppen ,   I.  Abschnitt, 
S.  56,  §  4  4. 

«9* 
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Transformation  gestatten.  Die  Gleichungen  (43)  fallen  dann  fort 
und  die  Gleichungen  (45)  und  (42)  werden: 

67  =  *^'       W  =  ®- 
Es  folgt  daher: 

w'  =  2at;'  +  2(p(u')  ,      H'  =  ip{u')  , 

wo  2(3p(u')  und  r/'(w')  beliebige  Functionen  von  u'  sind.  Wir  er- 
halten somit,  indem  wir  die  Accente  nachträglich  wieder  weg- 
lassen, die  folgende  Form  des  in  §  2  gewonnenen  Satzes: 

Ein  Punkt  bewegt  sich  unter  Einfluss  einer  Kräflefunctionj 
die  keine  Constante  isty  auf  einer  Ober  fluche.  Wir  betrachten  die 
oo*  Bahncurven  der  Bewegung^  welche  einem  bestimmten  Werthe 
der  Constanten  h  entsprechen.  Sollen  diese  oo*  Curven,  unabhängig 
von  A,  eine  infinitesimale  Transformation  gestatten,  so  ist  dazu 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  auf  der  Fläche  ein  isothermes 
Coordinatensy Stern  w,  t;  existirt^  in  welchem  sich  das  Quadrat  des 
Linienelementes  in  der  Form : 

(\  9)  ds*  =  6"«^*«^^  (du*  +  dv») 

darstellt,  während  die  Kräftefunction  die  Form  H{u)  hat.  Die 
infinitesimale  Transformation  selbst  stellt  sich  in  diesem  System 
durch  das  Symbol 

(20)  Tr=^^ 

dar,  sodass  ihre  Bahncurven  u  =  const.  mit  den  Niveaulinien 
H{u)  =  const.  zusammenfallen, 

§*. 

Die  Niveaalinien  als  Enyeloppen  der  Bahncarven  des  bewegten  Fmiktes. 

Wenden  wir  in  der  auf  ein  beliebiges  isothermes  System 
bezüglichen  Differerentialgleichung  (7)  die  jetzt  erhaltene  Form 
(4  9)  des  Linienelementes  und  die  Kräftefunction  H{u)  an,  so  er- 
hatten wir  die  folgende  Differentialgleichung  2.  Ordnung  der 
Bahncurven  des  bewegten  Punktes: 

(2^)      äi7=(^+^M^"-'^(")-"--2  5(i)^ 
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worin: 

,      dv  ,.  .        dq>       „,,  .        dH 

du       ^  ^  '       du  '  '        du , 

Diese  Differentialgleichung  2.  Ordnung  zwischen  u  und  v 
ist,  eben  weil  sie  die  infinitesimale  Transrormation  (20]  gestattet, 
frei  von  v,  also  nur  eine  Differentialgleichung  \.  Ordnung  zwi- 
schen u  und  v'.  ^)   Ihr  Integral  hat  die  Form : 

(22)  F(m,  v')  =  k 

und  scheidet  aus  den  oo*  Bahncurven  (h)  des  bewegten  Punktes, 
die  einem  bestimmten  h  entsprechen,  für  jedes  bestimmte  k 
eine  Schaar  von  oo^  Bahncurven  {h\  k)  aus,  welche  ihrerseits 
die  infinitesimale  Transformation  (20)  gestattet,  und  deren  Um- 
httllungscurve  aus  Bahncurven  ^j  u  =  const.  der  infinitesimalen 
Transformation  (20)  bestehen  muss^).  Ist  die  Auflösung  der 
Gleichung  (22)  nach  v'  etwa: 

so  müssen  die  Umhttllungscurven  u  =  const.  der  Gleichung  ge- 
nügen: 

(24)  r(u,  A)  =  0  . 

Da  man  umgekehrt  diese  Gleichung  im  Allgemeinen  bei  gege- 
benem u  nach  k  auflösen  kann,  so  folgt: 

Jede  Niveaucurve  ist  im  Allgemeinen  bei  gegebenem  h  Um^ 
hüllungscurve  eines  Systems  von  oo*  Bahncurven  [h ,  k)  des  be- 
wegten Punktes. 

In  dem  speciellen  Falle  a  =  0,  der  für  die  Rotationsflächen 
und  die  auf  ihnen  abwickelbaren  Flachen^)  eintritt,  ist  das  Inte- 
gral (22)  sofort  angebbar  und  lautet  (mit  k'^  für  k] : 

4)  Vgl.  LiB,  Vorlesangen  über  Differential gleichu Dgen ,  bearb.  und 
hersg.  Von  Scbefpers,  S.  888,  §  6. 

2)  Es  ist  hier  immer  zu  unterscheiden  zwischen  »Bahncurve  des 
bewegten  Punictes«  und  »Bahncurve  der  infinitesimalen  Transformation*. 

3)  Vgl.  Klein  und  Lie,  Ueber  diejenigen  ebenen  Curven  etc. ,  Mathe- 
matische Annalen,  Bd.  IV,  S.  63,  Nr. 40;  S.  79,  Nr.  S4. 

4)  Vgl.  LiE,  Mathematische  Annalen,  Bd.  XX,  S.  874. 
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oder  in  der  Form  (83) : 

(23')  v'  = 


demnach  bestimmt  die  Gleichung: 

(24'')  i{H{u)  +  h)  e«9^W  —  A-«  =  0 

diejenigen  Niveaulinien  u  s=  const.,  welche  Umhtlllttngscurven 
der  oo*  Bahncurven  [h,  k)  des  bewegten  Punktes  sind. 

Betrachten  wir  noch  etwas  näher  die  Rotationsfläche,  deren 
Gleichung  in  gewöhnlichen  Raumcoordinaten  ist: 

(ü  {z)  soll  eine  beliebige  Function  von  z  bedeuten.    Wir  können 
dann: 

ds*  =  e*^**)  (du*  +  dv*) 

annehmen ,  indem  wir  unter  v  die  geographische  Länge  ver- 
steheU)  femer  mittels  der  Gleichung: 


-/ 


Ü}{Z) 

z  als  Function  von  u  dargestellt  denken,  damit  Iog€ü(js)  in  eine 
Function  von  u  verwandeln  und  diese  cp  (u)  nennen,  sodass : 

eq^(«)  =  w(Ä)  . 

Die  Gleichung  (24')  wird  dann,  wenn  wir  statt  u  wieder  z  ein- 
führen und  H[u)  mit  H[z)  bezeichnen: 

2(j^(ä)  +  A)£i;*(ä)  — A*  =  0  . 

Diese  Gleichung  bestimmt  aber  in  der  That,  wie  bekannt,  die- 
jenigen Parallelkreise  der  Rotationsfläche,  welche  die  Schaar  der 
oo*  Bahncurven  (A,  A)  umhtlllen;  k  ist  dabei  nichts  anderes  als 
die  doppelte  Fiächengeschwindigkeit  der  auf  die  or^- Ebene  des 
Goordinatensystems  projicirten  Bewegung. 

§8- 
Die  Niveaulinien  als  Bahncurven  des  bewegten  Punktes. 

Die  Differentialgleichung  §  4  *  (7)  wurde  unter  der  Voraus- 

dxi 
Setzung  abgeleitet,  dass  u'  =  -r  nicht  identisch  Null  sei.  Wollen 

wir  mit  dieser  Möglichkeit  rechnen,  so  müssen  wir  die  Differen- 
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tialgleichung  §  4 ,  (8)  benutzen,  welche  bei  der  jetzigen  Form  von 
Ennd  H  (Scdilusssatz  von  §  3)  lautet: 

Dieser  Differentialgleichung  wird  nun  durch  die  Annahme  t/st/^ 
genügt,  wenn  der  constante  Werth  ti^  aus  der  Gleichung  be- 
stimmt wird: 

Es  folgt  daher,  sofern  diese  Gleichung  auch  bei  gegebenem  u 
cur  Bestimmung  von  h  dienen  kann : 

Jede  Niveaulinie  kann  im  Allgemeinen  bei  geeignetem  Werthe 
von  h  Bahncurve  des  bewegten  Punktes  sein. 

Um  für  diesen  Fall,  wo  u  =  u^  ist,  auch  v  als  Function  der 
Zeit  zu  bestimmen ,  gehen  wir  auf  die  Gleichungen  §  i ,  (5],  (6) 
zarttck,  welche  mit  t/  =  t/^  und  den  jetzigen  Formen  von  E  und 
H  die  Gestalt  annehmen: 

(27)  ^E(p'(u,)-v'^=H\u,),  v"+av'*=:0,\Ev'*^H{u,)  +  h, 

die  Äccente  auf  die  Differentiation  nach  t  bezogen.  Die  erste 
und  dritte  dieser  Gleichungen  sind  in  Folge  der  Bedingung  (26] 
verträglich.  Die  mittlere  giebt  mit  zwei  Integrationsconstanten 
6  und  c : 

iao\  j  ^  \  ,     at  +  b 

Hiermit  wird : 


c»   ' 


sodass  die  Constante  c  in  (88),  der  letzten  Gleichung  (27)  zufolge, 
mit  h  in  der  Beziehung  steht: 


yi{H{u,)+h) 

Da  H(u)-}-h  als  Werth  der  lebendigen  Kraft  nicht  negativ  wer- 
den kann,  so  wird  die  Gleichung  (S6)  nur  unter  der  Bedingung 
bestehen  können ,  dass  H'  [u)  und  q>'  (u)  für  u  =  u^  entgegen- 
gesetztes Vorzeichen  haben.  Diese  Bedingung  hat  folgende  Be- 
deutung: 
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In  jedem  Punkte  u,  v  steht  die  in  die  Flache  fallende  Gom- 
ponente  der  durch  die  Kräftefunction  bestimmten  Kraft  auf  der 
Curve  u  =  const.  senkrecht  und  zwar  weist  ihre  Richtung,  je 
nachdem  H'(u)  positiv  oder  negativ  ist,  nach  der  Seite  des  wach- 
senden oder  des  abnehmenden  u. 

Andererseits  ist  aber  der  Radius  der  geodätischen  Ertlm- 
mung  der  Curve  u  ='  const.  im  Punkte  u,  t;,  und  zwar  positiv  im 
Sinne  des  wachsenden  und  negativ  im  Sinne  des  abnehmenden 
u  gerechnet,  jederzeit  durch  die  Formel: 

dargestellt^).  Das  Vorzeichen  von  ^  hangt  daher  nur  von  dem 
Vorzeichen  von  (p'  [u]  ab  und  ist  diesem  entgegengesetzt. 

.le  nachdem  also  H'{u)  und  (p'[u)  entgegengesetztes  oder 
gleiches  Vorzeichen  haben,  stimmt  die  Richtung  der  in  die 
Fläche  fallenden  Kraftcomponente  mit  der  Richtung  des  Radius 
der  geodätischen  Krümmung  ttberein  oder  nicht. 

Es  können  also  nur  solche  Niveaulinien  Bahncurven  der  Be- 
wegung des  Punktes  sein ,  längs  deren  die  Richtung  der  in  die 
Fläche  fallenden  Kraftcomponente  mit  der  Richtung  des  Radius 
der  geodätischen  Krümmung  übereinstimmt  oder  sozusagen  nach 
der  ngeodätisch-concavenä  Seite  der  Niveaulinie  hinweist,. 

Dieser  allgemeine  Satz  kann  wiederum  auf  den  Fall  der 
Rotationsflache  angewendet  werden,  wo  nach  der  Rezeichnung 
des  §  4  die  Redingung  (26),  in  der  Variabein  z  geschrieben,  so 
lautet : 

(86')  i(H[z)  +  h)'^^  +  H'{z)  =  0«)  . 

Ohne  hierauf  naher  einzugehen,  wollen  wir  nur  ein  Reispiel  er- 
wähnen, das  gewöhnliche  Kugelpendel.  Hier  bedeutet  unser 
Satz,  dass  die  Rewegung  auf  einem  Parallelkreis  der  Kugel  nur 
möglich  ist,  wenn  derselbe  unterhalb  des  Aequators  liegt  3).  Be- 
trachten wir  nämlich' einen  unterhalb  des  Aequators  liegenden 
Parallelkreis  der  Kugel,  so  wird  derselbe  von  den  grössten 

4)  Vgl.  Knoblaucb,  Einleitung  in.die  allgemeine  Theorie  der.krammen 
Flächen,  Leipzig  4  888,  S.  243,  Formel  (6). 

5)  Vgl.  Acta  matheniatica,  Bd.  Xi,  S.  849  f. 

3]  Vgl.  DüRfecB,  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  3.  Aufl.  (4878), 
S.  34t,  wo  dieser  Satz  besoaders  bewiesen  wird. 


Ubbbr  DIB  Bahngdrtbn  etc.  443 

Ereisen,'  dle.sisme.  geodatisch^D  Tangenten  sind,  von  oben  h^r 
berührt,  sodass  seine  »geodätisch-concaveff  Seite  nach  unten 
geht,  nach  gleicher  Richtung,  wie. die  in  die  Kugelfläche  fallende 
Componente  der  Schwere.  Dagegen  geht  die  geodätisch-concave 
Seite  eines  oberhalb  des  Aeqnatörs  gelegenen  Parallelkreises  nach 
oben,  also  nach  der  entgegengesetzten  Seite,  wie  die  in  die 
Kugelfläche  fallende  Componente  der  Schwere. 

^och  einfacher  wird  die  Bedeutung  unseres  Satzes  fttr  die 
im  folgenden  §  6  zu  erwähnende  ebene  Bewegung. 

§6. 
Die  Bewegung  eines  Punktes  in  der  Ebene. 

Wenden  wir  das  Resultat  des  §  2  auf  die  Ebene  an,  so  ist 
diejenige  conforme  infinitesimale  Transformation,  welche  die  oo* 
geodätischen  liihien  der  Ebene  Invariant  lässt,  die  conforme 
projective  infinitesimale  Transformation.  Wir  wollen  diesen 
einfachen  Fall  wegen  seiner  Beziehung  zur  gewöhnlichen  Theorie 
der  Centrälbewegung  noch  besonders  betrachten. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  u^vln  der  Ebene  unter  Einfluss 
einer  Kräftefunctibn\ff(t/,  t;),  so  können  wir  die  beliebigen  iso- 
thermen Codrdinaten  des  §4  und  §  2  mit  den  gewöhnlichen 
Punktcoordinaten  x,  y  identificiren.  Wir  haben  dann  in  [\ )  und 
[^')E=\  und  u;  =i  0  und  die  Gleichungen  (iö),  (13)  und  (12) 
werden : 

5cc  *  J)y  '    hx      hy     iy  ^x^   ^hx^  ^  by 

Die  drei  ersten  Gleichungen  geben  unmittelbar : 

S=:^aX'—by  +  aj     i;  =  6a5  +  ay+ /?*)  ,* 

wo  a,  b,  or,  ß  Gonstanten  sind. 

Die  neuen  Variablen  u\  v'  des  §  3,  die  wir  nunmehr  w,  t; 
nennen  wollen,  entsprechen  nach  (\  6)  den  Gleichungen : 

^^^  —  (q  ^  —  ^y  +  «)  ^y  —  (^^  +  qy  +  ^)  dx 

[ax  —  6y  +  «)*+  (65C  +  o>y  +  ß)* 

,    (acD  — 6t/  + a)  da;  +  (6a;  + oy +  /?)  dy 

[ax  —  öy  +  «)*  +  (6  a;  +  ay  +  ß)* 


^) :Vg1v  LiE,  Vorlesuqgen  über. Differentialgleichungen  etc.,  bearb.  und 
hersg.  von  Schepfers,  S.  84 . 
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Die  AusfCLhrang  der  Integration  giebt  mit  den  Abkunongen : 

aa-i-bß  aß  —  ba 

^0  a«  +  6«   '    ^«  a»  +  6»  ' 

welche  nur  den  auf  das  gewöhnliche  Goordinatensystem  zurOck- 
ftthrenden  Fall  a  =  0,  6  =  0  ausschliessen: 

u  =  a  .  arc  tg  |^^  —  6  log  V  (o;  —  aj^ )«  +  (y  —  y, )«  , 

I 

«  =  6  .  arc  tg  J^  +  a  logVla;  -  cc,)«  +  (y  -  y,)«  . 

Diese  Formeln  nehmen  unter  Einführung  von  Polarcoordi- 
naten  r,  q>: 

X  —  a;^  =  r  cos  (jp  ,      y  —  y^  =  r  sin  y 

die  einfache  Gestalt  an : 

(30)  M  =  ay  —  6  •  log  r  ,       v  =  bq)  -\~  a  -logr  , 

Das  neue  Isothermensystem,  dessen  Cuven  u  =  const.  die  Babn- 
curven  der  infinitesimalen  Transformation  sind,  besteht  also  aus 
zwei  Systemen  logarithmischer  Spiralen^].  Es  ergiebt  sich  also 
der  Satz: 

Ein  Punkt  bewegt  sich  in  der  Ebene  unter  Einfluss  einer 
Kräftefunction.  Wir  betrachten  die  c»*  Bahncurven  des  bewegten 
Punktes  j  welche  einem  bestimmten  Werthe  der  Constanten  h  der 
lebendigen  Kraft  entsprechen.  Dann  und  nur  dann  werden  diese 
c»*  Bahncurven,  unabhängig  von  A,  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation  gestatten ,  wenn  die  Niveaulinien  der  Kräftefunction  ein 
System  ton  Parallellinien  (Fall  a  =  0 ,  6  =  0)  oder  ein  System 
concentrischer  und  gleichwinkliger  logarithmischer  Spiralen  bilden. 

Das  Quadrat  des  Linienelementes  ist  jetzt: 

av  —  bu 


e 


*  a*-f-ft' 


(^^)  ^^'=    a«  +  6^     [du^  +  dv') 

und  wird  daher  die  Differentialgleichung  2.  Ordnung  der  Bahn- 

4)  Vgl.  Klein  und  Lie,  Mathematische  AnnaleD,  Bd.  IV,  S.  64,  Kr.  7, 
ferner  Holzmüller,  Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandt- 
schaften, 4882,  S.  t37  ff.  und  Figur  58. 
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curven  des  bewegten  Punktes  aus  (24)  mit     ^       ,^  für  a  und 
—  6tt   ^        ,  .  . 

Sie  geht  mit  a  =  0 ,  &  =  —  1  in  die  Differentialgleichung  S.  Ord- 
nung der  Bahncurven  der  gewöhnlichen  Gentralbewegung  ttber 

welche  das  Integral  hat: 

oder  mit  w=logr,  i;=  —  qp,  —  i=i  r  -—■  in  gewöhnlichen 

Polarcoordinaten  geschrieben  und  nach  -p  aufgelöst: 

dqp k 


dr       ry2(//(r)  +  Ä)r«  — Ä« 

Wenn  das  Integral  der  allgemeinen  Differentialgleichung 
(39)|  nach  v'  aufgelöst,  die  Form  hat: 


so  bestimmt  nach  §  4  die  Gleichung: 

diejenigen  Spiralen  u  =  const.,  welche  Umhttllungscurven  der 
00*  Bahncuren  [hy  k)  des  bewegten  Punktes  sind.  Im  Falle  der 
gewöhnlichen  Gentralbewegung  haben  wir  in  der  That  als 
Umhttllungscurven  die  concentrischen  Kreise,  welche  der  Glei- 
chung genügen : 

2(j^(r)  +  Ä)r*  — fc»  =  0  . 

Jede  logarithmische  Spirale  u  =  const.  kann  nach  §  5  selbst 
Bahncurve  des  bewegten  Punktes  werden,  falls  h  aus  der  Glei- 
chung bestimmt  wird: 
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b        ,    i     H'[u) 


a*  +  6«"^2/^(M)+A 


=  0  . 


Jedoch  muss  nach  dem  zweiten  Satze  des  §  5  längs  der  Spirale 
die  Kraft  nach  der  concaven  Seite  jener  gerichtet  sein.  So  kann 
für  die  Centralbewegung ,  wie  bekannt ,  jeder  um  das  Kraft- 
centrum beschriebene  Kreis  r  =  const.  Bahncurve  des  bewegten 
Punktes  sein,  wenn  h  und  r  durch  die  Gleichung  verknüpft  sind: 

2(//(r)  +  A)  +  r/r'(r)==0; 

vorausgesetzt,  dass  die  Gentralkraft  nach  der  concaven  Seite  der 
Niveaulinie  gerichtet,  d.  h.  eine  anziehende  Gentralkraft  ist. 

Rostock,  am  7.  October  4892. 


SITZUNG  VOM  17.  OCTOBER  1892. 

SophQB  Lie,  Untersuchungen  über  Translationsflächen 
(Abhandlung  Ij. 

Durch  meine  Untersuchungen  über  den  tetraedalen  Com- 
plex  sowie  über  die  Abbildung  des  linearen  Liniencomplexes 
auf  den  Punktraum  wurde  ich  schon  im  Jahre  4  870  zur  ein- 
gebenden Betrachtung  derjenigen  Flächen  geführt,  die  durch 
Translation  einer  Curve  erzeugt  werden.  Ich  erkannte  u.  a., 
dass  MoNGB^s  allgemeine  Gleichung  der  Minimalflächen  nur  aus- 
sagt, dass  jede  derartige  Fläche  in  zweifacher  Weise  durch 
Translation  einer  Minimalcurve  erzeugt  werden  kann.  Auf  diese 
Bemerkung,  die  merkwürdiger  Weise  von  älteren  Mathematikern 
gar  nicht  berücksichtigt  worden  war,  habe  ich  später  eine  be- 
merkenswerthe  Theorie  der  Minimalfläcben  begründet  ^). 

Die  Theorie  der  tetraedral-symmetrischen  Flächen  gab  mir 
im  Jahre  4  874  gewisse  Flächen ,  die  in  unendlich  vielen  Weisen 
durch  Translation  einer  Curve  erzeugt  werden  können. 

Eine  besondere  Stellung  nehmen  diejenigen  Flächen  ein, 
welche  die  Gleichung: 

5  =  0 

erfüllen,  welche  somit  in  zweifacher  Weise  durch  Translation 
einer  ebenen  Curve  erzeugt  worden  sind.    Ich  veröffentlichte  in 


4]  Ich  zeigte  u.  a.,  dass  für  jede  reelle  Minimalilöche  die  Summe  der 
Ordnung  und  der  Classe  mindestens  gleich  1 5  ist.  Auf  Veranlassung  von 
mir  bat  Herr  Robn  neuerdings  gezeigt,  dass  die  von  mir  besprochene  Mini- 
malfläche sechster  Ordnung  nie  reell  ist  Die  Ordnung  einer  reellen  Mini- 
malfläche ist  in  Folge  dessen,  wie  meine  filteren  Untersuchungen  zeigen, 
mindestens  gleich  9. 
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den  Jahren  i  872 — \  879  bemerkenswerthe  Untersuchungen  über 
die  Integrälflächen  der  Gleichung  s  =  0  sowie  ttber  alle  partiellen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  B&riih- 
rungstransformation  auf  die  Form  s  =  0  reducibel  sind. 

Es  gelang  mir  ferner  im  Jahre  4879,  alle  Flächen  zu  be- 
stimmen, welche  in  mehrfacher  Weise  als  TranslatioDsflächen 
aufgefasst  werden  können.  Im  Laufe  des  letzten  Jahres  ist  es 
mir  gelungen,  dieses  Problem  auf  n  Dimensionen  auszudehnen 
und  gleichzeitig  ausserordentlich  schöne  Beziehungen  zum  Abel- 
schen  Theorem  zu  finden. 

Endlich  gelang  es  mir  im  Jahre  1879,  eine  merkwUrdige 
und  schöne  Ausdehnung  meiner  Theorie  der  Minimalflachen  auf 
beliebige  Translationsflächen  zu  finden. 

Es  ist  jetzt  meine  Absicht,  meine  sämmtlichen  noch  nicht  ver- 
öffentlichten Untersuchungen  über  Translationsflächen  in  einer  Reihe 
Noten  in  den  hiesigen  Berichten  zu  geben. 

In  dieser  ersten  Note  entwickele  ich  die  soeben  besprochene 
Ausdehnung  meiner  Theorie  der  Minimalflächen. 

§<• 

Allgemeines  über  Translationsfl&cben. 

Nimmt  man  zwei  Raumcurven  c^  und  k^  an,  die  einen  Punkt 
Pq  gemein  haben,  und  verschiebt  man  c^  parallel  mit  sich  selbst 
derart;  dass  ihr  Punkt /^^  auf /r^  entlang  läuft,  so  beschreibt  c, 
eine  Translationsfläche.  Ein  beliebiger  auf  c^  gelegener  Punkt 
beschreibt  dabei  eine  Gurve  k,  die  mit  k^  congruent  und  gleich- 
gestellt ist.  Folglich  kann  die  Fläche  auch  durch  Verschiebung 
der  Gurve  k^  an  c^  entlang  erzeugt  werden. 

Sats  1.  Kann  eine  Fläche  in  einer  Weise  durch  TranskUions- 
bewegung  einer  Curve  erzeugt  werden ,  so  gestatte  sie  noch  eine 
solche  Erzeugung. 

Sind: 

x  =  A,{t),    y=B,(t),    z=^C,{t) 

die  Gleichungen  der  Gurve  Cq  und 

die  der  Curve  k^ ,  und  nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  an, 
dass  der  Goordinatenanfang  der  gemeinsame  Punkt  p^  beider 
Gurven  ist,  so  stellen  die  Gleichungen 


Untersuchungen  über  Translationsflächen.  I.  449 

z  ==  C,(t)  +  C,{t] 

die  betrachtete  Fläche  dar.    Halt  man  r  fest,  so  geben  sie  eine 

Curve  Cj  halt  man  t  fest,  eine  Curve  k. 

Die  Fläche  lässt  sich  auch  so  erzeugen: 

Man  verbinde  einen  beliebigen  Punkt  der  Curve 

mit  einem  beliebigen  Punkte  der  Curve 

dorch  eine  Strecke,  deren  Mitte  alsdann  die  Coordinaten  (4)  hat. 
Also: 

Sats  2.  Jede  Translationsfläche  kann  auch  als  der  Ort  der 
Mitten  aller  Strecken  betrachtet  werden ,  welche  je  zwei  Punkte 
zweier  bestimmter  Curven  mit  einander  verbinden. 

Betrachten  wir  zwei  unendlich  nahe  Curven  c  und  ebenso 
zwei  unendlich  nahe  Curven  k.  Diese  bestimmen  ein  infinitesi- 
males Parallelogramm,  also  eine  ebene  Figur  in  einer  Tangen- 
tialebene der  Fläche.  Die  Tangentialebenen  in  benachbarten 
Punkten  der  Curve  k  schneiden  sich  also  in  der  Richtung  der 
hindurchgehenden  Curve  c  und  umgekehrt.  Die  Richtungen  der 
durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Fläche  hindurchgehenden 
Curven  c  und  k  sind  demnach  conjugirt.   Hieraus  folgt: 

Sats  3.  In  jedem  Punkte  der  Fläche  bestimmen  die  hindurch- 
gehenden Curven  c  und  k  Richtungen^  die  zu  den  zugehörigen 
Haupttangenten  harmonisch  liegen. 

Analytisch  und  streng  lässt  sich  dies  so  darstellen: 

In  einem  Flächenpunkt  [Xj  y,  z)  ist: 

/     dx  =  A'^(t)dt  +  Ai{T)dT  , 
(2)  I     dy  =Bl[t)dt+Bi(T)dr, 

\     dz  =  Cl{t)dt  +  C;(r)dr  . 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

dz  —  pdx  —  qdy  =  0 

ein,  so  erhalten  wir  die  beiden  Gleichungen*. 
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,o,  I    C;(0  -  pAl(t)  -  qB[(t)  =  0  , 

^^  \    C.'(r)-p^,'(T)-gfi;(r)  =  0, 

woraus  durch  Differentiation  der  ersten  nach  r 

oder 

A[A^r  +  (^;ä;  +  yli^;)«  +  B[B'^t  =  0  . 

Halten  wir  diese  Gleichung  mit  der  bekannnten  Differen- 
gleichung  der  Haupttangentencurven 

(4)  rdx^  +  2säxdy  +  tdy^  =  0 

zusammen,  so  erkennen  wir,  dass  in  jedem  Punkte  unsererFläche 
die  Tangenten  der  hindurchgehenden  Curven  c  und  k  hinsicht- 
lich der  beiden  Haupttangenten  harmonisch  gelegen  sind. 

Die  Gleichung  (4)  ist  die  Differentialgleichung  der  Haupt- 
tangentencurven der  Flache. 

Sofort  leuchtet  ein: 

Satz  4.  Die  Developpabele  y  die  unsere  Fläche  längs  einer 
Curve  der  Schaar  c  oder  k  berührt,  ist  eine  Cylinder fläche. 

Die  Tangenten  längs  aller  Curven  c  sind  parallel  den  Ge- 
raden eines  gewissen  Kegeis,  der  eine  homogene  Gleichung  von 
der  Form 

f[dXj  dy,  dz)  =  0 

erftlllen  wird.  Ebenso  sind  die  Tangenten  längs  aller  Curven 
k  parallel  den  Tangenten  eines  der  Regel: 

(p{dx,  dy,  dz)  =  0  . 

Alle  Regel  f=0  schneiden  die  unendlich  ferne  ^bene  in 
ein  und  derselben  Curve,  die  sich  auch  definiren  lässt  als  Durch- 
schnitt der  unendlich  fernen  Ebene  mit  der  Developpablen  einer 
Curve  c.  Ebenso  bestimmen  alle  Kegel  <p  =  0  eine  unendlich 
ferne  Curve.  Der  Tangentialkegel  von  einem  Punkte  einer  dieser 
unendlich  fernen  Curven  an  die  Fläche  berührt  sie  also  längs 
einer  Curve  c  bez.  /;. 

Nimmt  man  insbesondere  an,  dass  die  Kegel  /*=  0  mit  den 
Kegeln  r/)  =  0  identisch  sind,  anders  ausgesprochen,  dass  die 
beiden  Curven  c^  und  ät^  —  und  mit  ihnen  alle  Curven  c  und 
k  —  eine  gemeinsame  Differentialgleichung  von  der  Form 
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f{dx^  dyj  dz]  =  0 

befriedigen )  die  irreducibel  sein  soll,  so  kann  man  beweisen, 
dass  sowohl  die  Gurven  c  wie  die  Gurven  k  eine  Umhttllungs- 
curve,  und  zwar  eine  gemeinsame  Umhüllungscurve  j  besitzen. 
Denn  alsdann  ist  zu  jeder  Tangente  einer  Gurve  c  eine  parallele 
Tangente  an  jede  Gurve  k  vorhanden.  Da  nun  alle  Gurven  k 
längs  einer  Gurve  c  parallele  Tangenten  haben,  so  ist  auf  dieser 
c  ein  Punkt  p  vorhanden ,  in  dem  die  Gurve  von  der  hindurch- 
gehenden Gurve  k  berührt  wird.  Erinnert  man  sich  daran,  dass 
c  in  die  benachbarte  Gurve  c'  durch  eine  Translationsbewegung 
übergeht,  deren  Richtung  die  besprochene  gemeinsame  Tangen- 
tenrichtung ist,  so  sieht  man,  dass  c  und  c'  sich  in  dem  Punkte 
p  schneiden,  sodass  alle  c  eine  UmhttUungscurve  2  des  Punktes 
p  besitzen,  die  von  c  in  p  bertlhrt  wird.  Da  c  in  p  von  der  hin- 
durchgehenden Gurve  k  berührt  wird ,  so  folgt ,  dass  die  Um- 
hollungscurve  2  auch  von  allen  k  berührt  wird.  Also: 

Sats  ö.  Wenn  die  auf  unserer  Fläche  gelegenen  Curven  c 
und  k  eine  irreducible  RelcUion  von  der  Form 

f{dXj  dy,  dz)  =  0 

befriedigen,  so  haben  die  Curven  c  und  k  eine  und  zwar  eine  ge- 
meinsame Umhüllungscurve  2. 

Man  kann  hinzufügen,  dass  die  Gurven  c  keine  krumme  Um- 
httUungscurve besitzen ,  wenn  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist. 

Hieran  schliesst  sich  noch  an: 

Sati  6.  Gleitet  eine  Curve  c  in  Translationsbewegung 
längs  einer  Curve  2,  deren  Tangenten  paarweis  mit  denen  von  c 
parallel  sind,  so  kann  die  erzeugte  Fläche  auch  dadurch  beschrieben 
werden,  dass  eine  gewisse  andere  Curve  k  in  Translationsbewegung 
längs  2  gleitet. 

Es  ist  insbesondere  denkbar,  dass  die  Gurven  c  und  k  eine 
irreducible  Schaar  bilden.  Dies  tritt  ein  dann ,  aber  auch  nur 
dann,  wenn  die  Gurve  2  mit  jeder  Gurve  c  nach  dem  Verhält- 
nisse 8  :  4  ähnlich  ist. 

Beziekangen  zwischen  zwei  Translationsfl&cken. 

Wir  wollen  nunmehr  die  beiden  Translationsflächen  be- 
trachten, welche  durch  die  Gleichungen 

lUt]i.-pkjg.  Cluie  189Z  30 
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(I) 


und 


(n) 


2y='?.(')-'?tW, 

dargestellt  werden.  Dabei  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Glei- 
chungen 

und 

zwei  Curven  in  solcher  Form  darstellen ,  dass  die  Tangenten  in 
den  Punkten  t  =  a  und  r  =  a,  also  in  Punkten  mit  gleichen 
Parametern  t  und  r,  sich  immer  schneiden.  Es  leuchtet  ein,  dass 
zwei  beliebige  Curven  immer  durch  Gleichungen  darstellbar 
sind,  die  diese  Eigenschaft  haben. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  liegen  die  Tangenten 
zweier  Punkte  mit  gleichen  Parametern  t  =  T  und  die  Verbin- 
dende dieser  Punkte  in  einer  Ebene.  Sind  X,  F,  Z  die  Richtungs- 
cosinus der  Normalen  der  Ebene,  so  bestehen  die  Gleichungen: 

m.  W  -  ^,  W)  +  HVi  W  -  Vt  W)  +  ^(?.  W  -  C,  W)  =  0 , 

dt  dt  dt 


+  Y 


+  Z 


=  0 


dt  dt  dt 

und  also  auch  die  im  Folgenden  mehrfach  benutzte  Gleichung; 

d|,W  dt],{t)  d^.W 


(3) 


dt 
dt 


dt 
dt 


dt 

dMt 
dt 


=  0. 


Bezeichnen  wir  solche  Punkte  der  beiden  Flächen  (I)  und 
(II)  als  einander  entsprechend ,  welche  zu  demselben  Werth- 
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System  t,  t  gehören)  so  ist  klar,  dass  die  Tangentenebenen  der 
beiden  Flächen  in  entsprechenden  Punkten  parallel  sind.  Denn 
die  beiden  Flachen  enthalten ,  wie  aus  ihren  Gleichungen  her- 
vorgeht, in  ihren  entsprechenden  Punkten  {tj  t)  zwei  Paare 
paralleler  Tangenten ,  indem  die  Richtungscosinus  des  einen 
Paares  proportional 

d^At]        dr,,{t)        dZ,(t) 


dt 


dt 


dt 


die  des  anderen  Paares  proportional 


d|,(r)       dfj,(T)       d^,(z) 


dt 


d% 


d% 


sind,  und  die  beiden  Tangenten  in  jedem  der  Punkte  [t,  t)  fallen 
im  Allgemeinen  nicht  zusammen.  Die  Flächen  (I)  und  (II)  ent- 
halten also  in  jedem  ihrer  Punkte  [t,  x)  Tangenten  parallel  den 
Tangenten  der  Curven  [\)  und  (2)  in  den  Punkten  [t]  und  (r). 

Jede  Relation  zwischen  i  und  r  bestimmt  eine  Curve  auf 
den  beiden  Flächen  (I)  und  (II).  Es  werden  also  auch  die  Curven 
der  Flächen  einander  als  entsprechend  zugeordnet.  Die  abwickel- 
baren Flächen,  die  unsere  beiden  Flächen  nach  zusammenge- 
hörenden Curven  berühren ,  haben  offenbar  paarweis  parallele 
Tangentialebenen. 

Insbesondere  richten  wir  unser  Augenmerk  auf  die  beiden 
Curven  unserer  Flächen,  die  durch  die  Relation  t  =  r  bestimmt 
werden.  Die  Developpabeln  längs  derselben  haben  paarweis 
parallele  Ebenen,  und  wir  werden  sehen,  dass  die  Developpa- 
bele,  die  die  Fläche  (II)  längs  der  Curve  t  =  T  berührt,  ein  Kegel 
ist,  dessen  Spitze  im  Anfangspunkt  liegt.  Die  Tangentialebene 
dieser  Fläche  in  einem  Punkte  /  =  r  ist  nämlich  bestimmt  durch 
die  Gleichung 


(4) 


X  — 


liW-I.W   ..    '?.(<)-'?.(')    .     gi(0-g>W 


2            « 

2 

i 

dl,  W 
dt 

drji  (0 
dt 

dt 

dS,(t) 
dt 

dvAt) 
dt 

dC.W 
dt 

=  0, 


80' 
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die  wegen  der  factisch  bestehenden  Gleichung  (3)  durch  die  An- 
nahme a?  =  y  =  z  =  0  erfailt  wird. 

Auch  die  andere  Developpabele,  die,  welche  die  Fläche  -li 
längs  der  Curve  t  =  r  berührt,  hat  eine  besondere  Eigenschaft : 
Sie  enthält  die  Gurven  (4)  und  (2).  Die  Tangentenebene  von  (F  in 
einem  Punkte  t  =  T  enthält  nämlich  Tangenten  parallel  den  Tan- 
genten der  Curven  (1)  und  [2j  in  den  Punkten  (/j,  und  diese  letz- 
teren Geraden  liegen  nach  Voraussetzung  in  einer  Ebene.  Da 
ihre  Ebene  den  Punkt  f  =  r  der  Fläche  (I)  enthält  —  denn  er  ist 
die  Mitte  der  Strecke,  die  unsere  beiden  Punkte  auf  den  CurveD 
[4  j  und  (2]  verbindet  —  so  muss  also  diese  Ebene  mit  der  Tan- 
gentenebene der  Fläche  (I)  im  Punkte  f  =  i:  zusammenfallen. 
Die  in  Rede  stehende  Developpabele  wird  also  umhüllt  von  allen 
Ebenen,  die  die  Curven  (4)  und  (2)  in  Punkten  mit  gleichem 
Parameter  berühren,  und  enthält  demnach  diese  Gurven  selbst. 

Dies  Ergebniss  kann  übrigens  auch  so  analytisch  abgeleitet 
werden :  Die  Tangentenebene  der  Fläche  (I)  im  Punkte  ^  =  r  hat 
die  Gleichung  (4j  mit  dem  einzigen  Unterschiede ,  dass  darin  in 
der  ersten  Zeile  statt  der  halben  Differenzen  halbe  Summen 
stehen  müssten.  Die  dadurch  hervorgehende  Gleichung  wird 
aber  wegen  (3)  sowohl  von  den  Punkten  (\)  als  auch  von  den 
Punkten  (2)  erfüllt.   Also  gilt  der 

Satz  7.    Sind  die  analytischen  Gleichungen  zweier  Curven 
und 

so  gewählt,  dass  die  Annahme  t  =  T  jedesmal  Punkte  giebt,  deren 
Tangenten  sich  schneiden,  so  ist  die  Translationsfläche 

^_m±iM   ^_5iii+5iW    ._kw+iiW 

in  eine  Developpabele  eingeschrieben,  die  beide  Curven  enthält.  Die 
Ebenen  dieser  Developpabeln  sind  parallel  mit  denjenigen  Tangen- 
tialebenen der  Translationsfläche 

„_g.(t)-§tW     „_2iWzi5iW      ^_g.(0-g.W 

die  durch  den  Coordinatenanfang  gehen. 
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§3. 

DeflnitioB  einer  Clssae  vea  partiellen  Differeitialgleiebungen. 

Fassen  wie  wieder  —  wie  zum  Schluss  des  §  4  —  solche 
TranslationsflHchen : 

(<)  \y=BAt)  +  B,(t), 

U=C,(/)  +  C,(r) 
ins  Auge,  deren  erzeugende  Gurven 

und 

gemeinsam  eine  irreducible  Differentialgleichung  von  der  Form 

(2)  f{dx,  dy,  dz)=^0 
erfüllen;  sodass  also  sein  soll : 

f(dA,,dB,,dC,)  =  0, 

Wie  in  §  4  (Satz  3)  bewiesen  wurde,  liegen  die  beiden 
Haupttangenten  in  jedem  Punkte  der  Fläche  (4)  harmonisch  zu 
den  beiden  hindurchgehenden  Gurven  t^=  Gonst.  und  r  =  Gonst. 
Hieraus  folgt,  wie  wir  schon  erkannt  haben  und  jetzt  nochmals 
beweisen  wollen,  dass  alle  Flächen  (4),  welche  die  Bedingungen 

(3)  erfüllen,  d.  h.  alle  Translationsflächen,  deren  erzeugende 
Gurven  Tangenten  parallel  den  Geraden  des  Kegels  (2)  haben,  eine 
partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  von  der  Form 

t^{P,g)r  +  S{p,q)s+T[p,q)i  =  0 

erfüllen.  Hier  bedeuten  p,  q  die  ersten,  r,  s,  t  die  zweiten  Dif- 
ferentialquotienten von  z  nach  Xy  y. 

Die  Gleichung  (2)  bestimmt,  wie  wir  auch  schon  in  §  4  be- 
merkten, eine  gewisse  unendlich  ferne  Gurve  A'«,.  Diese  Gurve 
spielt  im  Folgenden  dieselbe  Rolle,  wie  der  imaginäre  Kugelkreis 
in  der  Theorie  der  Minimalflächen  ^  die  ja  unter  den  Translations^ 
flächen  enthalten  sind.  Wenn  wir  nun  in  einem  Punkte  (/,  r)  der 
Fläche  (4)   die  Tangenten  an  die  hindurchgehenden  Gurven 
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t  =  Const.  und  r  s»  Const.  ziehen,  so  schneiden  diese  die  un- 
endlich ferne  Ebene  in  zwei  Punkten  der  Gurve  A^,,  wie  die 
Gleichungen  (3)  aussagen.  £s  leuchtet  ein,  dass  die  Flächen  (\\ 
die  den  Bedingungen  (3)  genügen  ^  die  Eigenschaft  geniessen,  dass 
ihre  Haupttattgenten  in  jedem  Punkte  zu  zwei  Tangenten  harmo- 
nisch liegen,  deren  Fortschreitungsrichtungen  dx,  dy,  dz  die  Glei- 
chung (2)  erfüllen. 

Zwei  Fortschreitungsrichtungen  d^x,  d^y,  d^z  und  d^x, 
d^y,  d^z  sind  aber  harmonisch  zu  den  Haupttangentencurven. 
wenn  sie  die  Gleichung 

(4)     rd^x  d^cci+s(d^x  d^y  +  d^x  d^y)  +  td^y  rf,y  =  0 
erfüllen.   Andererseits  liefern  die  Gleichungen: 

f(d,  X,  d^ y,  d, 55)  =  0  ,     f(d^x,  d,y,  d^z)  =  0  , 
d^z^pd^x-\'qd,y  ,     d^z  =  pd^x +  qd^y  , 

wenn  aus  ihnen  d,  z  und  d.  z  eliminirt  werden,  fttr  -j^  und  -r^ 

*  *  d^x        d^x 

gewisse  Functionen  von  p  und  g.  Setzt  man  diese  Werthe  in  die 

Gleichung  (4)  ein,  so  ergiebt  sich  in  der  That  eine  partielle  Dif- 

ferentialgleichun|<  zweiter  Ordnung  von  der  Form : 

(8)  H(p,  q)r  +  S{p,  q)s+T{p,  q)t  =  0  . 

Satz  8.    Alle  Flachen  : 

x  =  A,{t)  +  A,(T), 
y=B,(t)  +  B^{T), 
z  =  C,{t)  +  CM, 

welche  den  Bedingungen  : 

f[dA,,  dB^,  dC,)  =  0  ,    f[dA^,  dB^,  dC^)  =  0 

genügen,  erfüllen  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung von  der  Form  : 

^{P^  q)r  +  S{p,  q)s  +  T[p,  q]t  =  0. 

Man  erkennt  sehr  leicht,  dass  diese  Differentialglei- 
chung (5)  neben  einem  singulären  Integral  erster  Ordnung  — 
nKmlich  der  analytischen  Darstellung  aller  Kegel  f{dXf  dy, 
djs)  =  0  in  Ebenencoordinaten  p,  9  —  nur  solche  Integralflächen 
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besitzt,  welche  durch  Gleichungen  von  der  Form  (4),  (3)  be- 
stimmt sind. 

Ist  die  Gleichung 

(2)  f{dx,  dy,  dz)  =  0 

vorgelegt,  so  können  wir  in  der  angegebenen  Weise  die  zuge- 
hörige partielle  Differentialgleichung 

(5)  R(p,  q)r  +  S(p,  q)8  +  T{p,  q)t=0 

aufstellen.  Ihre  Integralflächen  (4)  finden  wir  dann  folgender- 
massen :  Wir  wählen  zwei  beliebige  Gurven 

x  =  A,{t),    y  =  B,{i)  ,    %  =  C,{t) 
und 

ftlr  die 

f(dA^,dB^jdC^)  =  0 
und 

ist,  und  bilden  dann  die  Gleichungen  (1)  der  Fläche.  Dieselben 
erfüllen  sicher  nach  unseren  Entwickelungen  die  Differential- 
gleichung (5),  von  der  sie  —  wie  soeben  bemerkt  wurde  — 
sogar  die  allgemeinsten  Integralflächen  darstellen. 

Wir  machen  schliesslich  noch  darauf  aufmerksam,  dass 
keineswegs  jede  partielle  Differentialgleichung  von  der  Form  (5), 
also  keineswegs  jede  in  r,  Sj  t  lineare  uod  homogene,  sowie  von 
X.  y,  z  freie  Differentialgleichung  ein  allgemeines  Integral  von 
der  Form  (1 )  besitzt. 

Eine  Gleichung 

(6)  R[p,  q)r  +  S(p,  q)s  +  T(p,  q)t  =  0 

sagt  nämlich  aus,  dass  in  jedem  Punkte  einer  iDtegralfläche  die  hin- 
durchgehenden Haupttangenten  hinsichtlich  der  beiden  Tangenten 
harmonisch  liegen,  deren  Fortschreitungsrichtungen  die  Gleichung 

(6)  Bdy^  ^Sdydx+  Tdx^  —  0 

dy 
erfüllen.     Denn  die  Fortschreitungsrichtungen  -r— ,  welche  dieser 

o  dX  rp 

Gleichung  genügen ,  haben  zur  Summe  -•  und  zum  Product  -■  und 

R  R 

erfüllen  folglich  die  Gleichung  (4]  für  conjugirte  Richtungen.    Die 
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Gleichung  (6)  ordnet  nun  jedem  Flächenelemente  {x,  y,  s,  p,  q)  zwei 
Richtungen  zu.  Aber  diese  beiden  Richtungen  erfüllen,  wenn  A,  S, 
7  beliebige  Functionen  von  p,  q  sind,  keineswegs  eine  Gleichung 
von  der  Form  f{dXj  dy,  djs)  =s  0.  Denn  dazu  wäre  nothwendig  und 
hinreich endy  dass  die  zu  einem  beliebig  gewählten  Flächenelemente 
(x,  y,  js,  p,  q)  zugeordneten  Richtungen  d^x^  d^y^  d^%  und  d^Xy  d,i/, 
d^z  die  Eigenschaft  haben,  dass  etwa  die  Richtung  d^x,  d^y^  d^z 
einem  jeden  durch  sie  gehenden  Flächenelemente  zugeordnet  ist,  weil 
die  Gleichung  /  =  0  jedem  Punkte  einen  Kegel  von  Richtungen  zu- 
ordnet.   Drücken  wir  diese  Bedingung  analytisch  aus. 

Wir  variiren  p,  q^  ohne  die  Fortschreitungsrichtung  dx,  dy,  di 
zu  ändern,  und  erhalten  dadurch  aus 

dx  —  pdx  —  qdx  =  0 
die  Gleichung : 

dpdx-^  dqdy=iO  . 

f  \  dy  dp 

Ersetzen  wir  also  in  (6)  -r—  durch i- ,  so  kommt: 

dx  oq 

(7)  Rdp*  ^Sdpdq+  Tdq*  =  0  . 

• 

Diese  Gleichung  definirt  den  Uebergang  von  einem  Element  {xy  y^  s, 
p,  q),  dem  die  Richtung  dx,  dy,  dz  zugeordnet  ist,  zu  einem  be- 
nachbarten Element  (cc,  y,  z,  p  +  dp,  q-^-  dq),  das  ebenfalls  diese 
Richtung  enthält  und  dem  diese  selbe  Richtung  zugeordnet  ist.  Diese 
Relation  (7)  kann  nun  als  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  den 
Veränderlichen  p,  q  aufgefasst  werden  und  besitzt  als  solche  ein 
Integral 

ß(p,  q)  =  Gonst.  , 

das  in  jedem  Punkte  [x,  y,  z)  oo*  Regel  darstellt.  Die  charakteristische 
Eigenschaft  dieser  Kegel  ist,  dass  jedes  einen  solchen  Kegel  berüh- 
rende Flächenelement  ihn  längs  einer  dem  Elemente  zugeordneten 
Richtung  berührt.  Soll  nun  die  partielle  Differentialgleichung  (5)  ein 
allgemeines  Integral  von  der  Form  (\)  haben,  so  müssten  alle  diese 
Flächenelemente  eine  Richtung  enthalten,  die  nach  irgend  einem 
Punkt  einer  gewissen  unendlich  fernen  Curve  k^  geht.  Die  oo*  Kegel 
müssten  daher  zu  oo*  Ebenenbüscheln  degeneriren,  d.  h.  die  Glei- 
chung ß(p,  q)  =Const.  müsste  die  Form 

(8)  q  =  ap  +  w(a) 

besitzen.    Hier  bedeutet  a  die  willkürliche  Constante. 

Wenn  umgekehrt  die  Gleichung  (7)  ein  solches  Integral  (8)  be- 
sitzt, und  zwar  für  beide  Wurzeln  der  Gleichung,  so  hat  auch  die 
partielle  Difierentialgleichung  (6)  ein  allgemeines  Integral  von  der 
Form  (4). 
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§*■ 

Integraliläelieii,  welehe  eine  gegebene  Developpa1)ele  naeli  einer  ge- 

ge1>enen  Gnrve  bertthren. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  die  irreducible  Gleichung 

[\]  f[dx,dy,  dj8)  =  0 

sei  vorgelegt.  Zu  ihr  gehört,  wie  wir  sahen,  eine  gewisse  par- 
tielle Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  deren  Integral- 
flachen  Translationsflachen  sind.  Diese  Flächen  werden  erzeugt 
von  irgend  welchen  Curven,  deren  Tangenten  die  unendlich 
ferne  durch  /*=  0  bestimmte  Curve  k^  treffen. 

Ausserdem  sei  nun  noch  irgend  eine  abwickelbare  Fläche 
und  auf  ihr  eine  Curve  G  gegeben.  Wir  werden  zeigen,  dass  es 
im  Allgemeinen  nur  eine  Translationsfläche,  präciser  gesagt,  nur 
eine  discrete  Anzahl  von  Translationsflächen  von  der  obigen  Art 
giebt,  die  jener  Developpabelen  längs  der  Curve  C  eingeschrie- 
ben sind. 

Es  mOgen  zu  dem  Zwecke  ;,  ^,  j  laufende  Coordinaten  eines 
Punktes  der  Curve  C  und  X^  F,  Z  die  Richtungscosinus  der  zu- 
gehörigen Normalen  der  developpabelen  Fläche  sein.  Sie  sind 
bekannt;  wir  denken  uns  etwa  £,  ^,  },  X^  Y,  Z  als  Functionen 
eines  Parameters  a  gegeben. 

Nun  suchen  wir  eine  Fläche : 

die  die  Developpabele  längs  der  Curve  C  berührt,  und  für  die 
ausserdem  nach  (4j : 

ist.  Es  sollen  also  fttr  eine  gewisse  Relation  zwischen  /  und  r, 
die  die  Curve  C  auf  der  gesuchten  Fläche  definirt,  ausser  (2)  die 
Gleichungen  bestehen : 

Xd|,  +  Ydri^  +  Zdt^  =  0  , 
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Die  zweite  Gleichung  (2)  Iftsst  sich  hiernach  so  schreihen: 

/•(8rfj  -  rf|,,  2r/^  -  dri„  2dj  —  rf^J  =  0  . 

Aus  dieser,  der  ersten  Gleichung  (2)  und  der  Gleichung 

XdS^  +  Ydri,  +  ZdC^  =  0 

lassen  sich  nun  die  (/||,  drj^j  dJ^^  als  Differentiale  durch  da  aus- 
drücken : 

d^^  ==  U^(a)da  ,     dl/,  =  V^(a)da  ,     dC.  =  Trj(y)da  , 
woraus  durch  Integration  folgt,  dass  längs  der  Curve  C: 

§,  =  fu,da,    f,,=fv,da,    ;,=fw^da 
ist.   Sodann  folgt  sofort,  da  |,  =  2|  —  |,  u.  s.  w.  ist: 

U  =  H-Jv,da  =fü^{a)da  , 

ri,  =  it)-fv,da  =fv,{a)da  , 

t,  =  2*  -fw,  da  =  fw, (a) da , 

({r  • 

wenn  wir  i-~  —  U.  mit  U^  u.  s.  w.  bezeichnen.    Hiermit  sind 
da         '  * 

auch  ?,,  rj^y  C^  längs  der  Curve  C  bestimmt.  Da  ^,,  Yj^,  C^  nur 
von  einem  Parameter  abhängen  und  andererseits  a  längs  der 
Curve  C  alle  möglichen  Werthe  annimmt,  so  folgt,  dass  hiermit 
Sil  '7i)  Ci  überhaupt  für  die  ganze  gesuchte  Fläche  vollständig 
bestimmt  sind.   Dasselbe  gilt  von  ^,,  rj^j  ^,. 

Nunmehr  geben  w^ir  in  den  erhaltenen  Formeln  dem  Para- 
meter a  verschiedene  Bezeichnungen  a^  und  a^  und  stellen  die 
Gleichungen  auf: 


(3) 


ix=JU^{a^)da^  +jU^(a^da^  . 
iz  =fw,{a^)da,  +fw,{a;ida,  . 


Sie  stellen  eine  Translationsfläche  dar,  die  zu  denen  gehört, 
welche  durch  (1)  definirt  werden.    Diese  Flttche  berührt  ferner 
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die  gegebene  Developpabele  in  der  gegebenen  Curve  C,  wie  aus 
der  Annahme  a^  =  a, ,  die  die  Curve  C  auf  der  gefundenen 
Fläche  definirt,  hervorgeht. 
Es  gilt  somit  der 

Satz  9.    Unter  allen  Translationsflächen 

2a;  =  ^,(0  + I.W, 

deren  erzeugende  Curven  eine  gegebene  Relation 

f{dXf  dy,  dz)  =  0 
erfüllen: 

ndS,,dr,,,d^,)  =  0,     Arf|„rfi?„dg  =  0, 

giebt  es  im  Allgemeinen  eine  ganz  bestimmte,  die  eine  gegebene 
Curve  C  enthält  und  dabei  längs  derselben  bestimmte  Normalen  be- 
sitzt.   Diese  Translationsfläche  wird  durch  Quadratur  gefunden. 

Ist  insbesondere  eine  algebraische  Developpabele  und  auf  ihr 
eine  algebraische  Curve  C  gegeben ,  so  kann  man  immer  anneh- 
men, dass  i,  ^,  },  X,  Y,  Z  algebraische  Functionen  des  Parameters 
a  sind.  Alsdann  sind  auch  C/, ,  F^ ,  W^  und  U^ ,  \\ ,  W^  alge- 
braische Functionen  von  o.  Dagegen  werden  die  in  die  Glei- 
chungen (3)  eingehenden  Integrale  im  Allgemeinen  transcen- 
dente  Functionen  sein.  Die  Translationsflache,  die  eine  gegebene 
algebraische  Developpabele  längs  einer  algebraischen  Curve  be- 
rührt, ist  also  im  Allgemeinen  transcendent. 

Es  ist  daher  ein  Problem,  alle  auf  einer  vorgelegten  Develop- 
pabeln  gelegenen  algebraischen  Curven  C  zu  finden ,  längs  deren 
die  Fläche  von  einer  algebraischen  Translationsfläche,  deren  Er- 
zeugende die  Gleichung  (4)  erfüllen,  berührt  wird. 

Mit  diesem  Problem  werden  wir  uns  von  nun  an  beschäf- 
tigen. 

§5- 

Algebraiselie  Integralfläehen,  die  einem  vorgelegten  algebraischen 

Kegel  einge8clirie1>en  sind. 

Eine  Integralfläche  ist  offenbar  algebraisch,  wenn  ihre  bei- 
den erzeugenden  Curven  algebraisch  sind.  Ist  andererseits  eine 
Integralfläche  algebraisch,  so  ist  jeder  Tangentenkegel,  dessen 
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Spitze  auf  der  Curve  k^  liegt,  algebraisch.  Da  er  nach  Satz  4 
des  §  4  die  Flache  längs  einer  erzeugenden  Curve  berührt,  so 
ist  folglich  auch  diese  Curve  algebraisch.  Dabei  ist  allerdings 
nicht  ausgeschlossen ,  dass  der  Tangentenkegel  und  gleichzeitig 
die  zugehörige  Berührcurve  in  mehrere  Theile  zerfällt ;  das  hat 
aber  keinen  Einfluss  auf  die  Schlussfolgerung. 

Satz  10.  Eine  Integralfläche  ist  dann  und  nur  dann  alge^ 
braisch,  wenn  ihre  erzeugenden  Curven  algebraisch  sind. 

Die  Tangenten  längs  einer  erzeugenden  Curve  schneiden 
die  unendlich  ferne  Ebene  in  der  Curve  A,,,.  Ist  die  erzeugende 
Curve  algebraisch,  so  ist  mithin  auch  k^  algebraisch.   Daher: 

Satz  11.   Ist  eine  der  zu 

f[dx,  dy,  djs)  =  0 

gehörigen  Integralflächen  algebraisch,  so  ist  auch  diese  Gleichung 
algebraisch. 

Es  ist  leicht,  alle  möglichen  algebraischen  ErzeugendeD, 
d.  h.  alle  algebraischen  Curven,  welche  die  Gleichung  /*=  0  er- 
füllen, zu  bestimmen.  Man  kann  nämlich  alle  algebraischen 
Developpabeln  construiren,  die  die  algebraische  Curve  k^  ent- 
halten.  Ihre  Rttckkehrcurven  sind  die  gewünschten. 

Man  kann  daher  auch  leicht  alle  algebraischen  Integral- 
flächen bei  vorgelegter  Gleichung  /*=  0  construiren.  Es  ist  da- 
gegen im  Allgemeinen  schwierig,  alle  algebraischen  Integral- 
flächen zu  finden,  die  gewissen  geometrischen  Bedingungen 
genügen.  Im  Anschluss  an  den  vorigen  Paragraphen  stellen  wir 
uns  ein  solches  Problem,  indem  wir  alle  algebraischen  Curven 
C  auf  einer  vorgelegten  algebraischen  Developpabeln  suchen, 
längs  deren  diese  Developpabele  von  einer  algebraischen  Inte- 
gralfläche berührt  wird.  Dies  Problem  kann  auch  so  ausge- 
sprochenwerden: Alle  algebraischen  Integralflächen  zu  bestimmen, 
die  einer  vorgelegten  algebraischen  Developpabelen  eingeschrieben 
sind. 

Wir  werden  diese  Aufgabe  vollständig  erledigen ,  wenn  die 
gegebene  Developpabele  ein  Kegel  ist,  und  werden  im  allgemeinen 
Falle  zeigen,  dass  man  alle  gesuchten  Flächen  bestimmen  kann, 
sobald  man  nur  eine  einzige  derselben  kennt. 

Ehe  wir  hierzu  übergehen,  schicken  wir  einige  Bemerkungen 
über  die  Terminologie  voraus.    Wie  gesagt,  spielt  die  Curve  A« 
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im  Folgenden  dieselbe  Rolle  wie  der  imaginäre  Rugelkreis  in  der 
Theorie  der  Minimalflächen.  Daher  bezeichnen  wir  die  k^  als 
Pseudo-Kugelkreis  und  übertragen  die  gewöhnliche  metrische 
Terminologie  aufihn.  Die  Begriffe  Tangente  und  Osculations- 
ebene  werden  im  alten  Sinne  gebraucht.  Dagegen  sagen  wir, 
dass  eine  Gerade  zu  einer  Ebene  pseudo-senkrecht  ist,  wenn 
die  Ebene  die  Curve  k^  in  zwei  Punkten  —  ausser  anderen  — 
trifft,  deren  Tangenten  sich  im  Schnittpunkt  jener  Geraden  mit 
der  unendlich  fernen  Ebene  treffen.  Die  Gerade  soll  dann 
Pseudo-Normale  der  Ebene  und  die  Ebene  Pseudo-Normalebene 
der  Geraden  heissen. 

Wir  gehen  nun  in  unserer  Betrachtung  zunächst  aus  von 
einer  irgendwie  vorgelegten  Raumcurve.  Alle  Pseudo-Normal- 
ebenen  dieser  Raumcurve  umhüllen  eine  abwickelbare  Fläche, 
die  wir  die  Pseudo-Evolute  der  betreffenden  Raumcurve  nennen. 

Es  besteht  dann  der 

Satz  12.  Die  Pseudo-Evolute  einer  Raumcurve  enthält  die- 
jenige Curve,  deren  Developpabele  gleichzeitig  der  Raumcurve  und 
dem  Pseudokugelkreis  k^  umschrieben  ist, 

Ist  nämlich  p  ein  Punkt  der  Raumcurve  und  P  der  unend- 
lich ferne  Punkt  der  zugehörigen  Tangente,  sind  überdies  l  und 
/i  die  Berührungspunkte  zweier  Tangenten  von  P  an  die  /c^,  so 
ist  plfj,  die  Pseudo-Normalebene  der  Tangente  pP  im  Punkte  p, 
also  eine  Ebene  der  Pseudo-Evolute  der  Raumcurve.  Es  sind 
aber  pA  und  p/t  zwei  Erzeugende  der  Developpabeln ,  die  um 
die  Raumcurve  und  die  Curve  k^  umgeschrieben  ist.  Ist  p'  ein 
p  benachbarter  Punkt  der  Raumcurve  und  sind  P',  l\  fi  die 
zugehörigen  zu  P,  A.  ft  benachbarten  Punkte  der  unendlich 
fernen  Ebene,  so  ist  X'A7*'  eine  benachbarte  Pseudo-Normal-  \t 
ebene,  während  p  PI  und  p'  PT  sowie  p  Pf-i  und  p'  P'/i'  je  zwei 
benachbarte  Ebenen  der  abwickelbaren  Fläche  darstellen,  die 
um  die  Raumcurve  und  die  Curve  k^  umgeschrieben  ist.  pl 
und  p'X  mögen  sich  in  L,  p/e  und  p'ft'  sich  in  M  treffen.  Dann 
sind  L  und  M  Punkte  der  Rückkehrcurve  der  soeben  genannten 
Developpabeln.  Gleichzeitig  ist  LM  eine  Gerade  der  Pseudo- 
Evolute der  Raumcurve.   Hiermit  ist  Satz  \  2  bewiesen. 

Die  Tangenten  der  Rückkehrcurve  der  Developpabeln  in 
den  Punkten  L  und  M  sind  pX  und  pft.  Daher  schneiden  die 
Tangenten  der  Rückkehrcurve  die  unendlich  ferne  Ebene  im 
Pseudo-Kugelkreis /r<».   Also: 
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Satz  13.  Die  Rückkehrcurve  der  Developpabeln,  die  einer 
Raumcurve  und  der  unendlich  fernen  Curve 

f(dXj  dyj  dz)  =  0 

umgeschrieben  ist,  erfüllt  die  Gleichung  f=0. 

Jedem  Punkte  p  der  ursprünglichen  Raumcurve  sind  durch 
unsere  Betrachtung  zwei  Punkte  L  und  M  der  Rtlckkehrcurve 
zugeordnet  (wir  könnten  sagen :  mindestens  zwei,  da  von  P  aus 
im  Allgemeinen  mehr  als  zwei  Tangenten  an  &«  möglich  sein 
werden].  Es  ist  denkbar,  dass  die  Rückkehrcurve  in  zwei 
Curven  zerfallt,  deren  eine  der  Ort  der  L,  deren  andere  der  Ort 
der  M  ist.  Wir  wollen  den  Ort  der  Punkte  L  durch  die  Glei- 
chungen 

^  =  ?i(0,    »  =  »/*«,    ^  =  CiW, 

den  Ort  der  Punkte  M  durch  die  Gleichungen 

darstellen.    Beide  Curven  sind  eben  dann  dieselben,  wenn  die 
Rückkehrcurve  nicht  zerfallt.  Nach  Satz  43  ist  dann: 

f{dl ,  dt,,,  rft.)  =  0  ,       f{d^, ,  dr,„  dQ  =  0  . 
Mithin  ist  die  Flache : 

(<)  {  2y  =  '?.(0  +  '?»W, 

eine  Integralfläche  unserer  partiellen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung.  Offenbar  hat  sie  mit  der  Pseudo*Evolute  der  Raam- 
curve  eine  Curve  gemein ,  n&mlich  den  Ort  der  Mittelpunkte  K 
der  Strecken  LM,  Diese  Punkte  K  liegen  ja  auf  der  Pseudo- 
Evolute, weil  diese  die  Gerade  LM  ganz  enthalt.  Die  Pseudo- 
Evolute hat  in  einem  solchen  Punkte  K  die  Tangentialebene 
PLM,  Da  nun  die  Fläche  (1)  in  Ä' Tangenten  parallel  denen  der 
Curve  [L)  und  (M)  besitzt,  also  Tangenten  parallel  pL  undplf, 
so  ist  klar ,  dass  die  Fläche  (\  j  und  die  Pseudo-Evolute  sidi  in 
K  berühren.  Mithin  ist  die  Integralfläche  (1)  der  Pseudo-Evolute 
der  Raumcurve  längs  der  Curve  der  Punkte  K  eingeschrieben. 
Satz  14.  Wählt  man  irgend  eine  Raumcurve^  so  ist  es  immer 
möglich,  eine  Integralfläche  unserer  partiellen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  anzugeben,  die  in  die  Pseudo-Evolute  der  Raum- 
curve eingeschrieben  ist. 
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Die  Mitten  K  der  Strecken  LM  nennen  wir  die  Pseudo- 
Krümmungsmittelpunkte  der  Raumcurve  in  ihren  Punkten  /),  da 
sie  die  ErtLmmungsmittelpunkte  im  gewöhnlichen  Sinne  vor- 
stellen, sobald  k^  der  imaginäre  Eugelkreis  ist.  Entsprechend 
nennen  wir  die  Gerade  LM  die  Pseudo-Krümmungsaxe  der 
Raumcurve  im  Punkte  p. 

Die  Pseudo-Erümmungsaxen  sind  dann  die  Erzeugenden 
der  Developpabeln,  der  unsere  Integralfläche  (4)  längs  dem  Orte 
der  Pseudo-Erttmmungsmittelpunkte  eingeschrieben  ist,  also 
längs  der  Curve: 

a,=^jä+js.  ,_5iii+M)  ._^*_w±.y^) 

Ist  die  Raumcurve  und  die  Curve  k^  algebraisch,  so  ist  auch 
die  besprochene  Developpabele  algebraisch.  Ebenso  ist  alsdann 
die  Curve  der  Punkte  L,  wie  die  der  Punkte  M  algebraisch.  Auch 
die  Curve  der  A'ist  dann  algebraisch.   Daher: 

Satz  lö.  Diejenige  Integral  fläche,  welche  die  Pseudo-Evolute 
einer  algebraischen  Raumcurve  nach  dem  Ort  der  Pseudo-Krüm- 
mungsmittelpunkte  berührt y  ist  algebraisch,  vorausgesetzt ^  dass 
der  Pseudo-Kugelkreis  algebraisch  ist. 

Betrachten  wir  jetzt  statt  der  Fläche  (4)  diese: 


<   y  =zr).{t\  — 


I  z  =  i:,{t)^t,[T]. 

Sie  ist  natttrlich  auch  IntegralQäche.  Wir  nennen  sie  eine  Pseudo- 
Biegungsfläche,  Nach  Satz  7  des  §  2  sind  die  durch  den  Anfangs- 
punkt gehenden  Tangentialebenen  dieser  Fläche  parallel  den 
Ebenen  der  Developpabeln,  der  die  Fläche  (4)  eingeschrieben  ist, 
also  parallel  den  Ebenen  der  Pseudo-Evolute  oder,  was  dasselbe 
ist,  parallel  den  Pseudo- Normalebenen  der  Raumcurve.  Die 
Punkte,  in  welchen  der  Tangentialkegel  vom  Anfangspunkt  aus 
die  Fläche  (2j  berührt,  liegen  auf  der  Curve : 

Die  Entfernungen  der  Bertihrpunkte  vom  Anfangspunkt,  also 
die  Strecken 
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sind  gleich  den  zugehörigen  Strecken  LM  auf  den  zu  ihnen  pa- 
rallelen Krttmmungsaxen  der  Raumcurve. 
Wir  sagen : 

Sati  16.  Die  Pseudo-Biegungsfläche  derjenigen  Integralfläche, 
welche  die  Pseudo- Evolute  einer  Raumcurve  nach  dem  Ort  der 
Pseudo-Krümmungsmittelpunkte  berührt,  berührt  selbst  einen  Kegel^ 
dessen  Erzeugende  mit  den  Erzeugenden  der  PseuJo-Evolute  der 
Raumcurve  parallel  sind. 

Ueberdies : 

Satz  17.  Diese  PseudO'Biegungsfläche  ist  ebenfalls  algebraisch, 
sobald  die  Raumcwve  und  der  Pseudo-Kugelkreis  algebraisch  sind. 

Es  ist  jetzt  nicht  mehr  schwer,  in  einen  gegebenen  alge- 
braischen Kegel  algebraische  Integralflachen  einzuschreiben. 
Wir  verführen  folgendermassen ; 

Zunächst  suchen  wir  die  Schnittcurve  A'  des  Kegels  mit  der 
unendlich  fernen  Ebene.  Jede  Tangente  von  A'  trifft  die  alge- 
braische Curve  k^  in  gewissen  Punkten,  unter  denen  wir  zwei 
k  und  fx  auswählen.  Alsdann  bringen  wir  die  Tangenten  dieser 
beiden  Punkte  X,  fi  zum  Schnitt  in  P.  Rollt  nun  die  Tangente 
von  A'  auf  A''  entlang,  so  beschreibt  der  Punkt  P  eine  gewisse 
Curve  k".  Sodann  wählen  wir  eine  beliebige  algebraische  Raum- 
curve und  construiren  diejenige  Developpabele ,  welche  diese 
Raumcurve  und  A"  enthält.  Die  Rückkehrcurve  dieser  Develop- 
pabeln  möge  C  heissen.  Sie  ist  ebenfalls  algebraisch.  Die  Tan- 
genten von  C  treffen  die  unendlich  ferne  Ebene  in  der  Curve  k". 
Die  Pseudo-Normalebenen  von  C  schneiden  daher  die  unendlich 
ferne  Ebene  in  den  Tangenten  kfi  der  Curve  A'.  Die  Pseudo- 
Evolute von  C  schneidet  mithin  die  unendlich  ferne  Ebene  nach 
der  Curve  A*'. 

Wenn  wir  nun  C  als  die  Raumcurve  betrachten,  die  in 
unserer  vorigen  Ueberlegung  zum  Ausgang  diente,  so  sehen  wir, 
dass  die  nach  Satz  45  vorhandene  algebraische  Integralfiäche 
die  Developpabele,  auf  der  C  und  A^  liegen,  längs  der  Curve  der 
Pseudekrümmungsmittelpunkte  Avon  C  bertLhrt.   Ist: 

8a;  =  |,(t)  +  |,(r), 
«y ='?.(<) +  »?.(»), 

diese  Integralflache,  so  ist  auch 
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eine  algebraische  Integralflache,  und  zwar  ist  sie  die  in  Satz  46 
enK'ähnte  Pseudobiegungsfläche.  Nach  jenem  Satze  ist  sie  einem 
Kegel  eingeschrieben,  dessen  Tangentialebenen  den  Ebenen  der 
Developpabeln  parallel  sind,  also  ebenfalls  die  unendlich  ferne 
Ebene  in  den  Geraden  A^i,  den  Tangenten  von  k\  schneiden. 
Dieser  Kegel  ist  demnach  mit  dem  gegebenen  Kegel  congruent 
und  gleichgestellt.  Ob  wir  also  in  ihn  oder  in  den  gegebenen 
Kegel  die  Integralfläche  eingesehrieben,  ist  gleichgültig. 

Indem  wir  die  algebraische  Raumcurve  C^eliebig  wählen, 
erhalten  wir  beliebig  viele  algebraische  Integralflächen  der  ge- 
suchten Art. 

Satz  18.  Man  kamt  in  einen  vorgelegten  algebraischen  Kegel 
beliebig  viele  algebraische  Integralflächen  einschreiben. 

Es  fragt  sich,  ob  in  dieser  Weise  alle  in  den  vorgelegten 
Kegel  einzuschreibenden  algebraischen  Integralflächen  gefunden 
werden.   Es  sei  daher 

irgend  eine  algebraische  Integralfläche,  die  sich  in  den  Kegel 
einschreiben  lässt.    Alsdann  ist  auch 

2z  =  r,(<)  +  r,w 

eine  algebraische  Integralfläche.  Sie  ist  (nach  Satz  7  §  2)  in  die 
Developpabele  D  eingeschrieben,  welche  die  beiden  Curven 

i3]  x  =  ^,{t],     y  =  ri,[t),     Ä  =  r,(/) 

und 

(4)  ir  =  ^,(T),     y  =  rj^{r),     ^  =  r,(r) 

enthält.  Gonstruiren  wir  nun  die  zu  diesen  beiden  Gurven  ge- 
hörigen. Developpabeln  und  die  Schnittlinie  c"  dieser  beiden 
Flächen,  so  ist  die  Fläche  D  die  Pseudo-Evolute  von  c".    Denn 

Matb.-phya.  Closie  1802.  34 
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die  Ebenea  von  D  sind  parallel  den  Tangentialebenen  des  Kegeis, 
sie  schneiden  also  die  unendlich  ferne  Ebene  in  den  Tangenten 
Xfi  von  k'\  während  die  Tangenten  von  c"  die  Schnittlinien  der  ' 
Osculationsebenen  der  beiden  Curven  (3)  und  (4)  sind.  Diese 
Osculationsebenen  aber  berühren  den  Pseudo-Kugelkreis  in  den 
Punkten  Ij  ^t,  sodass  die  Tangenten  von  c"  wirklich  zu  den 
Ebenen  von  D  pseudo-senkrecht  sind  und  mithin  D  die  Pseudo- 
Evolute von  c"  ist.  Diese  Pseudo-Evolute  wird  von  der  Integral- 
flache 

2^=r,W  +  r,(r) 

nach  dem  Ort  der  Krttmmungsmittelpunkte  von  c"  bertlhrt.  Wir 
kommen  also  zu  unserer  frtlheren  Erzeugung  der  Integralflächen 
zurück.    Daher  sagen  wir  : 

Satz  19.  Die  angegebenen  Operationen  liefern  alle  in  einen 
vorgelegten  algebraischen  Kegel  eingeschriebenen  algebraischen 
Integralflächen. 

Die  vorangehenden  Entwickelungen  gelten  nicht  mehr, 
wenn  die  Spitze  des  betreffenden  Kegels  unendlich  fern  liegt. 
Doch  giebt  es  Cylinderflöchen,  welche  die  Pseudo-Evoluten  von 
Raumcurven  sind,  und  in  eine  solche  Cylinderfläche  lässt  sich 
ohne  weiteres  eine  algebraische  Integralfläche  einschreiben. 

Wir  gehen  übrigens  an  dieser  Stelle  auf  die  Frage  nach 
den  in  eine  algebraische  Gylinderfläche  eingeschriebenen  alge- 
braischen Integralflächen  nicht  ein. 

§6. 

Algebraische  Inte^alflächen ,  die  in  eine  vorgelebte  algebraisehe 

Developpabele  eingeschrieben  sind. 

Wir  kommen  in  diesem  Paragraphen  zur  Erledigung  des 
zweiten  angekündigten  Problems.  Wir  werden  nämlich  zunächst 
annehmen,  dass  in  eine  vorgelegte  algebraische  Developpabele 
schon  zwei  algebraische  Integralflächen  eingeschrieben  seien, 
uud  zeigen,  dass  man  daraus  eine  algebraische  Integralfläche 
ableiten  kann,  die  einem  Kegel  eingeschrieben  ist,  dessen  Er- 
zeugende denen  der  Developpabeln  parallel  sind.  Darauf  werden 
wir  beweisen,  dass  es,  sobald  nur  eine  algebraische  Integralfläche 
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der  vorgegebenen  Developpabeln  eingeschrieben  ist,  oo"^  solche 
Integralflachen  vorhanden  sind,  und  zeigen,  wie  man  sie  sämmt- 
lieh  angeben  kann. 

Es  sei  eine  algebraische  Developpabele  vorgelegt.  Xj  Y,  Z 
sollen  die  Richtungscosinus  ihrer  Ebenen  bedeuten,  ausgedrtlckt 
in  einem  Parameter  a.  Ferner  seien  zwei  der  Developpabeln 
eingeschriebene  algebraische  Integralflächen  gegeben,  und  es 
seien  £,  ^,  j  die  laufenden  Coordinaten  der  Berührungslinien  der 
einen,  i\  t)',  j'  die  der  BerUhrlinie  der  andern  Integralfläche. 
Sie  können  ebenfalls  als  bekannte  Functionen  des  Parameters  a 
betrachtet  werden,  so  zwar,  dass  die  zu  einem  Parameter  a  ge- 
hörende Werthe  X,  Y,  Z;  J,  t),  j;  5',  \)\  j'  zusammengehören, 
d.  h.  dass  dann  die  Punkte  (j,  t),  j)  und  (j',  t|',  j')  auf  einer  Er- 
zeugenden der  Developpabeln  liegen,  und  A',  Y,  Z  die  Richtungs- 
cosinus der  zugehörigen  Normalen  vorstellen. 

Sind  nun 

CO  =  I.  (t)  +  I»  W  , 

y  —  ii  (')  + 1*  (^)  ■ 

^  =  C,  W  +  I.  (r) 
die  Gleichungen  der  ersten  Integralfläche,  so  ist: 

.\r/|, +  y</iy, +2rfr,  =0, 

/■(dl,,  rf^.,  rfg=o, 

und  aus  diesen  beiden  Relationen  bestimmen  sich  die  Verhält- 
nisse der  d^^ ,  drj^y  c/C,  als  Functionen  von  a: 

Entsprechend  bestimmen  sich  die  Verhältnisse  der  d^,,  c/i^^,  ilC^\ 

f/),(a)       ip^iö)       x^[(J)  ' 

Weil  nun  für  gewisse  Functionen  t  und  t  von  a,  welche  die 
Berührlinie  der  Integralfläche  definiren, 

ist,  so  kommt  für  diese  Functionen : 

31* 


470  Sopuus  LiB, 

Diese  Gleichungen  geben  zusammen  mit: 

eine  Bestimmung  von  d^^  und  d§^  in  der  Form: 

^*  Vi  V^«  —  Vf  ^i 

•        f/),  ip^  —  y,  i//, 

Aehnlicb  können  wir  rfiy,,  Jj^,  und  de, ,  rf^,  durch  d|,  dtj,  </j 
ausdrücken.   Nehmen  wir  an,  dass  wir  etwa  erhalten : 

d^,=  A,di  +  B,d\i+C,df,  d^^  =  Ä,d}c+B,d\f+C,di, 

(I)  {  dfi,=  A^di+B^d\)  +  C^di,  dri^  =  Ä,di  +  B^d\)  +  C,di, 

di:,=  A^di+B,d\)+C,di,  dt^  =  A,d}c  +  B,dt)  +  C,d^. 

Hierin  sind  die  /1,  B^  C,  A^  B,  C  dann  gewisse  Functionen  vona, 
ebenso  wie  £ ,  ^ ,  ) .  ^^  Sn  Vi  ^  ^i  ^^^  einen  Parameter  t  ent- 
halten, so  sind  sie  also  durch  die  drei  ersten  Gleichungen  nicht 
nur  für  die  Punkte  der  Berührcurve,  sondern  überhaupt  be- 
stimmt, nur  statt  durch  den  Parameter  t  durch  den  Parameter  a, 
von  dem  t  eine  gewisse  Function  ist,  auf  die  es  uns  nicht  mehr 
ankommt.   Analoges  gilt  von  ^, ,  i^,,  C^. 

Jetzt  erinnern  wir  uns  daran ,  dass  wir  zwei  algebraische 
Integralflachen  kennen,  welche  die  vorgelegte  Developpabele 
berühren.  Wir  wollen  die  entsprechenden  Grössen,  die  sich 
auf  die  zweite  Fläche  beziehen ,  durch  Accente  von  den  obigen 
unterscheiden.  Alsdann  können  wir  für  die  zweite  Fläche  ganz 
analoge  Rechnungen  wie  oben  anstellen.  Offenbar  ergeben  sich 
bei  der  zweiten  Fläche  genau  dieselben  Functionen  A,  B,  C; 

Ä,  B,  C. 

Nach  Voraussetzung  sind  1^ ,  ij, ,  L^  und  |, ,  tj^,  t^  alge- 
braische Functionen  von  t  resp.  r,  und  so  leuchtet  ein,  dass  wir 
immer  einen  solchen  Parameter  o  von  vornherein  hätten  wählen 
können,  dass  sie  auch  ausgedrückt  in  a  algebraisch  sind.  Dem- 
nach giebt  die  Integration  von  [\]  algebraische  Functionen  von  o. 
Aehnliches  gilt  von  den  entsprechenden  auf  die  zweite  Integral- 
flache  sich  beziehenden  Formeln. 


'2) 
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Also  sind  auch  die  Differenzen : 


^1  ■"  *• 


»?•  —  •? 


«M-^ 


sowie: 


(3) 


I.  -  f;  =fÄ,  d(j  -  j')  +/ä;  d(t,  - 1)')  +fc,  d(j  -  j') , 
•?.  - »/,'  =/^.rf(i  -  ?')  +/Ä.rf(^  -  9')  +/c;d(j  -  j') , 

C.  -  ?i  =/j,d(£  -  S')  +/Ä,rf(^  -  ^')  -f/Cjdlj  -  i') 

algebraische  Functionen  von  a. 

Wenn  wir  nun  einen  Kegel  im  Anfangspunkt  herstellen, 
dessen  Erzeugende  den  Erzeugenden  der  gegebenen  Develop- 
pabeln  parallel  sind,  und  auf  ihm  die  Curve 

(die  offenbar  auf  ihm  liegt)  ziehen,  so  existirt,  wie  wir  in  §  4 
nachgewiesen  haben ,  eine  beistimmte  Integralfläche ,  die  den 
Kegel  längs  dieser  Curve  berührt.  Wollen  wir  sie  nach  der 
damals  gegebenen  Methode  bestimmen,  so  haben  wir,  wie  man 
sofort  übersieht,  gerade  die  Functionen  {%)  und  (3)  zu  bilden. 
Da  sie  algebraisch  sind,  so  folgt: 

Satz  20.  Kennt  man  zivei  algebraische  Integralflächen  ^  die 
in  eine  algebraische  Developpabele  eingeschrieben  sind,  so  kann 
man  immer  auch  in  einen  Kegel,  dessen  Erzeugende  denen  der 
Developpabeln  parallel  sind,  eine  algebraische  Inlegralfläche  ein- 
schreiben.  Die  dazu  erforderlichen  Rechmmgen  kommen  nur  auf 
einige  Subtractionen  hinaus. 

Schliesslich  kehren  wir  diese  Betrachtung  um:  Liegt  eine 
algebraische  Developpabele  und  ein  Regel  vor  und  sind  die  Er- 
zeugenden der  einen  Fläche  denen  der  andern  parallel,  und  ist 
femer  in  jede  dieser  Flächen  eine  bekannte  algebraische  Integral- 
fläche eingeschrieben,  so  können  wir  sofort  mit  Hülfe  der  For- 
meln (%)  und  (3)  eine  zweite  algebraische  in  die  Developpabele 
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eingeschriebene  iDtegralfläche  angeben.  Wir  haben  dann  nur 
etwa  die  t',  i;',  ^'  als  die  Unbekannten  aufzufassen.  Weil  wir 
aber  schon  im  vorigen  Paragraphen  alle  einem  algebraischen 
Kegel  eingeschriebenen  algebraischen  Integralflächen  zu  be- 
stimmen gelernt  haben,  so  folgt : 

Satz  21.  Kennt  man  nur  eine  einzige  einer  vorgelegten  alge- 
braischen Developpabeln  eingeschriebene  algebraische  Integralfläche 
unserer  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  so  kann 
man  alle  und  zwar  oo*  algebraischen  Integralflächen  angeben, 
die  derselben  Developpabeln  eingeschrieben  sind.  Man  hat  zu  dem 
Zweck  nur  alle  algebraischen  Integralflächen  zu  bestimmen^  die 
einem  Kegel  eingeschrieben  sind,  dessen  Erzeugende  denen  der 
Developpabeln  parallel  sind.  Diese  aber  lassen  sich  ohne  weitei^es 
finden. 

Man  kann  in  Folge  dessen  beliebig  viele  algebraische  Deve- 
loppablen  finden,  deren  eingeschriebenen  algebraischen  Integral- 
flachen  sich  angeben  lassen. 

Hat  unsere  partielle  Differentialgleichung  die  specielle  Form : 
5  =  0,  so  Ifisst  sich  für  jede  algebraische  De  veloppable  eine  ein- 
geschriebene algebraische  IntegralflSiche  angeben,  wie  ich  schon 
im  Jahre  4  879  gezeigt  habe. 

Die  Bestimmung  aller  algebraischen  Integralflächen  einer 
beliebigen  Gleichung  (5j  veröffentlichte  ich  im  norwegischen 
Archiv,  Bd.  2  (1877). 


G.  F.  Lipps,  Ueber  Thetareihen  und  ihren  Zusammenhang 
mit  den  Doppelintegralen.  (Fortsetzung  zu  S.  384).  Vorgelegt  von 

d.  W.  M.  SCHBIBNERl 

§4.  Um  die  Relationen  für  die  1 6-gliedrige  Untergruppe 
der  Thetareihen  in  allgemeiner  und  symmetrischer  Form  zu  er- 
halten, kehre  ich  zu  der  Relation  (25)  (S.  379)  zurück,  wo  ich 
{17}  und  n  in  folgender  Weise  specialisire  : 

Es  sei  (für  i  =  1  und  2) 


so  dass : 


Q       7         IT't  J  r-|    J         LT'I   J  '/l        O 

"i 
2 


[fil  =  •?.•"  -'!!'■ ; 


(32) 


{n};;'>''=(-i/'"'+''"'+'''"'^+'^''.e*'"('''S+'''S) 


z'.  +  (»?',  +  <?r + y.)  y  /".  +  (»^i  +  »/'i  +  y,)  "^^  ,„_  ^  „V 

A,  +  K  +  ^r + <f.)  ^K+  (4  +  ^if  +  <f,)  ^ '"'  "^  "•' 
(«r  +  «^.1 1  '4' +<f^Y 
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(32) 


Uli         wi, 


(33) 


^fx  +  {'!',  +  v"  +  V,)  y  /".  +  ".'»  +  >??  +  >?.)  j-  /„  V 

».  +  («;  +  eV  +  s.)  Y  ».  +  K  +f"r  +  *,)  y  ^"•' 

^.  +  ■?.  j  7«,  +  -7.  ä*  /„,  \         ('.  +  ^>)  T  ^'»  +  '«'  ?  /t-, \ 

K  +  h  f  *.  +  *.  -^  ^"*'      W  +  «.) I  K  +  O  ^ ' '«' 

(e^'  +  *■)  -^  >«?  +  *.)  4  ' "»' 

Die  so  specialisirte  Formel  (26)  bildet  nunmehr  die  Grund- 
lage der  ferneren  Untersuchung.  Sie  werde  in  folgender  Form 
angenommen : 

.  (-1 -L  ,'(— -I  )^>  ^t  + '^i  ***  + '^»>'i  + '?«*^»\ 

In  dieser  Relation  kann  der  Werlh  der  y,.,  d,,  y/,  d(  so  be- 
stimmt werden,  dass 

Es  ist  dies  der  Fall,  wenn  folgende  drei  Gongruenzen  erfüllt  sind: 

M  +  idW,  +  y.)  +  '■^'.  +  !>t)W.  +  y*)] 

•  [«  +  dMn"  +  n)  +  K  +  \){<ft  +  y,)] 
+  >;  +  «JJl»?.'  +  y.)  +  >;  +  «J,)(»?,'  +  y.' 

+  «r + <5. )'»?;' + y.i  + :«; + <5.)('?? + y,  =  i  >od  j) ; 

[«  +  «J.'JC»?.'  +  y.')  +  (fi  +  «5.')('?i  +  yi)J 

•  [«'  +  KM  +  y.')  +  («;'  +  K)K  +  y»')] 
+  («.'  + «';)('?.'  +  y;)  +  («i  +  «5;)('?i  +  yi) 
+  (*'.'  +  <5.',  (<?';  +  y,')  +  (*;'  +  <5i)(';;  +  y,';  =  <  (mod  2) ; 


.34) 
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[(«;+  Ö, + dl)  (.?;+  y, +y;) + {K+d,+ ÖQ  (,,;  +  y. + yi)] 
■  [{e':+d,+d:M+  y.+ y;) + («'i+(J,+ (J,')  (.?'i+  y, +y.')] 

+  («.'+<j.+<j;)  (i?;+y,+y;i + (e;+<J,+<Ji)  (»?i+y.+/,') 
+  («;'+  <J. + «J;)  (»;r+  y, + /.') + («;+<J,+ <5i)  ('/i+  y, + y,') 

=  1  (mod  2)  . 
Man  erhalt  so: 

*i  +  {e\  +  «7)  ^  A,  +  (ej  +  £iT  ^  ^*'t  +  ^i ' 

(35)  {  ^i  Aj  \u,  —  t'J       ^,  'i  ^,  'i         «  'i   ,,  '» 

_  ^j2 Vx v%  /^  _i. /  (_  /|  )^i yy^  +  '7i'^i  + ''«?'« +  ""'^^Ä 

.  (i  -1-  i'  (__  <  )^'  y'^  +  ^1  <^i  +  f^/a  H-  »y^t^aj 

wo  für  jedes  besonders  gewählte  Werthensystem  der  Indices 

*i'»  ^«»  *?!»  *?«>  *w  *«>  ^i'?  *?!  die  zugehörigen  Werthe  der  Tndices 
d  und  y  aus  (34)  zu  bestimmen  sind. 

Diese  Relation  stellt  das  Additionslheorem  der  Theta reihen 
einer  1 6-gIiedrigen  Untergruppe  in  allgemeinster  Form  dar.  Aus 
ihr  kann  die  Darstellung  der  Dißerentialquotienten  von  Quo- 
tienten zweier  Thefareihen  und  vom  Logarithmus  einer  Theta- 
reihe  ohne  Muhe  gewonnen  werden. 

Da  für  diese  Darstellungen  die  besondere  Wahl  des  Indices- 
systemes  der  €  und  ly  wesentlich  ist,  um  die  für  den  jeweiligen 
Fall  zu  Tag  tretenden  Vereinfachungen  zu  profitiren,  greife  ich 
aus  der  Fülle  der  in  (35)  enthaltenen  Relationen  die  folgenden 

beispielshalber  heraus,  in  welchen  der  Einfachheit  wegen  JT^^^'^ 
durch  ^  *  bezeichnet  werden  soll. 


Pi^, 


Es  sei  «;  =  1  ;  a'l  =  tjl  =  i?;'  =  ei  =  e'i  =  //i  =  r/i  =  0 ; 
dann  erhält  man  aus  (34)  für  die  drei  Indicessysteme 

riTi  r\y2  n  +  /i  n  +  Ä 
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deren  Aufeinanderfolge  ohne  Bedeutung  ist,  die  acht  Werthen- 
sy  Sterne: 


4  1     4  0    04 
10    4  4     04 

04     10    11 
^01     1041 

und  es  ist : 


4 


5: 


4  4 
00 


4  0 
1  4 


0  1 
4  4 


6) 


4  1    0  1    10 
01     11     10 


3) 
7) 


4  0  4  101 

0  4  4  0     11 

4  0  0444 

00  0  1     04 


41 


; 


4  1     10    01 
00    01    04 


g.  04   n  10 


2     '*  2 


00 
00 


-".V 


f,€. 


=  '."  + 


«1*1 


(36). 


3 


*) 


=^% 


«.*t 


-"."+ 


fifi 


0         1 
0         1 

0         4 

*,+  <«,+  < 
0  1 


+ 


0 


f.+< 


+ 


t         0 

-4-  4- 


=«  V 


^«i 


6)  = 


=°°+ 


£,£, 


7) 


8) 


=°.V 


€,e. 


-"."+ 


0 


0 


0 


0 


€,€, 


1 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


1 


0 


\ 


«.+<"^^i+^ 


1 
1 


0 
0 
0 


+ 


+ 


+ 


\ 


f. 

• 

1 


1        4 


«.+  '«»+*       f|+*    * 


1 


0 


0 


+ 


4        4 


(e,  =  0,4;     £,  =  0,4), 


+ 


4 

? 


WO 


';...^;-(*'^;+<:)./'+"i'  "--^ 


m. 


e,  6, 


•  t'f 


'l 


^•1  +  f I  y  ^2  +  e.  j 


•i /",\     ''T       '"Trt.V  ,''•'■'('. I 
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Es  sei  sodiiDn 
dann  nehmen  die  Ipdicessy steme  der  d  und  y  folgende  Werthe  an : 

.01     04     00         Q.    04     10M         ^.    04     04     00         ..    04M10 
'    04     4  1     40         ^    01     40    4  4         ^014014         ^    04     40    44 

-.140440         ^.040011         -V    4  4     0  4     4  0         j..     1  4     4  4     0  0 
'    0  4     4  1     4  0         ^1110     11  ^041041  '044041 

und  man  erhält: 

^         00"^0  1*^4  0"^1  1 

oo"^o         \     ~^     \         0"^1         1 

^         00^0  1"^4  0"*"l 

^         00"^0  1"^1  0"^<  1 

^         00"^0  l"^1  0"^1  \ 


i37; 


Vi 

'2 


(»?.  =  oj;   '?,  =  oj), 


k'O 
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£s  sei  schliesslich 

*i  —  ' )  Vi  —  ^ )  *i  —  Vi  —  V«  —  *i  —  *i  —  V«  —  "  » 
die  zugehörigen  Systeme  der  Indices  d  und  /.sind  dann: 

^000101        ^ooi4M        ^000104        'oonii 

^.4004     11         ^.00     04     44         ^.0004     04  .OOOIK 

'044044  '404444  '^444004         ^40440« 

und  es  ergiebt  sieh  : 

»,  +  it ij \",  +  ty    *i*iU,  — v,/    fj.,    0  0 

00  0         <  4      0  1         < 

2)  =  «V      «         <+<«      +      <         ' 

«t  «t       fi+<  «1+1       «4      «t  e,  +  '«,+l 

4^  =  *'?«-U      "         »?.       .<•?.+  <_.        <      ■?.+  ' 

'         0  f,  "^      1  «,     T"  0  e,+  l"^      1       £,+  { 

1        •(« 


(38) 


ßi^»?.  »?»_.       »?.     '?i+1    ,    '?«'/i+1    .       »? 
^         OO'^O  l"^IO"^4 

'~"00'*"0         <'^10"'"l         < 
»1—  '?''?»  -L.      '/i      '?«+'.'?«      •?!        ,        »?»      •?!+' 

^~oo"'"o       \    ^  h     a    ^    \       \ 

(6,  =  0,1;     e,  =  OJ;     .?,=0,4;     .?,  =  0J), 


'•'*  *,+  (<  +  *,)Y»,+  e,  j 
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Entwickelt  man  diese  Relationen  nach  Potenzen  von  v^  und 
x\  und  setzt  man  die  Goefficienten  von  v^  einander  gleich,  so 
erhält  man,  wenn  der  Einfachheit  wegen  der  Quotient 


K-^^i-^^i  +  ^t  2 


durch 


«1  «2  \UJ 


x^'^^'n]  odera^''»^' 


6,  fj 


bezeichnet  wird,  nach  Division  durch 


*tc(:;)^ 


.2 

2  2      2                2 

Hh^       fw,  Wj               2;ri'^«  *"-»  0        — *  0 

2  2           2    2 


ö,/.   ^0  0       0    0 

Iflj  .jUj  «»1  Wj  A    ***» 

!1 0       —   0  -L  -1        A_^ 

2  2  2    2  2    2 

0    0^,       2 


0 

fW, 

«i, 

2 

2 

0 

r  2 

2 

0 

•<)  + 

e 

füg 

2     2         2    2 
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IM) 


2 


m. 


'<o''oo%0       /       V'»/T^^ 


m. 


-1   J        0  "^ 


^.oi^4i  <>^    ^    «>'     *  ;r.\ 


0 


m« 


fW|mj 


iü'^00^0  0 


\T 


0  -^ 
2     2  2 

0   0   rt,2 


00^10  Q."      ^'  ,'r 

2        2    2 


I  * 


Aus  jedem  der  Systeme  (36) ,  (37)  und  (38)  resultiren  somit 
je  zwei  Darstellungeu  eines  differentiirten  Thetaquotienten  und 
aus  anderen  Specialisirungen  von  (35)  werden  sich  in  ähnlicher 
Weise  immer  je  zwei  Darstellungen  der  differentiirten  Quotienten 
zweier  Thetareihen  der  4  6-gliedrigen  Untergruppe  ergeben. 

Man  bezeichne  nun  die  den  Zusammenhang  mit  den  Doppel- 
integralen vermittelnden  Determinanten 


hx 


x'    '; 


bu^ 


hu 


hx 


1 

»71  V'i 


^^ri 


ajSj 


du. 


du. 


durch 


d  [u,  w,) 
und  wähle  von  den  beiden  Darstellungen  der  differentiirten 


:i' 


Quotienten  diejenigen ,  welche  &'         (v^)  und  d-' .    .  (t;,-)  enl- 

iL   0  -^  -  ^ 

2  2    2 

halten;  es  bieten  sich  dann  folgende  Relationen  dar: 
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m 


42  al  l 


i' 


'0 
0    0 


II  "'10 


00      ^*        0     0  /,     ^2 


Ji  ii  0  -^      '  0  / 

2    2  2        2' 


(48b] 


m. 


<^li£iXI)  ^0  0  ^  0  0^0   0^2 


0   0 


m. 


0^»     - 


0 


0   0 


•t 


^00  ^li  a 

'^11  ^40^ 


TT  ^  0  0 


0 


^i; 


{42  c)  ' 


( 


^0 


m. 


d(«,«,)    ''OO^/.    .       0    0       0   0 


ii-O 
2 


=  e  *  • 


KK^-  '  ^ 


0     0 
2     2 


0   0  ' 


/y>04  ^00 


f»»i 


^.40  ^n  a*  a^  ® 

2  0 


/ 


1: 


wo 


A  = 


W»!  *»«                  *2h    0 

m,  n»j 

^'?,  «'(«^«'^'J^.^^*' 

«-2    ä 
"       '.    0 

2                      i    i 

2 

2    2 


482 


G.  F.  Lipps, 


Zur  Vereinfachung  dieser  Formeln  setze  man  in  (35) 
wahrend  e"  und  tj"  unbestimmt  bleibe.    Wenn  nun 

y,  =  1;  d^  =  rf^  =  y^  =  0;  <j;  =  1;   y:  =  di  =  -/i  =  (i 
gesetzt  wird,  so  erhalt  man: 

(11)11  =  «SS  +  int  +  nil  +  ni\  =  mi + J^i?  +  nji  +  ":i 
=  njs  +  /7j?  +  nji + /7JI  =  TTjü  +  n;j  +  /i;; + 77;i . 


Nach  Division  durch  ^* 


resultiren  hieraus  ftlr 


tr  =  ir  =  o;  <  =  <;  '?r  =  o:  <  =  <>;  »?';  =  < 


folgende  Gleichungen : 


r 


;43) 


SS  2    2 


«I. 


2         3 


f/i,  m. 


2^2 


2    2        2 


0^ 


tu,  tn.^ 


??i^     ^t  0 


2    2     ^0  0    . 
2 


i  »  ^  I       1 


2    2 
2     2 


2 
0    0 


^:  .^.rlia-l?;?- 


.11    /V.10 


0    0 
2    2 


0  0 


0  !?!? 


A  0       0  i* 
2  2 


Die  Substitution  dieser  Werthe  in  ^42   führt  eu: 
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44a) 


^(•^oo^?S)y  0  ^0  0^2 


^*0 


d(u^u^) 


0  0       /, 


0  T) 


2~  2 


[4  4b] 


/^•S.l(f£!S^)yo^oo^i 


*0 


d(w,M,)       0  0     J^^      0  0 


%7ti 


:/"« 


m, 


t      ^40  ^44  /y,44 
"*  04  *^00  "^04 


f?l|ff?l2 

2    2 


(44  c)  ^ 


m 


«0 


^^WS^IS)yO^O  0^2 

0  0      2«  .       0    0 


d(u,u^) 


2 


•^44  ^40^44   "^  l      l     -^   ' 


2    2 


Bestimmt  man  noch  den  Werth  von  A,  der  die  Determinante 


\ 


2    2 

»' 

2    2 

*"l      A 

*^i    A 

2     ® 

» 

2     ® 

2    2 


2    2 


darstellt,  durch  die  Thetareihen  mit  den  Argumenten  0,  so  erhält 
man  die  einfachste  Form  der  vorstehenden  Relationen. 

Äehnlich  dieser  Determinante  giebt  es  im  Ganzen  15,  die 


m. 


m. 


"^^    2"    '^^  2 


mittelst  der  sechs  ungeraden  Functionen  d-  gebildet 

*      *1        -      *2 
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1 


werden  können.   Sie  stehen  dem  Werthe  ^'  ^  in  der  Theorie  der 

Thetareihen  einer  Variablen  xur  Seite  und  reduciren  sich  für 
/^  =  /j  =  m^  =  w,  =  2  auf  die  DifferentialausdrOcke,  die  zuerst 
RosKNHAiN  in  der  frtther  citirten  Abhandlung  zu  berechnen  lehrte. 

Wenn  nun  auch  diese  RossNHAiN^schen  Differentialformeln 
in  mannigfacher  Weise  schon  entwickelt  wurden  ^) ,  so  will  icb 
doch,  statt  bloss  den  berechneten  Werth  von  A  anzugeben,  die 
entsprechenden  Formeln  für  die  hier  zu  Grunde  gelegten  Theta- 
reihen einer  \  6-gliedrigen  Untergruppe  allgemein  ableiten.  Denn 
diese  Ableitung  kanli  in  derselben  Weis^  geleistet  werden,  in 
welcher  im  Vorhergehenden  die  Relationen  der  Thetareihen  ge- 
wonnen wurden,  so  dass  aus  der  Grundlage  allgemeinster  For- 
meln durch  symmetrische  Entwicklung  die  Resultate  in  möglichst 
zusammenfassender  Form  sich  ergeben. 

Es  zeigt  sich  so  zugleich,  dass  neben  der  Formel  (^4j, 
welche  Producte  von  je  vier  Thetareihen  in  Beziehung  setzt,  nur 
noch  die  Formel  für  Producte  von  je  zwei  Thetareihen  für  eioe 
Theorie  der  i  6-gliedrigen  Untergruppe  einer  allgemeinen  Gruppe 
von  Thetareihen  zweier  Variablen  benöthigt  wird.  In  derselben 
Weise  bilden  ja  auch  die  beiden  entsprechenden  Formeln  fdr 
eine  Variable  das  Material,  aus  dem  die  Theorie  der  viergliedrigen 
Untergruppe  einer  allgemeinen  Gruppe  von  Thetareihen  einer 
Variablen  hergestellt  werden  kann. 

Bezeichnet  man  die  Thetareihe  mit  den  Parametern  a. 


'iV 


^i«)  ^^1«  durch  'd'la  M,  die  Thetareihe  mit  den  doppelten  Para- 

meterwerthen  durch  ^iSa  M,  so  erhält  man  als  allgemeinste 

Formel  für  das  Product  zweier  Thetareihen   der   allgemeinen 
Zj  /,  7n^  n2,-gliedrjgen  Gruppe  : 


4}  Vergl.  Krause,  die  Transformation  der  hypcrelllptiscfaen  Functionen 
I.  Ordnung;  §  45  u.  4  6. 
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(45)  {  -^ «  •*       ,,-       ,,  1*^.+«; 

* 

Ist  nun  i<==€f-|-,   A,=«i  Y'   ^^i^^ii-i^  N=^i  Y 
und  ersetzt  man 

/'7'"T(a;)  durch  •'•'?•(«).  ^/T'Tl«"') 

*   2     *  2  2        2 

*  2     *  2  "^2    "^  2 

für  ti^  =  u,  =  0  durch 


(:;!;< -p-e;i;^"^1'';  4.' 


so  erhält  man : 


(45a) 


i   ,     i   ,(«)•     ''*    ,      '''   ,(a)  =  ''*+''*''«  +  ''«(2a) 
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Bestimmt  man,  dass  in  (i5  a) 

« 

1)  e,  =  f,  ,     *;  =  «,' ,     1?,  +  1?;  =  ij,  +  iji  =  ;mod.  2; ; 
2)£,  =  f;  =  0,   i/,  +  ij;=1(mod.2),   .?,+  iji  =  0{mod.2;; 
3)e,  =  ti  =  0,    »;,  +  ;?;=0;mod.2),    i;,+  »;,'=0imod.2  , 

so  gewinnt  man  folgende  Gleichungen  einfachster  Form : 

i    ,     !•   ,(a)-^-''l   *-'??(«)=**  (2a).  V,(2«i 

+  (-<•'  •, +  i,  +  4(«'''-,'+ 4, '+<(*"'' • 

1=    «2«;'   »«(2a'  +  ( — <l     •      .   .-.2«j-   ,.    ,  -.'2a  . 

Bestimmt  man  ferner,  dass  in  (45  bj 

1)  f,  —  1  ,  e,  =  0 ,  t;  =  «i,  tj^  +  »;,'  =  »;,  +  r/,'  =  4  (mod.2) ; 

2)  «,=4 ,  «,=0,  «,'=0,  i;,+  i2,'=l (mod.2),  i;,+  .j,'=0 (mod.2;; 
3    6,  =  0,  t,=  1,  t,'=0,  r„+.j;=0 (mod.2),  i^,+  .;i=rmod.2  , 


(46  a) 


(46b) 


(46c) 


1 
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SO  resultirt: 


(47a) 


/. 


£{Vx-\-'ii}-\-Vi\  U\  \ 


-i'-'-o "'WMu, 


H 


£6 


(««) 


-(-<) 


'/i+i?»    /4  1 


^1h) 


v*7c) 


(    ('4  l'K)ü/''!r/  'i*(«)={<-(-<r*^"} 

H(;:(-o):-;V)-^M)NH(-)):..:e:.(-)}-. 


Aus  (46a)  und  (47a),  (46b)  und  (47b\  (46c)  und  (47 o)  folgen 
nun  schliesslich,  wenn  die  Determinante 


durch 


•?•»? 


c,  e, 


«{«) 


''\'}m 


«1«1 


beseicbDet  wird,  folgende  drei  Relationen : 


,48  a) 


H  1  <l 


i^-H^f'"* 


4- »7«)  + »71 


) 


.(<_(_  if  "•+'«'+"•).  (_i)'''+''«+^ 


1  +  ee  W  <  +  6'e'"^ 
4_s     _«(«)•  4_e'    -£'  (") 

^ • 
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(48b) 


Jo(2«)  |J(2a) 


(^ -(- 1  r*""")  0 -(-1  )"''*■"'■) -(-^i 


/— / 


— < 


',".•(•)  r.'c) 


>)-'L-/ !.'(«) 


.(<_(_,f"+")(i_^_,;''''+''').(_</' 


(48  c)  ' 


f  .^f 


•?.»?«(„)  '?i'?i 


—  1 


£    i 

(«) 


6'< 


(«) 


1t  Vt—*,„^    V'tV-  —  * 


'    *     i'(a) 


c+e'+4    0 


0 


Dividirl  man  diese  drei  Gleichungen  durch  die  aus  (46)  sicii 
ergebenden  Produote : 


(49a) 


*•-■'*"'  oo<'"^-io(*«^op(*"' 


01 


10,  .  00,  ,  01,  .  00,  . 


01 


01 


1  0 


(49b) 


01     01     11     11 

4...(2«).;;;(2«).;;^:2a).jj(aa) 


01 


00 


00 


00,  ^  01,  .  00,  ^  11,  , 


1  0'  '  10 


1 1 


(49  c) 


I 


H     H     10     10 
4._(2a).;i(2«).JJ(2«).JJ(2«) 


00 


11 


00,  .  11,  ,  10,  .  00,  . 

=  1  .  (a)  • .  .  1«)  •  0  I  ("'  •  0  1  '"^ 


1  I 


1  1 
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so  fbtgt  insbesondere: 


(50) 


H     11 

10   '  01 ^     ' 


11,.  11,  , 

io(«>oi(") 


10_  ,  10,-  .  01,-  ,  01  ,^  . 

oi(*«^oo(*«^o(^«)-oo(*«) 


I2(2")-IJ(2«) 


10,  ,  10,  ,01   01 

oi("Uo(«No(")'oo(") 


00 

10 
10 


10' 

(«)-IJ(«) 


04    01    H    11 

io(*">oo(^"''-oo(^«)n(^";' 


01 
01 


01 

11 


(2  a) .  ; ;  (2  a) 


01,  ,01,  .  11,  .  11,  , 

,oi«)oo(")-oo(")-ii("' 


oi(«)-iiW 


11    11    10    10 

00(^"'H':^«^01';*"UO'^2"' 


11,  .11,  .10,  .  10,  . 

oo^^^-ii'^'^oi^^'-oo^") 


Da  diese  Quotienten  ihren  Werth  nicht  ändern ,  wenn  die  Para- 
meter den  doppelten  Werth  erhalten,  so  kann  man  die  letzteren 
durch  ihre  Unendiichvielfachen  ersetzen ;  dann  ist  aber  der  Werth 

der  Quotienten  unmittelbar  ersichtlich  gleich  *  *  •  Mit  Rück- 
sieht  darauf  folgt  aus  (48)  allgemein: 


5r 


Vi      1 


r(«)-i+/j(«) 


4+C      €'"'      1  + 


a 


/,./, 


00. 


e+e'+i   s+t'+t    '  '      e—s'—t  i—t'—V'  0<^  '  OV'  <  0^  '  10*' 


1  — e    — s  t  —  e'    —e 


»?.  »? 


Vi  V'. 


1 ;  («)  •  'v  v  («) 


/,./, 


0     B-^e'+i 


(o) 


(a)  •       fa)  •      ia] '      fo)  •      (o) 


'L-.";«-'!-.'.'?!-! 


'•  Vi«)  •  ^i  ';w 


e4-g'4.<    0-*'     e-«'— 1       0      ''    0  4*'    0<*'    H*  '    ir' 


e     —  4  £'     —  4 


I 
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y=|(l_(_<)*'?.+'?«)(4_{_4)*'^'.+'?'^).  (_<)'''.. 

(e  =  0,<;  c'=0,4;  i?,  =  0,1;  i?,  =  0,4;  17,'  =  0,4;  <j,'  =  0,r!. 

Damit  sind  die  Darstellungen  der  15  Determinanten  durch 
Producte  von  je  vier  Thetareihen  gewonnen.  Es  folgt  insbe- 
sondere; 


(52) 


^0    -^^ 

4  00        l^^  00        /,   ^ 

2  ~^    i 


Die  Relationen  (44)  nehmen  somit  folgende  Form  an: 


(53) 


2    2 


m< 


; './. 


rf  (m,  m,) 


»* 


flll  fllj 

TT 

S     2 


4  h.k 

2    9 


y»00  ,»0l  .,.01 

•^'u  •^'10  "*  u  • 


Zugleich  ergeben  sich  die  Relationen  : 


d(w,W,)      —^  ^*'*    "^   ^^  ^OO'^lO-^il^lO'^iP 


(53a) 


m,  "l'^  ifi^  toi 


2    2 

TT 


"l'^  lo*^    toi ^  *./ /  ..O»'        *  .^10...00^J0^.ll,,.ll. 

W/,*     •*  'l'l    *^     I      I      •^10*'  1 0*^^01**  00*^01» 


2    2 


^f,    ^    \     — ^  '4*«  '^  j    I     •^oo'^io^i4'*'io*^«r 


2    2 
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§5. 

Zur  expliciten  Darstellung  der  durch  diese  Formeln  trans- 
formirbaren  Doppeliutegi ale   bedarf  man  der  Relationen,  die 

zwischen  den  Functionen  cc^^^^  statt  haben.  Man  erhalt  sie  ins- 

gesammt  aus  (35),  wenn  r,-  =  t;^f  =  0  gesetzt  wird.  Sie  sind  von 
zweifacher  Art,  je  nachdem  das  System  der  Indices  €[,  c,',  ij^,  ij^ 
ttbereinstimmend  oder  nicht  übereinstimmend  mit  dem  Systeme 
der  Indices  cj,  «J,  ij'/,  rf^  specialisirt  wn'rd.  Setzt  man  €,•'  =  e/'; 
r.^'  =  1^/',    so  erhalt  man  lineare  Beziehungen  zwischen  den 

Quadraten  von  je  drei  der  Functionen  x^^^^ ,    In  diesem  Falle 

müssen  die  5^,  d',  y,  /  der  Formel  (35)  folgende  drei  Congruenzen 

erfüllen : 

(«;+^.)('?;+y.)+(e;+«J,)('?.'+X.)  =  <(<nod.2); 

«+^.')('?.'+y.')+(fi+<5,')(»?,'+;',')  =  4(mod.2); 
Es  zerfällt  dann  (35)  in  folgende  Systeme  von  Gleichungen : 

*,  ^,  l»,  +  vj  ^K  K  \M,-  vj      0  0 
0  c,       0  6,+ 1  "•"  I  e,+ 1  ~'"  4  6, 


54  a) 


^e 


«i«i 


>.+«.y*,  +  *if'  *'       ''y*>f 


I 


^0 

2 

0    0 


;54b)  < 


0  0  "^  4    0  "^      0  <      "^      1  4 


I 


An 


(j.  F.  Li  PPS, 


^* 


m.      m.. 


', 


*i+^|-j-».+  e.-^ 


*'8   *M 


(Sic)  ' 


(54  d) 


0  0 


^    •?!    •?!_,_  ^iH-^    >?»     J^'?l+<    '?._L  »?••?« 


0    0 


0  1 


+ 


1     0  "*■  <  < 


m, 


=  e 


m. 


,  ^1  «  *   /"l 


„  "»1,,   .„.»»•, 


'. 


^1  "I"  *1    "2*       *  "^  ^*  "j" 


2  ^'2  ^*  2 


0 
0 


_  0  0  0 


4  4   0,       4 


_000       1  4       0  44. 


«1  «1 


m 


m. 


.1^^* 


/"iH-'7iyi"»+'7«y/t^ 


*l"T"^l    a    ^a+^ü    a 


2     '  2 
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0  0,       01  1011 


(54  e) 


54  f; 


(5*g)i 


0 


i 


i 


_  0  0        0  4  i  . 

,     »„.La +  ,,««) 


e,  €, 


=  "."  + 


0      110, 


2    2 
1        1 


^4  ^«  *4+^   ^«  *4  «»  ^1+^   «1 


0     0  0     1,1  0 


6|  €j 


+ 


1         1 


«4«i  «l   «4+^  «4   «i+<    ' 


«'?•=r-^)"+''^e""'('S+^*^ 


«« «» 


2 

2~T 
0     0 


0   0"^      0      4  "•"  1    0  "^      1       1 

_  ^4  Vt   .   '?4  »?«   ,   ^4  Vt+^    ,   Va  '?t+< . 
00^01"*"1       0      "^1       1      ' 
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«4     «« 


=  c 


»  +*  ^a  4.f  iiW  f  i-       c  is-V''j 


(54  h) 


0  '^ 

2 


=  «•?«  + 


0         •?«.<»?»     I  <  •?! 


*  + 


+ 


e,  0    '   e,  +  4  \     '   c,  0    '   «,+  1  1 


=  ^'h  + 


€^  0         €j   < 


o*?*,^  <  'yt+<  +  ^  *?,+  <  . 


0 


^4  < 


m« 


m. 


m. 


2 


2 


2 


2 


(54  i) 


~»   0 


2 


^'h^  _L_  'A  <  ^  '/i       ^ 


0  fcj  i    €, 


0 


4 


«4«i 


171« 


(i+..)'^ 


»7» 


w. 


^H-^f  ».  +  *.f' ""  «lY'^+^iij 


(54  k) 
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^i  ^i 


Wird  in  diesen  Gleichungen  v^  =  v^  =  0  gesetzt,  so  re- 
sultiren  sechzig  Relationen  zwischeu  den  Thetafunctionen,  welche 
die  Quadrate  von  je  vier  der  sechs  Functionen : 

*  /  l    ^     ^  l  /    ' 

^,+^1^^2+^1-1  ^,  +  «,  ^  Ä2+(^  +  ^2)f 

^,4-'?t  yV2+(*+'?2)^^  ^t  H-'?i?."2H-(^+^2)y' 

>,4-^,-^A,  +  t2-^        '        ^,+{^-\-B,)^X^^'i+B^)^' 

K  =  OJ;     i?4  =  0,1;     £,  =  0,1;     ^;,=  0,  1) 

in  lineare  Beziehung  setzen. 

Diesen  sechzehn  Systemen  von  je  sechs  Functionen  ent- 
sprechen die  sechzehn RosBNHAiNSchen Sechsersysteme,  während 
die  erwähnten  sechzig  Relationen  in  zusammenfassender  Weise 
die  240  linearen  Relationen  zwischen  den  Quotienten  der  Roskn- 
HAiVschen  Thetareihen  enthalten  i). 

Nach  Division  durch  das  Quadrat  von  0^^  f*  (  * )  ^^^^^^  "^"^ 

i)  Vgl.  Khacse,  I.  c.  §§  6,  7,  8. 


496 


G.  r.  LiPi6y 


aus  den  Thetarelationen  solche  zwischen  den  Functionen  x*^  ^^ 


f  j   f  4 


Ton  der  Art,  daaa  die  letzteren  in  sechs  Gruppen  von  je  fttnf 
Functionen  zerfallen  and  die  Quadjtate  der  Functionen  jeder 
Gruppe  zu  je  dreien  durch  eine  lineare  Relation  an  einander 
geknüpft  sind. 

Die  Gruppen  sind: 


(55) 


X 
X 
X 
X 
X 
X 


00 
Ol  ] 

,y.OI 
•   »^00  J 

^01 
>   ''44  > 

00 
Ol  ! 

/«Ol 

}        »^10  1 

Ol 
00  < 

/y.01 

»   *^01 

/V.00 

00 
10  ] 

1   ^44  J 

.00 

10 

^40 
1   •*'0I  > 

10 

00  : 

/y»IO 
f    **^I0  1 

/7.OO 

flc 


41 
04  ) 


a 

X 

X 


,14 


00  ) 

40 
04  ' 

14 
40  ' 

44 

00  } 

Ol 
40  } 


X 
X 

a 

X 
X 
X 


II 
11 

II 

10 

.4  0 
44 

44 
II 

44 

Ol 

Ol 
44 


Es  gehören  nun  die  Functionenpaare,  aus  denen  die  Deter- 
minanten (53)  resp.  (53a)  gebildet  wurden,  je  einer  der  drei 
letzten  Gruppen  an  und  es  ergeben  sich  somit  zur  expliciten 
Darstellung  dieser  Determinanten  die  Relationen: 


(56  a) 


2 


00 


tTTf 


/"l 


m 


1         /y**00 

•^     10 


•^  II  '^  I     1 

2    2' 
0  ^« 

i-   0 

2 


00 


0     0    ' 


2;ri 


m 


*'-    40      ^'^     I       I 

M    'a 
2    2 


=  -^^ 


^0   0 


inif^ 


!?.0 


M     's  A  It 


2    2 


0-i 
2 


27 


\m,       mj       «4^     ^,2    2 
^  **     ^   /i    /, 


2    2 


0*0  0 
0  0 


2 


or: 


,*I0 

00 


^« 


^0 
0   0  ' 
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56  b) 


tni 


ft 


—  e 


m,  fiij 
TT 


Ol      ^     I       I 


a  a 


0 

fn^ 

2 

2 

«, 

_ 

e 

', 

0 

2 

=  ^* .     — 


0?«         27r*fil  — »~* 


iO 


0  0 


0    0   ' 


2    2 


»»1  IWj 

2    2 


2;ri^ 


m 


1  .^*io 


2 


**    10     ^  I       f 

0  ^ 
2 


2;rt 


:H2 


—  e 


TT 


2    2 


^0 


imf^ 


00 


0   0 


56  c) 


2 


e 


fi^i  fit] 

0     0 


^  14     ^    I      I 

*l      *! 


a 

2    2 


0-* 
^«10     a%     *  p 


t» 


—  e 


2    2 


—  ♦»*        _ 


ff-*'"  •  ^»"  " 


8;r,et 


—  e 


0    0 


2    $' 
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2 
2     2 


tw. 


0   0 


0    0 


üu 


0  0 


Mit  Zuhilfenahine  dieser  Relationen  erhalt  man  schliesslich 
folgende  Transformationen  von  Doppelintegralen : 

da?!?  ■  rf.T 


(57  al  { 


«(•^'iSr'?;.  =  ('Y''y 


/    «  — 


2;r.^« 

m, 

e 

w, 

füg 

,'A*  f 

2 

'i 

^2 

2 

2 

m^  m^ 

--   0 
2 


inif^-i 


\      00 


2    2 


Of 


f?l| 


0    0 


—  2;ti 


;i"l 


«Kr-'?s)=(V^f-'-i;i; 


«1, 


»I. 


,J^* 


2     2 
2    2 
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(57b) 


I 


( 


!^l  "»i*»»« 


iL 
S 


■'•^*or^"!!+« 


0    0 


") 


Kl- 


inifti 


l»* 


(57  c) 


s  s 


''■»*    '^•x^'.l  +  e 


•f 


2 


inif^ 


"••*';;•  «'*?!!+« 


2711 


.j",  TO 


m,^,2 


0   0 


^'!S) . 


2 


fl(^'jii^*:!i)=(H^)'- 


f7>f  fltj 


1»» 


i"i 


2    2 


I        0     0  0  0  "• 


0  ^ 

2 


X 


27ri^  ^  0 

2  2    2  2 


2 


^^V/M^?jR?S)    «//   "*'   ""'' 


—  2  7rf 


I». 


Ä.  (-«'J!!  ^*?11)  =  (^  • ',)' 


^» 


TT 

2    2 


Mat1i.-p1iys.  ClMse.  IStö. 


33 
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(58  a) 


(58  b) 


o!!L^ 


^00^  ««\*'  0  0  ~ 


inA' 


0  "-^ 


0    0    ^eo 


2    2  "2  *  4 


\      00 


2    2 
m,     ^«0  0 


'&* 


2 


n«00 


ool  • 


rfa;*;S.rf.x'j|; 


ft,(.'r*JJa;»JJ|)  =  (/..g'. 


-2;t.^ 
m. 


;^' 


fllf    füg 

2   2 


(0  — *    . 


.•^1 


0  — *     .     2.Tt'-^  0 


WJ2 

0  0 


n?!  tn. 


00^» 


( 


2    2 


2711 


/^i 


m 


2711^  _1  0 


f»,  ^,  2 


2 


2;,.^ 


e 


*"!  .^«0  0   ^,,0 


27,.-^ 


m. 


t«* 


00 


^•?,"  +  e 


"'■ .  ^«  * 


10 


0  o"^«« 


f/tc'lX-t/a;*:? 


ff         'l"     "=fräur<l-.; 


«.(^'J>'1S)  =  (/,•/,)* 


fWj 

m. 

,^*^ 

2 

'l 

'» 

2 

2 
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^         -^   üo^  io^^    0     0  "^  0   0  "0  Ij  »0/ 


8« 

\       0-^  -i--^  0-^' 

2  2    2  2 

^0  27ri^ 

\      0  0       "^  00    ^  00       ^  /,       ^  iüj  • 

2 

Aas  dibsen  Transformationen  erhält  man  unmittelbar  an- 
dere ,  für  welche  die  rechts  und  links  stehenden  Indices  der 
Thetareihen  und  der  Functionen  x  mit  einander  vertauscht  sind, 
da  die  Relationen  fttr  die  Thetareihen  sich  nicht  andern,  wenn 
die  genannte  Yertauschung  der  Indices  vorgenommen  wird.  Es 
können  somit  die  entsprechenden  Transformationen  für  die 
Functionen  a;JJ,  ccJJ,  ccJJ  aus  (57)  und  (58)  unvermittelt  abgelesen 
werden.  Da  femer  die  Quadrate  der  fünf  Functionen  einer 
Gruppe  durch  eine  lineare  Gleichung  an  einander  geknüpft  sind, 
so  kann  aus  der  für  zwei  Functionen  einer  Gruppe  gebildeten 
Determinante  von  der  Form  (53)  resp.  (53  a)  für  jedes  andere 
Functionenpaar  derselben  Gruppe  die  entsprechende  Determi- 
nante nebst  der  zugehörigen  Transformationsformel  direcl  ent- 
wickelt werden.   Es  ist  ja,  wenn  : 

aCj  =  Oj  Xj  +  0|  x^  \     x^  =  a^  x^  +  ^f  ^4  j 

dlx.x^       ,     .  ,  ,  dix^x.) 

Man  erhalt  somit  folgendes  Resultat: 

Scheidet  man   die  fünfzehn  Functionen  x*^^^^  in  die  sechs 

Gruppen  (55)  und  bezeichnet  man  die  fünf  Functionen  irgend 
einer  Gruppe  durch  x^^  x^^  x^,  x^j  x^  in  beliebiger  Reihenfolge, 
so  erhält  man  die  Relationen : 
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(59a)  itlI£A  =  A-(r,w,x-, 

d  (x*  op*) 

^^^^^  ^i(^  =  *^-^'-'^*'^»-'^«'^''- 

Mittelst  der  quadratischen  Beziehungen  zwischen  den  Functionen 
einer  Gruppe  folgen  sodann  die  Transformationen: 


(60  a) 


c/rr,  •  dx^   Pfd^i  •  ^^4 


JJ  A  '  x^x.x^     JJ  yH{x*^xl)     JJ      '        •  ' 


(60b)  ff^  ^  ^^^^^'^        _rrdx\.dx\  ^rp    ^^ 
^ JJ  kA'X,x^x^x,x^     JJyn^[x\x\]     JJ 

wo  die  ganzen  rationalen  Functionen  R  und  R^  von  der  aus  (57) 
und  (58)  erkennbaren  Beschaffenheit,  bis  zum  sechsten  resp. 
vierten  Grade  der  Argumente  x^  resp.  x^  steigen  und  beide 
Functionen  nur  Quadrate  der  x^  enthalten. 

Aus  (59  b]  folgt  noch  als  Analogon  zu  der  in  I  (42)  und  (43) 
dargestellten  Eigenschaft  der  Thetareihen  einer  Variablen,  dass 
die  aus  den  Quadraten  der  fttnf  Functionen  a?^,  x,,  a^,,  ap^,  x^ 
hergestellten  zehn  Substitutionsdeterminanten  von  constanten 
Factoren  abgesehen  dem  Producte  der  fttnf  Functionen  gleich 
sind.    Es  ist  daher: 


(61) 


I  al I x^x^x^x^x^'du^du^  =  a^^  j  1  dx\  -dxl 

I  =  a,^JJdx\ .  rfa?J  =  .  . .  =  a^^JJ^dx]  -  da?»  . 


Damit  ist  der  Zusammenhang  der  Thetareihen  mit  den 
Doppelintegralen  in  seiner  einfachsten  Gestalt  erschöpfend  dar- 
gelegt; denn  die  beiden  Integralformen  (60)  enthalten  je  sechzig 
individuelle  Formen,  die  insgesammt  den  Integralen  (57)  und 
(58)  gleichen,  und  in  völliger  Ausführung  erhalten  werden, 
wenn  die  R  und  R^  durch  die  verschiedenen  in  den  sechs 
Gruppen  (55)  enthaltenen  Functionenpaare  ausgedrückt  werden. 

Ein  erstes  Beispiel  solcher  Transformtitionen  von  Doppel- 
integralen durch  Thetareihen  giebt  Herr  Scbeibner  in  der  Ab- 
handlung*):   »Ueber  eine  Transformationsformel  für  Doppel- 


4)  Berichte  der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  vom  45.  December  48S4 
oder  Crelle's  Journal  Bd.  CHI. 
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inlegrale«.  Der  dort  mitteisl  der  Formeln  der  RosfiNHAiN'schea 
Thetareihen  dargestellte  Fall   wird  mit  Hilfe  der  Quotienten 

—  und  —  ,  auf  die  auch  Rosenhain  in  seinen  Untersuchungen 

über  den  Zusammenhang  mit  den  hyperelliptischen  Integralen 
sich  beschränkte,  hergeleitet.  Beide  Quotienten  gehören  einer 
der  sechs  Gruppen  (55j  an;  denn  es  ist  (nach  (24 aj): 

so  dass  dieselben  den  Functionen  x^^l,  x\l  entsprechen  und  sie 

tn  TU 

direct  darstellen,  wenn  i^  =  A,  =  0;  /t^  =  — ^ ,  ^i^  =  — ^  und 

SS  M 

/i  =  /,=  w^  =  m,  =  2  gesetzt  wird.  Es  geht  auch  thatsächlich 
unter  diesen  Beschränkungen  die  oben  für  oj'JJ  und  a?*JJ  ent- 
wickelte Formel  in  die  von  Herrn  Sgheibnbr  in  der  citirten  Ab- 
handlung mitgetheilte  über. 

Auch  HerrBRiosGHi  berührt  in  seiner  Abhandlung^):  »Sulla 
teorica  delle  funzioni  iperellittiche  di  pnmo  ordine«  den  Zu- 
sammenhang der  von  ihm  behandelten  hyperelliptischen 
Functionen  mit  den  Doppelintegralen.  Er  definirt  fünf  Functionen 
Pf.  und  zehn  Functionen  p^g  als  hyperelliptische  Functionen  mit 
einem  Index  und  mit  zwei  Indices  und  weist  für  die  Functionen 

mit  einem  Index  die  Eigenschaft  nach :     .  **  ^  =  Const.  PmPkPf^i 

auf  Grund  welcher  er  die  Transformalionsformel  (10)  Cap.  III 
seiner  Abhandlung  gewinnt.  Gemäss  der  linearen  Beziehung 
zwischen  den  Quadraten  dieser  fünf  Functionen  mit  einem  Index 
entsprechen  sie  den  fünf  Functionen  einer  der  sechs  Gruppen  (55). 
Die  für  die  Functionen  mit  einem  Index  gefundene  Eigenschaft 
wird  sodann  in  demselben  Capitel  auf  Combinationen  bestimmter 
Art  von  Functionen  mit  einem  Index  und  mit  zwei  Indices 
ausgedehnt.  Nachdem  dann  Herr  Brioschi  die  Darstellung  der 
Functionen  p  durch  Thetaquotienten  gegeben  hat,  zeigt  er  auch 
im  9.  Capitel  an  einem  Beispiele  die  Einkleidung  der  erwähnten 
Eigenschaften  der  Functionen  p  in  das  Gewand  der  Thetareihen. 


4)  Annali  dt  Matematica  pura  ed  applicada;    Serie  II,  tomo  XIV; 
p.  248;   254  flg.;   337. 
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§6. 

Es  bleibt  nun  noch  der  Zusammenhang  der  nicht  einer 
und  derselben  Gruppe  angehörenden  Functionenpaare  mit  den 
Doppelintegralen  zu  erörtern.  Solcher  Functionenpaare  giebt  es 
45,  zu  welchen  auch  das  Paar:  arJJ,  xJJ  gehört.  Fttr  dieses  Paar 
ergeben  sich  beispielsweise  folgende  Transformationsformeln: 

Da  aus  den  beiden  Darstellungen  (39)  von  -j-^  nach  Ver- 
tauschung  der  links  und  rechts  stehenden  Indices  l  und  /i  die 
beiden  entsprechenden  Darstellungen  von  —  ***  unmittelbar  ab- 
gelesen werden  können ,  so  erhalt  man  bei  geeigneter  Combi- 
nation  von  je  zwei  der  so  gewonnenen  Darstellungen : 

2  2 

^^«    0^     0  ^ 

Qi         AI         11         11     f\  a  «       Z      Ä         5b      Q^  Z      f« '       ' 

—  •^^oo'^'oi^'oo^io»^    0    0  "^0  0  "^Z,        ^     L 

-^0       0-?- 
2  2 

2711'-^  -^0         0-? 

2"  TT 

(62)    ^         ^  •'^o'^'t*^*«^H^^^^^^  ^'^^^^O  0 

2     2  2        2 


-1  _?        *  0      —^0 

^lü  ^.10  ,,.11  ^.11  <i.«**a*        9.^  a^® 

—  •^üü^iü^'oo^oi  ^    0     0        0    0            /  / 

0    -•  -^0 

2  2 

2/Ti—  0  — *      —^0 

T  TT 

_^         Wi      "V.^oi  ..Ol  ,.n^.ii  9.4*    2    a       2  ^<>  0          2 


2    2        2  2 
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Durch  Multiplication  mit  4  xJJ  a?JJ  folgt  daraus  die  ent- 
sprechende Relation  für  die  Quadrate  der  Functionen  x\l  und  acJJ. 

Zur  expliciten  Darstellung  der  durch  diese  Formeln  trans- 
formirbaren  Doppelintegrale  sind  Relationen  nOthig,  die  drei 
Functionen  x,  welche  verschiedenen  Gruppen  angehören,  in 
Beziehung  setzen.  Sie  ergeben  sich  aus  (35),  wenn  c/,  f^,  7j[j  rj^ 
nicht  tibereinstimmend  mit  dem  Indicessysteme  e'/»  ^«»  v'l:  V« 
specialisirt  und  die  linearen  Relationen  zwischen  den  Quadraten 
der  X  zu  Hilfe  genommen  werden.  Sie  entsprechen  den  von 
Rosenhain  und  Göpel  zuerst  gefundenen  hiquadratischen  Rela- 
tionen zwischen  den  gewöhnlichen  Thetareihen  und  steigen  für 
jede  der  drei  Functionen  bis  zum  vierten  Grade  an. 

Statt  nun  auf  diesem  Wege  die  Formeln  fttr  die  45  Func- 
tionenpaare  einzeln  abzuleiten,  gewinnt  man  sie  in  einheitlicher 
Zusammenfassung,  indem  man  die  fünfzehn  Functionen  x  in 
ihrer  Abhängigkeit  von  den  zweiten  Dififerentialquotienten  der 

Function  loc^'^*(   M  darstellt  und  für  die  letzteren  den  Zu- 

sammenhang  mit  den  Doppelintegralen  darlegt.  Es  ist  so  im- 
plicite  auch  für  zwei  beliebige  Functionen  x  der  Zusammenhang 
mit  den  Doppelintegralen  gegeben.  Er  kann  somit  für  die  einer 
und  derselben  Gruppe  angehörigen  x  nochmals  gewonnen  und 
für  die  verschiedenen  Gruppen  zugehörenden  x  direct  berechnet 
werden. 

Ich  setze: 

Bestimmt  man  .  dass  in  (54)  e^  =  e^  =  i^^  =  jj,  =  0  und 
entwickelt  man  die  Logarithmen  der  so  resultirenden  zwanzig 
Gleichungen  nach  Potenzen  von  v^  und  i', ,  so  erhält  man  durch 
Gleichsetzen  der  Coefficienten  von  i'J,  v^v^,  v\  sechzig  Relationen, 

deren  jede  eine   der  drei  Functionen  E^^'"^,  Z.^*^*,   H'"**"* 

durch  die  Quadrate  von  drei  Functionen  x  in  linearer  Weise 
ausdrückt. 


(63) 
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So  ergiebt  sich  z.  B.  aus  (54  k): 


2    2  2    2  2    2 


+  e 


«;,/' 

IM, 

m,« 

0  ^*                 s«,ei 

0-? 

m, 

0 

2  ,     X 
2 

«00 
10 

»' 

2  /      \      ftn                      ^1 

,    ,  (f.)a;*S-e 

'i    's 

2    2 

fn^  ffi]       i}i{  FIT, 

«5 

^»2    2      yMiHi a*    2    ^.,,2    2    ,  . 

2    2  2     2  2     2 


j  *i  0—  h- -1.  *i  '« 

a  2  J    2  2    2 


A     's  A     's 


ß  *"!  _Q.'       2    ,^^    ^   ^,        2    ,^^    ^  ^,,40  . 


2  2 


2l  _L        '^t  '^s  *   iL        't    *s 

2    2  '2"  2  2    2 


2  2     2  2 


Man  sieht  unmittelbar,  dass  mittelst  dieses  Systemes  und  mittelst 
der  tlbrigen  neunzehn  Systeme  die  fünfzehn  Functionen  x^^^^* 
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linear  durch  die  drei  Functionen  E,  Z,  H  ausgedrückt  werden 
können.    Man  sieht  ferner,   dass  die  obigen  Gleichungen  bei 

l         fjri 

Vermehrung  der  Indices  i^,  ^ij  um  -^,  -^  dieselben  Functionen 

zu  M 

x*}o,  a;*JJ,  x\l  enthalten,  da,  wenn  z.  B.  l^  um  -^  vermehrt  wird 


und  die  Übrigen  Indices  erhalten  bleiben,  x^H  m  e  *  :  x 

x'JS  in  a;'}5  :  x^il ,  x*}?  in  e  '^'.aj*JS:ir*JS übergehl.  Fügt 

man  eine  so  resultirende  vierte  Gleichung  den  drei  obigen  hinzu, 
so  folgt  nach  Elimination  von  cc*^^,  x^^,  x^\l  eine  lineare  Be- 
ziehung zwischen  der  neu  auftretenden  Function  E  oder  Z  oder 
H  und  den  drei  im  obigen  Systeme  befindlichen  Functionen 
E,  Z,  H.  Da  Aehnliches  für  jedes  andere  der  neunzehn  übrigen 
Systeme  von  drei  Gleichungen  gilt,  so  ergiebt  sich,  dass  jede 
der  Functionen 


durch  die  drei  Functionen 


ßMiMt       ^Hif*%      jjf^if^2 

Aj  A|  A|  Aj  Aj  A2 

linear  dargestellt  werden  kann.  Man  erhält  beispielsweise,  wenn 


iL  _JL        iL  _?. 

2    2  2    2 
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g  [«    ^|(W 
9  O 


gl«  ^1« 


g  I«  .»r|« 

o  o 


i\^-- 


<?> 


H  '■ — ' 


5.15 


« 


gl«  ^«|«w 


^-« 


g  j«    ^1« 

o      ^1« 

g*!«  ^1« 


O         -J*|« 


gl«    ^\9* 

o  o 


9« 


94 


gl«     ~J'|  '« 


« 


gl«  ^«« 


«       o 


g"!«    o 


« 


« 


et 

m 

et 

.-I« 

+ 

«    . 

«I« 

!«  . 

•• 

r  9* 

1 

e« 

«>> 

9* 

««           

g"«  ^":« 

s" «      0 

g' «  -^  « 

g* «  «j* « 

g    «   -5* 

« 

^ 

«p« 

w» 

•*! 

g   «   .^  « 

g  «  .^  « 

gl«    ^- 

« 

•1 

•• 

«« 

^ 

^ 

^ 

CO 

PO 
CO 
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Man  sieht  schliesslich,  dass  aus  (63)  für  l^  =  «,-  ~;  /i,-  ==  ij,-  ~ 
die  Gleichungen  sich  ergeben: 


■63  b) 


'.    'i 


sT    * 


'   2 


/. 


', 


Ca     _  C«     ~        Ci 


2 


2 


2 


»7,  y'?2y 


2    2  2     2' 


*»   2"^*Y 


+  (-1)'^»^« 


m,  m< 


2 


«f 


2 


—  ;^» 


^^2^«T 


2    2 


2     2 


\'Ji 


"  +  ''''2'''»T„,''T 


0-« 
2 


(«1  *?<  +  «1  ^i  =  0  (mod.  2))  . 


ffi^ffii 


'?t:r'?2 


ffif     fii« 


*1      *2  ^      M    ^     '2  ^     'l     ^      *2 


2     2 


^1    <J.4 


^'T*«7 


tn. 


£*-r  e. 


2 


=-1-1)'"^ 


.,      tu«       »w-  ffi« 
'*  2    '*  2     ^  ,  2     2 


,  2     2 


'.     '.^„'.(^'^^'^J^-^) 


"+^''y^»f     "  t 


0    -^ 
0 


2 


*   2     *  2  2    2  2    2 


o1» 

2 


+  (^\f^^  '       f  ^'    ;(i;,)^'    ;(.,); 

(€i  i/j  +  6,?;,  ^  4  fmod.  2))  . 
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Daraus  ist  leicht  ersichtlich,  dass  durch  je  vier  der  sechzehn 
zweiten  Differentialquotienten 


m» 


von  welchen  nur  einer  aus  einer  geraden  (oder  nur  einer  aus 
einer  ungeraden)  Thetareihe  gebildet  ist,  die  zwölf  tlbrigen  linear 
dargestellt  werden  können.  Auch  bestehen  Proporttonen  in  Folge 
der  Gleichungen  von  der  Form  (63  b),  z.  B.,  wenn  e^  =  ij,  =  0, 
die  folgende : 


(63  c, 


^* 


1:4:- 


^' 


»* 


0  r, -? 


&* 


T  T 

%    2 


0  r,— ?       — J  — ? 
'*   2     nt  2      2 

«2  2     2 


d^* 


Of,-?- 


fn,  Ol«  m.  m«  ^  fii«  171,  f?i,  fn, 

(— !  — ?  _>  — ?  0  — ^v  /    —  — ^  0  — ? 

_L  _!*  0  —  —  — '  ^      0   —  -L  _! 

22  2  22  2  22 


2     2 

0  "^ 


2    2 


2    2 


2 

2    2 

fiii  m, 

T  2" 

2     2 


'*  2 


.2 


i) 


*  2  2    2  *  2 

(e,  •  i;,  ^  0  (mod.  2))  , 
wo  die  dreigliedrigen  Rlammerausdrttcke  so  zu   interpretiren 
sind,  dass  z.  B. 

2     2  2  2    2 


_L  _* 
2    2 


2 
2    2  2    2 


^ 


S  ft         l  A  i  A         1 


0  ^ 

2 


0 


0 


m, 


2 

2    2 


2 


0  -* 

2 


2      2 


2    2 


0  -T- 

2 

2 

f. 
2    2 


\ 


1  i 
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Um  nun  die  fünfzehn  Functionen  aP^^^  in  ihrer  Abhängigkeit 


e,fi. 


von  den  Functionen  Ef*f%  Zf*f%  Hf\^'  thatsächlich  und  in 

Af    Aa  A|    Ab  Aa    An 

ttbersichtlicher  Form  zu  erhalten,  benutze  man  ausser  der  soeben 
erläuterten  symbolischen  Darstellungsweise  noch  eine  von  Ithn- 
h'cher  Art,  der  zufolge  beispielsweise : 


2    2 


2 


Aj   A, 

0  ^« 


Aj  Aj 


0 


0 


2 


2     2 

0  '*- 
2 


2     2 


2    2 


—  0—* 

2  2 


A,  A, 


2     2 


a' 


»T- 


0 


Kennzeichnet  man  überdies  die  Eigenschaft  des  Symboles 


( 


fD|  füg 

m,  m. 

o"** 

2    2 

0     ' 

<>     * 

2    2 

a 

2    2 

keine  Aenderung  zu  erleiden,  wenn 


m,  m^ 


m 


0  -^ 


2 


^ ,    ,    durch  ^^  ^  oder  ^  ^   «    oder  ^    , 

2     2  2 


ersetzt  wird,  durch  die  zusammenfassende  Bezeichnung 


0    * 


m|  fUj  fll|  tTlj  .     tTIg 


/„oo     „    i        0  0        2  2        a  a  2\ 

•(^0'    ^0'    *     .'     \^'     -»       L'    \J 

2  2    2  2  2    2 


und  setzt  man : 
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.^  ^ 


A  = 


m,  m, 

0  0       0   0       2        ,.002^00^--^ 
\o^l,  ,/o   0^    /,  ^0   0    \    /.  ^0     0    ^^/, 


m. 


-i-ü 
2 


0 


0         2    2 


2    2 


-  0 


SO  erhttit  man: 


(64) 


%7ii 


i"t 


m 


'.xy,'A  =  lEZH 


0  — ?      0— ^» 
2    2  2 


(— *  0         -1  — ?         -J   0  — *  — ?  0  — ?         0  — , 

,2  ^2    2  2  a«    2  .    a       ^   .    ^     2\ 


0  -■'- 

2 


2     2  2    2  2 


f»!  m,        fUj 


-i  — ?     0  — ', 


^  0  -^      0-^' 


2  222  22  2  2 


2  Tri 


i"i 


ffi 


i  0  !^    ^!b.^ 

'^x'\l-A  =  ^EZH;  ^^^  J^*  J) 

TT     **  T 
/«oo       *T     „0  0       Ts".         T.   „«"M- 


2 


2     2  2    2 


?i  0      -»  *"» 


2 


**     00 


=  IeZH;   ^f     ^f    M 


2 


2 


\    0  -*-       -i-  i*-        0  -*        iL  ii       il  0       -^  0  ' 

222  2  22  2  2 
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1.64) 


0      ^ 


m. 


x*\,l-A 


^(eZH;  ^^l^l,^ 


2    2 


2    2 


(0—?        -Jo  0—?        —  0. 

in         0  i         iL  0  0  i         il-  -li         iL  iL/ 


2 


2 


0   -^ 

2 


2    2  2    2 


^  0       — *  -2 


a,-J.^  =  (L'ZH;  ^^^^^) 
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2 


TT 

0 


2    2 
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0  — ^ 


Wlj  flJj 


^00        ^2  fi.22\ 

^       l     l    ''        l     I    '  /    )  ' 


2    2  2    2 


0    -^' 
2 


2711 


i?it 


''ho     0*^^ 


.-..i  =  (L^ZH;  <,/^_J_) 


2    2 


2 
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2  2    2 
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2;r,^-^ 


2 


2    2 
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0   0'         00 


M      A  't      '2  *1     A  it    i2  / 


^0 

2    2  2  2    2 
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2  2    2 
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8;,.ic.4--,  ,  0^»     ^'0, 


e         '    *  'X  ^^ 


«14 

2      a 


/     —  0  0  — ^  0    -  — Ov 


2  2  2  2 


Tritt  zu  diesen  Formeln  noch  eine  Gleichung  fttr  die  Func- 
tionen Ej  ZjH,  so  ist  die  Abhängigkeit  zwischen  ihnen  und  den 

x^^^^  vollständig  dargelegt  und  die  obigen  Relationen  können 

als  Parameterdarstellungen  gelten^  die  alle  a?^*'*  gleichförmig 

umfassen.  Eine  solche  Gleichung  kann  aber  nicht  aus  den  line- 
aren Relationen  zwischen  den  Quadraten  der  x ,  die  nur  einer 
Gruppe  angehören,  erhalten  werden;  denn  aus  ihnen  ergeben  sich 
nach  Substitution  der  £*,  Z,  H  blosse  Identitäten.  Es  mtLssen  darum 
die  Gleichungen  benutzt  werden,  welche  die  x  verschiedener 
Gruppen  mit  einander  verbinden  und  die  aus  (35)  gewonnen 
werden,  wenn  das  System  der  Indices  £/,  c^,  ij(,  ij^  nicht  über- 
einstimmend mit  dem  Systeme  der  Indices  e",  e'i,  rf[^  rf^  specia- 
lisirt  wird.  Reispiele  solcher  Relationen  stellen  (36),  (37),  (38) 
und  (43)  dar,  wenn  v^  =  0  gesetzt  wird. 

Da  die  so  resultirende  Gleichung  zwischen  den  E^  Z,  H  fttr 
jede  dieser  Grössen  den  zweiten  Grad  ttbersteigt,  soll  im  Folgen- 
den von  einer  expliciten  Darstellung  einer  der  drei  Grössen 
durch  die  beiden  anderen  abgesehen  werden.  Ich  weise  daher 
nur  nach,  dass  sie  bloss  fttr  Z  bis  zum  vierten  Grade,  fttr  E  und 
H  dagegen  nur  bis  zum  dritten  Grade  ansteigt. 

Wählt  man  z.  B.  die  erste  der  Gleichungen  (43),  so  folgt 
aus  ihr:  m^m^ 

^  00 


(65) 


2    2 


+a^ni«'*?!^*; ;  K ," -^'-^*-^*!  /,*%.  \) 


0  -i 

2    2  2         2 


—  *^«*^ooa^ii^^jf^^00^  0    ^       h,l^ 

2    2  2    2 
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Die  Substitution  der  in  [64]  gegebenen  Darstellungen  der  x  durch 
Ey  Z,  H  zeigt  unmittelbar,  dass  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 
dritte  Potenzen  von  E,  Z  und  H  aufweist  und  dass  die  Quadrat- 
wurzel der  linken  Seite  vom  ersten  Grade  bezüglich  E  und  // 
und  vom  zweiten  Grade  bezüglich  Z  ist,  wenn  dasselbe  von 


U  .L     00  *^    u   *^ 


0    0         j[^  /, 
2    2 


^'«0 

0 

m. 

2 

2 
0 

gilt.  Es  ist  aber,  wie  eine  einfache  Rechnung  zeigt,  in  />  dei 
(^oefficicnt  von  7i*  und  W  gleich  Null,  der  Coefficient  von  Z- 
gleich : 


(V'F 


Den  Zusammenhang  der  Functionen  E^  Z  und  H  mit  den 
Doppelin legralcn  vermitteln  nun  folgende  Formeln,  die  aus  den 
Relationen  (63;  und  (53a)  gewonnen  werden: 

>^"^)    A    .  ^10  .  ^00  ,  ,«10  .  ^.!  l  .  .*.»  l 

i/  \  ■'M     •*'Ü0     ''mO      ^K\      »^40'    "^MI 

+ /?r  ^jr  ^l^  ^J^  ^?^  ^r*  +  c,  •  a•J^  xir  o^ir  a:i^  xj  • 

+  Ä, .  a:i^  xJ^  x;^  a;?^  xJJ  +  C, .  a:;^  a:i^  ari^  xl^  J«!!^ 

n\Ztl]  .     .^10.^00.^40.^.11.^11 

W  'w    •,    \  -^»3     '*'00     «^  10     «^11     »'  10     •*  U 

-4-/?  . 'r*^.'r*o.,y.oo.^oi  .^.01     i_  /7   ./rOO.  t»*»  . /r**^  .^r** -t'*  • 

n^  ^3     »^00     «^-lO     •' U     **  10  "*  11      1^  ^^3     •'  10     •'  10  ^'Ol     •' 00    ''Ol  • 


(66) 


WO 

.i,  =  a.^'*   f(r,)-y      f(r.l;    Ä,  =  6.^'      *(t',).^'   f  Ir,'; 

2  2    2  ~2    2  2 

2  2 
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\  Q      •?_  M      '2  Q      '2  'l     '2  / 

\  2    2  2  2     2 

\        M_  i2_  Q   '2_  1l    *  0  —  ' 

2     2  2  2    2  2 

'o-^  0—  0*  o~' 

2  2  2  2 

*'L\  *"?  0    -'*  0  ^  0  -"-^ 

Ol?.  «2  ;i   _'2_  0  '2^ 

2  2    2  2    2  2 

0    i  0-^ 

2  2 


a  =  —     ;-  •  ß  '  • 


0^» 

0  0       0   0        ^  /.. 


2;,.(^4-^)        ^0      i-0 


'1    4 
tn  mjWi,     t», 

'_f 

V  s' 

2    2' 


t        2 

TT 
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Es  ist  klar,  dass  bei  Zugrundelegen  eines  der  aus  (54)  sich 
ergebenden  neunzehn  anderen  Systeme  an  Stelle  von  (63)  die 
obigen  Relationen  in  anderer  und  anderer  Form  sich  ergeben 
wtLrden;  die  so  resultirenden  zwanzig  Formen  können  zusammen- 
fassend dargestellt  werden ,  wenn  für  jede  der  sechs  Gruppen 
(55)  das  Product  ihrer  fünf  Functionen  gebildet  und  die  sechs 
Producte  durch X^ ,  X, . . .  X^  bezeichnet  werden.  Es  ist  alsdann: 


(67) 


djEZ)  y      .    I       Y      .  Y 

j^^  =  «,«  ^«  +  6,/j  Xß  +  cv  V : 

^^  =  «,«^«  +  b,ßXß  +  c.yXj, ; 


WO  Oy  ßj  y  jede  der  zwanzig  Combinationen  von  drei  Zahlen  aus 
der  Reihe  von  K  bis  6  vorstellen  soll.  Es  folgt  hieraus  zugleich, 
dass  von  den  sechs  Producten  X^ ,  X, . . .  X,  jedes  durch  drei  der 
ttbrigen  linear  und  homogen  darstellbar  ist.  Somit  werden  lineare 
Relationen  zwischen  vier  Producten  von  je  fünf  Thetareihen 
gewonnen. 

Um  nun  die  Transformationsformeln  (66)  in  expliciter  Form 
zu  erhalten,    müssen   die   drei  Producte  o^JS  ^«S  ^u  ^ü  ^ 


41 

11  ) 


a-oo  ^lo  A\  ^?o  ^?5 ,  i^?S  ^10  ^W  A\  A\  durch  £,  Z  und  H  aus- 
gedrückt werden.  Es  kann  dies  direct  mittelst  der  Gleichungen 
(64)  geschehen;  man  kann  auch  die  in  (58)  gegebene  Form  der 
Producte  zu  Grunde  legen,  in  welchen  dann 


(68) 


m 


M-x'?S  =  (rZ'ff';   »^^  **    M  =  ^[£ZH]', 


.i"i 


0 

*n. 

0^\ 

1. 

2 

*     f 

h 

h 

o'«/ 

2 

2 

"  2 

Wt 

m. 

0*^. 

2 

2 

*  f 

0 

's 

o'«' 

2 

2 

0 

m. 

fn|  ffRji 

w 

1. 

2 

*'f 

't 

<s 

0    '» 

2 

2 

i 

Ax*II^Ie'Z'H';  »*   *  *    f  )=il[£ZH]-, 
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ZU  setzen  ist,  wo 

¥'      E  '         *    * 

2    2 

«8    8 

2    2 

a  8 

J J    ^—  MjL  "~"  ~^ 

„8    8 
2    2 

(69  a) 


Die  Producte  stellen  sich  so  als  Functionen  von  £,  Z  und  H  dar, 
die  für  jede  dieser  Grössen  bis  zum  fdnften  Grade  ansteigen.  Es 
muss  dann  noch  mittelst  (65)  der  Reihe  nach  jede  der  drei  Grössen 
Ey  Zj  H  durch  die  beiden  anderen  ausgedrückt  werden. 

Das  schliesslich  sich  ergebende  Resultat  kann  durch  fol- 
gende Formeln  angedeutet  werden: 

=  9P,(BZ); 

=  y,  (ZH)  . 
JJ  A,VR,+B,VR,+C,yR,     JJViiEZ)     JJ       '      *' 

i/  A,yn,+B,VR,+c,VW-JJ  VW)  -JJ ''"« ''"• ' 

jJ  i4,vB;+Ä,vfl7+c,yÄ;  jJ  <r»izH)  —JJ  "'  "*■ 


(69b] 


i 
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2    2 


0^ 

2 


0   0 


/l        A 


t« 


TT 

0     0 


m 


0    0 


1   0 


[EZHy&\  r+iEZHY'd-*'  .  —» 


2    2 


"t 


1^0  0 


-^[EZH]'^^^  ^-[EZH]";^* 

-«-0 


—  0 
2 


0    Ol 


2 


\m,         m,/^,2    2  ^^ 

'i    's 


2     2 


wijin. 


o!?il 


[EZHf-[EZH]"'{i^*l   l—[EZHY&*^l—[EZH]"»*i 

t       A 


2 


(G9c) 


1  o  a     a 


—  »* 


3 


!„.. 


•^0 


•  [»*:  .— 


,0  0 


0  0 


I 


0    0 


[EZHr'»*::-[EZH]".»*: ']; 


\  m,        tn,  / 


_L  _* 
2     2' 


r£Zf/]'[EZ/:/J"'|*V   ' 

1     ^» 


iEZHY^\:+[EZHr^-l ; 


2 
0  0 
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»* 


0    0 


1    is.it 


0^ 

2 


0 


f 


•      V 


00 


0    0 


Aus  diesen  Integralen  lassen  sich  alle  anderen  Integrale 
ableiten,  die  mittelst  der  46-gliedrigen  Untergruppe  der  allge- 
meinen Gruppe  von  Thetareihen  in  die  Form  /  |du^  du^  trans- 
fonnirt  werden  können.  Denn  aus  (64)  erhellt,  dass  die  mit 
Hilfe  der  Functionen  x'^^^^  resp.  x''*'^*  transformirbaren  Doppel- 

C«  Co  Ca  Ca 

integrale  Specialisirungen  des  durch  die  Functionen  F*  und  F* 
resp.  F  und  F^  transformirbaren  Doppelintegrales  sind,  wenn 

1     F^  =  a  E  +b  Z+c  H+d   ; 
1      F]  =  a,E,+b,Z+c,H  +  d,  . 

Für  diese  Functionen  erhält  man 


70) 


.74) 


'  d{F*F*) 


d{FF)  \ 

l  djji^) = ttf; '^^«'^«  +  ^/^  V  +  ^V'V  ' 

wo  A'^,  Xß^  Xy  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  (67). 

Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  die  in  (60)  angegebenen  spe- 
ciellen  Resultate  aus  diesem  allgemeinen  Resultate  wieder  ge- 
wonnen werden,  wenn  zwei  der  Constanten  ^,  -B,  F  gleich 
Null  werden.    Diese  Bedingung  ftlhrt  zurück  zur  Wahl  zweier, 

einer  und  derselben  Gruppe  angehörigen  Functionen  x^^  ^^ . 


«1^2 


§7. 
Der  Zusammenhang  der  Functionen 

.4;'»»'^,t(:;)  i'='-"°°'"°«<;c(:;) 

mit  den  Doppelintegralen  ist  nun  noch  zu  beleuchten. 
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Die  mittelst  dieser  Functionen  gebildeten  Substitutions- 
determinanten  können  nicht  algebraisch  durch  die  Functionen 
selbst  ausgedrückt  werden ,  da  diese  letzteren  eine  andere  Pe- 
riodicität  aufweisen  als  ihre  Differentialquotienten.  Es  ist  somit 
der  Zusammenhang  mit  den  Doppelintegralen  ftlr  diese  Functionen 
von  anderer  Art  als  für  die  Thetaquotienten  und  die  Functionen 
Ej  Zj  H» 

Es  kann  sich  deshalb  bloss  darum  handeln,  Integrale  her- 
zustellen,  die  mit  jenen  Functionen  in  einfachem  Zusammen- 
hange stehen  und  fttr  passend  gewählte  Integrationsbereiche 
durch  jene  Functionen  dargestellt  werden  können.  Diese  Dar- 
stellungen werden  naturgemäss  die  Analoga  zu  den  Darstellungen 
der  entsprechenden  Functionen  einer  Variabein  durch  einfache 
Integrale  zu  bilden  haben. 

Fttr  die  Functionen : 

findet  man  als  Integralformen : 

=ff(EH  —  Z*)du^du,  , 

(^2  ^)  ff'  ä^  »"^  ^:c  («;)  • ''"'  =ff^ '  ""^  '^«« ' 

,   //d  i- log  ^'f»/"«).  du, 

(72  d)^  '  ».*ak/  * 

Es  ist  nun  in  diesen  Integralen  der  Formel  (69)  gemäss  du^  du^ 

.      .dEdZ     dEdH      ,      dZdH  ^      ^  ^. 

durch  — j-=ri^ ,   — 7-—-.  oder  — 7—^:7:  zu  ersetzen,  wodurch  die 

g),(EZ)     (p^{EH)  <p,{ZH) 

definitiven  Integralformen  entstehen,  fttr  welche  alsdann  das 
Integrationsgebiet  in  den  neuen  Variablen  entsprechend  zu 
bestimmen  ist. 
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Um  die  Form  der  Doppelintegrale  zu  gewinnen,  deren  Zu- 
sammenhang mit  dem  Logarithmus  der  Thetareihen  zweier  Va- 
riablen analog  ist  dem  Zusammenhange  der  elliptischen  Integrale 
III.  Gattung  mit  dem  Logarithmus  der  Thetareihen  einer  Variablen, 
gehe  ich  zu  der  Relation  (26)  (S.  384]  zurück. 

Ich  setze  dort  in  den  Symbolen  {17}  und  TT,  deren  Bedeu- 
tung aus  (45)  ersichtlich  ist,  k^  =  A/;  A/'= A/";  /t«,- = /«/;  ^1"=  i«/"; 
M|  =  tt/;  tt/'=  u/"=  t;<;  (t  =  4,  2) ,  so  dass : 


(73a) 


^ 


^i  +  ^'i  +  ^^iy    K+K  +  ^i 


2  K+^i\ 


3 


.;^ 


^l-^'l+^lV      ^»-^'2-f<^S 


a 


2 


m, 


.;^ 


n'^''^'=e 


l  II  z     » 

-  -1-  «a 


2 


2 


2 


7ri|ei 


m. 


±Ü2\ 


«1«« 


m. 


m 


m. 


fn« 


Ich  setze  ferner,  um  einen  speciellen  Fall  auszugreifen, 
so  dass  folgende  Relation  resultirt : 

(73)  {Ji}i;  =  iisii  -  jijj  -  njj  +  iij» . 

Daraus  leite  ich  drei  Relationen  ab,  indem  ich  unter  Fest- 
halten der  übrigen  Indices  erst  k^  durch  A^+-^,  sodann  fl^  durch 

fjfl  l  *  fix 

^i  +  -^  ^öd  schliesslich  X^  durch  ^1  +  -5-  und  ]u^  durch  /t*^  -f-  -^ 
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gleichzeitig  ersetze.   In  denselben  werde  der  Einfachheit  wegen 
gesetzt : 

K  +  i-  yMf         »\,  \ij 

O  '''1  *2 

,    z^  — — 


a  =  e 


2 


\    K\vJ 


2zn'- 


/< 


y  =  C^ 


m, 


^5  4--    ."2  /(,  V 


,"l 


2711 


S«i^ 


^^l  .,.«10 


x-\»i!  /5?  -  a  ; 


27ri 


A'i 


V  =  x'iS  +  c       ^«  x'\l  a^e      *"*  x'JS  y  -  ,^  ; 


^ni^ 


Z7II 


Durch  logarithniische  Differentiation  erhalt  man  dann  fol- 
gende Relationen : 


T-  log  •  ;>  ;     I         1 

z 


(74  a)  ^ 


..> 


/^l— ."1+   2       /"2  — /'2-H 


W 


ÖM 


log-  ^ 


/'»+'"»+y/«,  +  y, 


< 


i. 


K+K  +  -J  K+K+^ 
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(74  b)« 


.«'i— i"i 


«ij 


f'i^^i'^YiU^'-V^ 


ÖF 


.74  c) 


^l"!     ^l>   ^2    1" '^2    1      a 


tWg 


/'l  — /"'li  /"2— /«''i-t-  — 


öl;,- 


Aus  denselben  ergeben  sich  zunächst  folgende  Integralformen, 
wo  1  =  1  und  &  =  Sl  oder  t=  S  und  /i  =  4  zu  setzen  ist : 


75a) 


m,         ...  m. 


/  /  (/  lojz •  duu 


s«,-^ 


8;ri^  ani^ 


••'^*?S+'T'iS?'-e     "'••a;*;!!/:;-« 
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(75b) 


ffdloi 


^t — f*\ 


ft—f'i-i 


m. 


dUjt 


V^äi'C:)//-"'^"' 


JJ       i,i&         1»,* 


rfttt; 


x'll+e 


'cc'lJ.a- 


«.x'JJ.y-/* 


(75  c) ' 


ff  d  log 


^^.+/''.   f*+fi  +  -i  Iu,  +  VA 


K+K   >.+»;+ 


fn« 


dujt 


jJ     ini(^ 


ha 


2;rt 


:f*l 


—  e 


m. 


o: 


«00 
10 


e      •»■.ac'jJ+ic'JJa- 


dtijdtijt . 
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Mit  Hilfe  dieser  Integralformen  folgt  ferner,  wenn 


(76  a) 


f»i  .        .        »W. 


X  = 


*w,  .   .  fl? 


*i      *i"^"2"    *2      ^ä^"  2 


i"i  +  i«'i     i"a  +  i"2  +  y  /  j^^  ^^, 


z  = 


fi  —  i"'i     f »  —  i"i  +  -r /}/  _«  \ 
*  ff«     *'«) 

A,  —  A',     ij  —  X'j  +  i\"«— ''« ' 

z 

d{UV) 
ff'-^äu,äu,=ffdlogX.dloiy 


+ 


s-,4;<i?j(/"'"»«-r''«. 


d(tAVy) 
fff^du,du-=ffdlofiX-dHZ 
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I 


(76  c) 
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d(VW) 


+ 


u-.-^<?/p'«4'''« 


A  I   A«» 


wo 


*;r,^ 


("t 


+ 


im' 

*        I U 


1  ^*I0  .r.*lol 
*^'  00  **'  toi 


,      (i(ß'/)    / -.1,0     ,     ,  "t    ™«o.  »*.o\  . 


(l(UW)  _  d{ay) 


2;rt 


:f^i 


m. 


'(«•,""«-,l""^(«.f,)v  '-raii'.igr»» 


s,.?^' 


.'i"l 


.•i"l 


1  r'«*  -^  ^ 
•'    tu  ' 


•'    00''     lol   • 
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Die  auf  diesem  Wege  resultirenden  Integral forinea  efkali«» 
ihre  defioitive  GasUüt^  wenn  noch  die  drei  Functionen  o^^fo?  -^''nü 
und  a?^S  aus  (64 j  durch  die  linearen  Ausdrucke  in  den  £,  Zund 
f/  ersetzt  werden  und  alsdann  mittelst  der  Gleichung  (65)  jede 
dieser  Functionen  der  Reihe  nach  durch  die  beiden  anderen 
ausgedrückt  wird ;  in  entsprechender  Weise  ist  schliesslich 

,      ^      ^  (lEdZ       (lEdli      dZdH 
du^ .  (/ ?/,  durch  — ——  ,    — — -—  ,    — ——- 

fp,{hZ)      (p^[tli)'    (p^{ZH^ 

zu  ersetzen  und  das  Integrationsgebiet  für  die  neuen  Variablen 
passend  zu  bestimmen. 

Wie  die  einfachen  elliptischen  Integrale  zweiter  und  dritter 
Gattung  sich  in  der  Ableitung  des  I.  Theiles  als  Erweiterungen 
der  Integrale  erster  Gattung  darstellten,  indem  jene  aus  diesen 

letzteren  mit  Hilfe  der  Functionen  log  x^^  und  log  ^*  ge- 
gewonnen wurden,  so  stellen  sich  auch  die  Integralformen  72) 
einerseits,  (75)  und  (76)  andererseits  als  Erweiterungen  der 
Doppelintegrale  (69)  dar.  Da  nun  aber  neben  diesen  allgemei- 
nen Integralformen  (69)  die  einfachere  Gestalt  der  Integrale 
60)  als  Analogen  zu  den  elliptischen  Integralen  erster  Gattung 
auftritt,  so  lassen  sich  auch  Erweiterungen  dieser  einfacheren 
Integralformen  in  directer  Weise  mittelst  der  Functionen 

-  -  log  <*^^  und  log  &^'"' 

gewinnen.  Es  sind  zu  diesem  Zwecke  in  (72)  E,  Z,  H  beispiels- 
weise durch  die  Ausdrücke  in  den  .t'JJ,  x'iJ  und  x*JS,  wie  sie 
aus  (63)  folgen,  darzustellen;  in  (75)  und  (76)  dagegen  sind  die 
gewonnenen  Formen  beizubehalten,  statt  sie  durch  Ausdrücke 
in  den  E,  Z,  H  zu  ersetzen.  Es  muss  sodann  die  Gleichung 
zwischen  den  Functionen  o^^o»  '^oo  und  x\q  entwickelt  und  mit 
ihrer  Hilfe  der  Reihe  nach  jede  der  drei  Functionen  orfj,  ßcJS,  x\l 
durch  die  beiden  anderen  ausgedrückt  und  schliesslich  du^'du^ 
damit  übereinstimmend  auf  Grund  der  Relationen  (58)  der  Reihe 
nach  durch 

U  Hy      QA      *     U   ÜLf      JQ  iL   JC      IQ      *      U  du      IQ  ll   JC      IQ      *     (Jl   du      QQ 

r  n  ^u.  00'*'  10/  f  i\  ['!-'  jo'*'  lo,.'  r  n  \*Ay  m**^  oü' 

ersetzt  werden. 
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Es  stellen  sich  somit  als  Analoga  zu  den  einfachen  ellip- 
tischen Integralen  verschiedenartige  Doppelintegrale  dar,  die 
entsprechend  der  einfacheren  und  der  complicirteren  Form  der 
Relationen  zwischen  den  Quotienten  der  sechzehn  Thetareihen 

^  .  sich  scheiden  in  solche  von  specieller  uod 

in  solche  von  allgemeinerer  Form. 
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SITZUNG  VOM  5.  DECEMBER  1892. 

W.Dstwaldy  lieber  die  Leitung  der  Elektricität  durch  Metalle, 

Für  die  Fortleitung  der  elektrischen  Energie  durch  Metalle 
sind  die  allgemeinen,  von  den  Facloren  dieser  und  der  Form  des 
Leiters  abhängigen  Beziehungen  wohl  bekannt;  was  den  von  der 
Natur  des  Stoffes  abhängigen  Coefficienten  des  specifischen 
Widerstandes  anlangt,  so  weiss  man  über  ihn,  dass  er  bei  reinen 
Metallen  annähernd  proportional  der  absoluten  Temperatur  zu- 
nimmt, und  mit  der  Wärmeleitfähigkeit  annähernd  in  umgekehrtem 
Verhältniss  steht.  Kleine  Mengen  fremder  Metalle  haben  einen 
sehr  grossen  Einfluss,  indem  sie  den  specifischen  Widerstand 
der  Metalle  über  den  berechneten  Mittelwerlh  vergrössern,  und 
zwar  häufig  in  ganz  ausserordentlich  hohem  Maasse. 

Während  man  nun  über  den  Vorgang  der  Eleklricitätsleitung 
bei  Elektrolyten  sich  vermittelst  die  Theorie  der  freien  Jonen 
von  Arrhemus  ein  nach  allen  Seiten  zutreffendes  Bild  machen 
kann,  nach  welchem  der  Widerstand  eleklrolylischer  Leiter  auf 
einen  der  Reibung  ähnlichen  Energieverbrauch  bei  der  Fort- 
bewegung der  Jonen  durch  das  Lösungsmittel  zurückzuführen 
ist,  sind  die  Versuche,  diese  Anschauungen  auf  die  metallische 
Leitung  zu  übertragen,  von  keinem  Erfolge  begleitet  gewesen. 
Eine  solche  Uebertragung  ist  in  der  That  von  vornherein  als 
hoffnungslos  zu  bezeichnen,  da  bei  der  metallischen  Leitung 
die  charakteristische  Erscheinung  der  elektrolytischen  Leitung, 
die  Bewegung  ponderabler  Materie  im  positiven  und  negativen 
Sinne  des  Stromes  ganz  sicher  nicht  stattfindet. 

Eine  Theorie  des  Leitungswiderstandes  metallischer  Körper 
hat  vor  allen  Dingen  eine  Antwort  auf  die  Frage  zu  geben,  durch 
welchen  Umstand  der  Verlust  elektrischer  Energie   und   ihre 
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Umwandlung  in  Wärme  bedingt  ist.  Nun  können  wir  im  vor- 
liegenden Falle  chemische,  mechanische  und  ähnliche  Vorgänge, 
durch  welche  die  elektrische  Energie  verbraucht  werden  könnte, 
ausschliessen  und  es  bleiben  uns  daher  nur  elektrische  Ursachen 
anzunehmen  tlbrig ,  die  in  der  Beschaffenheit  der  metallischen 
Leiter  selbst  liegen  müssen,  und  die  die  fragliche  Umwandlung 
bewirken. 

Es  geht  aus  den  älteren  Versuchen  von  Wroblbwski  und  den 
neueren  vouFlfming  und  Dewar,  durch  welche  wir  die  Leitfähig- 
keit von  Metallen  bei  sehr  tiefen  Temperaturen  kennen  gelernt 
haben,  hervor,  dass  in  der  That  der  Widerstand  der  reinen  Metalle 
bei  der  Annäherung  an  den  absoluten  Nullpunkt  sich  dem  Null- 
werth  nähert;  die  Eigenschaft  des  Widerstandes  erscheint  dem- 
gemäss  als  eine ,  die  dem  Leiter  als  solchem  nicht  nothwendig 
zukommt,  sondern  in  ihm  dadurch  hervorgerufen  wird,  dass  er 
eine  gewisse  Temperatur  besitzt.  Es  ist  mit  anderen  Worten  in 
dem  metallischen  Leiter  eine  von  der  Temperatur  abhängige  und 
derselben  proportionale  Ursache  des  Energieverbrauches  vor- 
handen ,  welche  in  dem  Sinne  wirkt ,  dass  elektrische  Energie 
in  Wärme  verwandelt  wird. 

Solche  Umwandlungen  von  elektrischer  Energie  in  Wärme  sind 
uns  nur  in  Gestalt  der  von  Pbltibr  entdeckten  elektrothermischen 
Vorgänge  bekannt,  welche  an  der  Grenzfläche  zweier  Metalle 
beim  Durchleiten  eines  elektrischen  Stromes  entstehen.  Die  all- 
gemeinen Gesetze  dieser  Erscheinungen ,  und  der  mit  ihnen  im 
engsten  Zusammenhange  stehenden  thermoelektrischen  sind 
wohlbekannt.  Ich  benutze  aber  gern  die  Gelegenheit ,  um  auch 
an  diesem  Beispiele  die  grosse  Unmittelbarkeit  und  Anschaulich- 
keit zu  zeigen ,  mit  welcher  das  von  mir  aufgestellte  Princip  der 
virtuellen  Energien  derartige  Beziehungen  abzuleiten  gestattet. 

Es  sei  an  der  Bertlhrungstelle  zweier  Metalle  ein  Potential- 
sprung von  dem  Betrage  7t  vorhanden.  Dann  wird ,  wenn  die 
Eiektricitätsmenge  e  durch  diese  Stelle  geführt  wird,  eine  Aende- 
rung  der  elektrischen  Energie  im  Betrage  von  btz  entstehen, 
und  eine  entsprechende  Wärmemenge  w  aufgenommen,  resp. 
entwickelt  werden,  so  dass  wir  zunächst  haben 

u)  =  eu . 

Nun  ist  TT  eine  Function  der  Temperatur,  aber  keine  der 
Eiektricitätsmenge.  Eine  virtuelle  Aenderung  der  elektrischen 
Energie  in  unserem  Gebilde  muss  von  einer  Aenderung  der 
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Wärmeenergie  begleitet  sein,  und  beide  müssen  nach  dem  er- 
wähnten Princip  einander  gleich  sein.    Wir  haben  demgemäss 

ed7t  =  sdT, 

wo  s  die  Aenderung  der  Entropie  und  T  die  absolute  Tempe- 
ratur ist.    Ersetzen  wir  ersteren  Werth  durch  den  ihm  gleichen 


s=  ^  ,  so  folgt 

djt        w 

dT         e 

IC 

und,  da  —  =7t , 
e 

dTt            7t 

dT        T 

Dies  sind  die  Fundamentalformeln  der  thermoelektrischen 

und  der  elektrothermischen  Wirkungen ;  ihre  Anwendung  hängt 

davon  ab ,  welche  Beziehung  zwischen  T  und  jt  angenommen 

wird.   In  erster  Annäherung  wird  man  erfahrungsmässig  inner- 

dft 
halb  nicht  allzu  weiter  Gebiete  und  bei  reinen  Metallen   -r=- 

aT 

als  constant,  und  daher  Jt  als  proportional  der  absoluten  Tem- 
peratur betrachten  dürfen.  Dementsprechend  ist  auch  die 
elektrothermische  Wirkung  w  als  proportional  der  absoluten 
Temperatur  anzusehen. 

Denken  wir  uns  nun  einen  Leiter  aus  an  sich  widerstands- 
losem Material  in  der  Weise  aufgebaut,  dass  er  aus  abwechseln- 
den Platten  von  zwei  verschiedenen  Stoffen  besteht ,  zwischen 
denen  Potentialunterschiede  -f-  /r  und  —  7t  vorhanden  sind,  die 
dem  oben  erwähnten  idealen  Falle  der  Proportionalität  zur  ab- 
soluten Temperatur  entsprechen.  Beim  absoluten  Nullpunkte 
würde  ein  solcher  Leiter  keinen  elektrischen  Widerstand  be- 
sitzen ,  wie  dies  für  die  reinen  Metalle  wahrscheinlich  gemacht 
worden  ist. 

Bringen  wir  das  Gebilde  auf  die  Temperatur  T  und 
leiten  einen  Strom  hindurch,  dessen  Betrag  in  der  Zeiteinheit  i 
sei.  Alsdann  werden  an  den  Berührungsstellen  abwechselnd 
Ervi^ärmungen  und  Abkühlungen  eintreten  und  es  werden  sich 
die  Temperaturen  T  —  J  und  T-^-  J  an  ihnen  ausbilden ,  die 
nach  einiger  Zeit  stationär  sein  werden.  Hierdurch  wird 
die   Wärmeentwicklung  an   der   einen  Berührungsstelle  lo^  = 
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ik  (r~f-^)y  wo  k  der  oben  erwähnte  Proportionalitätscoefficient 
zwischen  dem  Potentialunterschiede  tv  und  der  absoluten  Tempe- 
ratur ist ,  7t  =  kT  und  i  die  Stromstärke  ist.  Der  Wärme- 
verbrauch  an  der  anderen  Bertthrungsstelle  beträgt  —  u?^  = 
ik{T —  ^)  und  ist  wegen  der  niedrigeren  Temperatur  kleiner, 
als  die  Wärmeentwicklung.  Der  Gesammteffect  ist  somit  eine 
Wärmeentwicklung  vom  Betrage  w=^w^  —  w^  =  Hk^y  und 
ein  entsprechender  Verlust  an  elektrischer  Energie,  d.  h.  ein 
Widerstand  in  gewöhnlichem  Sinne. 

Die  Gesetze  dieses  Widerstandes  ergeben  sich  nun  folgender- 
massen.  Zunächst  ist  der  Temperaturunterschied  ^  bei  gege- 
bener Stromstärke  von  der  Natur  des  Materials  abhängig,  wel- 
ches den  CoeflBcienten  k  bestimmt.  Sodann  muss  er  bei  Leiter- 
gebilden aus  Platten  von  constanter  Dicke ,  aber  verschiedenem 
Querschnitt  dem  Querschnitt  umgekehrt  proportional  sein,  da 
die  gleiche  Stromstärke  eine  gleiche  Wärmeentwicklung  ergiebt, 
diese  aber  sich  auf  eine  dem  Querschnitt  proportionale  Substanz- 
menge vertheilt,  also  eine  dem  Querschnitt  umgekehrt  propor- 
tionale Temperaturänderung  ergiebt.  Dementsprechend  ist  auch 
der  Widersland  umgekehrt  proportional  dem  Querschnitt.  End- 
lich muss  der  Energieverbrauch  und  demgemäss  der  Wider- 
stand bei  gleicher  Stromstärke  der  Anzahl  der  Bertthrungsstellen, 
also  unter  der  oben  gemachten  Annahme  constanter  Plattendicke 
der  Länge  des  Leiters  proportional  sein.  Dies  sind  aber  die 
gleichen  Gesetze,  welche  bei  gewöhnlichen  metallischen  Leitern 
ihre  Gestalt  mit  dem  Widerstände  in  Beziehung  setzen. 

Leitet  man  Ströme  verschiedener  Stärke  durch  unser  Ge- 
bilde, so  nimmt  zunächst  die  Wärmeentwicklung  und  -absorption 
an  den  BerUhrungsstellen  proportional  der  Stromstärke,  d.  h. 
proportional  der  in  der  Zeiteinheit  durchgeleiteten  Elektricitäts- 
menge  zu.  In  gleichem  Maasse  wachsen  aber  auch  hierdurch  die 
Temperaturunterschiede  ^,  wodurch  eine  zweite  der  Strom- 
stärke proportionale  Ursache  der  Wärmewirkung  gegeben  wird, 
so  dass  schliesslich  die  Wärmeentwicklung  proportional  dem 
Quadrat  der  Stromstärke  sich  ergiebt.  Denn  es  ist  iv  =  %ikJ, 
J  wächst  aber  proportional  der  Stromstärke  i,  z/=  et,  so  dass 
wir  haben  t^  =  S  t^Ae.  Dies  ist  das  JooLB^sche  Gesetz,  welches 
für  gewöhnliche  Leiter  als  gültig  nachgewiesen  ist.  Ferner  ist 
bekannt,  dass  aus  dem  JouLB^schen  Gesetz  mittelst  des  ersten 
Energiesatzes  sich  unmittelbar  das  OHii'sche  Gesetz  ergiebt;  für 
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unser  Gebilde  ist  somit  auch  das  OnH'sche  Gesetz  als  gültig  er- 
wiesen. 

Der  Temperaturunterschied  ^  ist  weiter  bei  verschiedenen 
Anfangstemperaturen  des  Leiters  proportional  der  Wärmeent- 
wicklung t^,  die  ihrerseits  dem  Potentialunterschied  ii  und  mit 
diesem  der  absoluten  Temperatur  proportional  ist.  Somit  nimmt 
auch  der  Widerstand  des  Gebildes  proportional  der  absoluten 
Temperatur  zu,  wie  dies  auch  für  Leiter  aus  reinen  Metallen 
gültig  ist,  und  zwar  ungefähr  in  derselben  Annäherung,  in 
welcher  die  elektrothermische  Wirkung  der  absoluten  Temperatur 
proportional  ist.  Es  ist  dies  meines  Wissens  das  erste  Mal,  dass 
eine  rationelle  Begründung  des  von  Glausius  gefundenen  an- 
nähernden Gesetzes  gegeben  wird. 

Endlich  ist  der  stationäre  Temperaturunterschied  d  der 
Wärmeleitfähigkeit  der  Platten,  an  deren  Endflächen  die  Wärme- 
entwicklung stattfindet,  umgekehrt  proportional.  Dement- 
sprechend wird  unier  sonst  gleichen  Verhältnissen  der  elektrische 
Widerstand  unseres  Gebildes  im  umgekehrten  Verhältniss  zur 
Wärmeleitfähigkeit  der  Platten  stehen.  Bekanntlich  ist  ein  an- 
näherndes Gesetz  dieser  Art  von  G.  Wiedemann  und  Franz  für  ge- 
wöhnliche metallische  Leiter  gefunden  worden,  und  auch  in 
dieser  Beziehung  stimmen  beide  mit  einander  überein.  Auch 
für  diese  Beziehung  war  eine  rationelle  Begründung  bisher  nicht 
bekannt. 

Es  fragt  sich  natürlich  zum  Schluss,  wie  weit  es  möglich  ist, 
die  Metalle  als  analog  unserem  Gebilde  constituirt  aufzufassen. 
Die  zu  machende  Voraussetzung  besteht  darin,  dass  in  einem 
Metall  Dnstetigkeiten  in  der  Raumerfüllung  angenommen  werden 
müssen,  welche  zur  Bildung  von  Grenzflächen  Anlass  geben,  an 
denen  elektrothermische  Wirkungen  bei  der  Stromleitung  auf- 
treten können.  Es  ist  ersichtlicherweise  nicht  nothwendig,  dass 
das  Bild  auch  soweit  festgehalten  wird,  dass  diese  Unstetigkeiten 
als  ebene  Flächen  den  ganzen  Querschnitt  des  Leiters  durch- 
setzen; vielmehr  erlangt  man  das  gleiche  Ergebniss,  wenn  man 
eine  irgendwie  beschaffene  körnige  Structur  voraussetzt. 

Nun  ist  uns  durch  die  Molekularhypothese  die  Annahme 
einer  kömigen  Structur  der  Materie  vollkommen  geläufig.  Aus 
der  Thatsacbe,  dass  die  Metalle  die  Eiektricität  überhaupt  leiten, 
geht  hervor,  dass  sowohl  die  Körner  oder  Molekeln  wie  auch 
das  Zwischenmedium  leitend  sein  müssen,  wobei  wir  von  der 
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Ausbildung  weiterer  Vorstellungen,  worin  die  Leitung  ceigentlicb« 
besteht,  zunächst  absehen  kOnnen,  und  wahrscheinlich  noch  für 
lange  Zeit  werden  absehen  müssen.  Ferner  wissen  wir,  dass  im 
Allgemeinen  immer  und  überall,  wenn  und  wo  heterogene  Dinge 
sich  berühren,  ihre  Grenzfläche  der  Sitz  von  Unterschieden  des 
elektrischen  Potentials  wird;  es  ist  also  nicht  widersinnig  anzu- 
nehmen, dass  auch  die  Molekeln  gegen  den  Raum ,  in  welchem 
sie  sich  befinden ,  durch  elektrische  Doppelschichten  abgegrenzt 
sind.  Damit  sind  aber  die  Voraussetzungen  erfüllt,  welche  zu 
machen  sind,  dass  man  das  oben  beschriebene  Gebilde  für  ein 
vereinfachtes  Modell  eines  metallischen  Leiters  nehmen  kann, 
und  aus  der  Uebereinstimmung  der  Eigenschaften  jenes  Gebildes 
mit  den  erfahrungsmässig  festgestellten  der  metallischen  Leiter 
ergiebt  sich  die  theoretische  Ableitung  der  letzteren.  Ich  habe 
schon  erwähnt,  dass  eine  solche  Theorie  bisher  in  diesem  Um- 
fange nicht  vorhanden  gewesen  ist. 

Die  eben  entwickelten  Gesetze  gelten ,  wie  noch  besonders 
erwähnt  werden  mag ,  nur  für  den  stationären  Zustand ,  wie  er 
sich  bei  constanter  oder  langsam  veränderlicher  Stromstärke 
ergiebt.  Bei  sehr  schnellen,  namentlich  oscillatoriscben  Potential- 
änderungen werden  andere  Erscheinungen  auftreten,  die  sich  im 
Allgemeinen  als  eine  scheinbare  Vermehrung  des  Widerstandes 
[in  Folge  des  Umstandes,  dass  die  entstehenden  Temperatur- 
verschiedenheiten sich  nicht  durch  Leitung  ausgleichen  ki5nnen 
zeigen  werden.  Auch  in  dieser  Hinsicht  zeigt,  soviel  ich  jetzt 
schon  übersehen  kann,  unser  Modell  die  grösste  Aehnlichkeit  mit 
den  metallischen  Leitern. 

Es  bleiben  zum  Schluss  noch  einige  Worte  über  die  Wider- 
stände von  Legirungen  zu  sagen.  Bei  solchen  kommen  zu  den 
elektrothermischen  Wirkungen  der  molekularen  Unstetigkeit  noch 
die  der  heterogenen  Metalltheilchen,  wodurch  eine  Steigerung 
des  gemeinsamen  Widerstandes  über  die  Einzelbeträge  hinaus 
zu  erwarten  ist,  wie  dies  auch  die  Erfahrung  lehrt.  Femer  ist 
zu  erwarten,  dass  Metallpaare,  deren  thermoelektrische  Wirkung 
gering  ist,  auch  Legirungen  geben  werden,  deren  Widerstand 
nur  wenig  grösser  ist,  als  der  aus  den  Antheilen  berechnete, 
während  weit  von  einander  in  der  thermoelektrischen  Reihe  ab- 
stehende Metalle  eine  bedeutende  Wirkung  zeigen  sollen.  Auch 
dies  triflTt  häufig  zu.  NachMATTHiEssEPC  ändern  Blei,  Zinn,Gadmium, 
Zink  gegenseitig  ihren  Widerstand  nur  wenig;  ihre  thermoelek- 
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irischen  Constanten  gegen  Silber  sind  1,03,  1,00,  — 0,2,  — 0,3 
(Wismuth-Antimon  =  36  bis  45),  während  Legirungen  dieser 
Metalle  mit  Wismuth  beispielsweise  sehr  grosse  Zunahmen  des 
Widerstandes  ergeben.  Ebenso  steht  Nickel,  dessen  Legirungen 
mit  Kupfer  und  Zink  grosse  Widerstände  aufweisen,  in  der 
Nähe  des  Wismuths  bezüglich  seiner  therrooelektrischen  Con- 
stanten und  ist  weit  vom  Kupfer  und  Zink  entfernt.  Ein  durch- 
gehender Vergleich  ist  hier  leider  nicht  möglich,  da  Legirungen 
sich  häufig  thermoelektrisch  ganz  anders  verhalten ,  als  ihre  Be- 
standtheile ,  und  wir  gegenwärtig  zu  geringe  Kenntniss  darüber 
besitzen,  in  welchem  Zustande  sich  die  verschiedenen  Metalle 
innerhalb  einer  erstarrten  Legirung  befinden. 


Pfeffer,  lieber  Anwendung  des  Gipsverbandes  für  pflanzen- 
physiologische Studien. 

Um  Wachsthum  und  Bewegungen  von  Pflanzen  oder  Pflanzen- 
gliedern  mechanisch  zu  hemmen,  habe  ich  schon  seit  längerer 
Zeit  mit  Erfolg  die  Umkleidung  mit  einem  Gipsverband  in  An- 
wendung gebracht^).  In  Folgendem  soll  ein  kurzer  Hinweis  auf 
diese  Methode  gegeben  werden,  die  in  der  That  in  sehr  mannig- 
facher Weise  physiologischen  Studien  dienstbar  gemacht  werden 
kann.  Denn  es  hat  ja  ein  vielseitiges  Interesse,  die  Reactionen 
der  Pflanzen  gegen  feste  >\  ideriagen  ihren  Wirkungen  und  ihren 
Ursachen  nach  zu  studiren  und  thatsfichlich  kann,  wie  gezeigt 
werden  soll,  die  mechanische  Aussenleistung  mit  Hilfe  der  Gips- 
methode gemessen  werden. 

Eine  Umhüllung  der  Pflanzen  mit  Gips  ist  durch  Umgiessen 
mit  Gipsbrei  leicht  zu  erreichen,  der  mit  dem  baldigen  Erstarren 
eine  allseitig  anschliessende  feste  Widerlage  bildet.  Je  nach  dem 
erwünschten  Härtegrade  dieser  letzteren  hat  man  den  gebrannten 
Gips  mit  Wasser  zu  einem  dickflüssigeren  oder  dünnflüssigeren 
Brei  anzurühren.  Die  Herstellung  einer  äusseren  Form  für  den 
flüssigen  Gipsbrei  ist  gewühnlich  mit  Hilfe  von  Papier,  plas- 
tischem Thon,  gespaltenen  Korken  u.  s.  w.  unschwer  zu  erreichen. 
Wird  z.  B.  der  Basaltheil  der  Wurzel  umhüllt ,  so  wächst  die 
Spitze  dieser  ganz  gut  weiter  und  bei  gänzlicher  Einbettung  der 
Keim  Wurzel  in  Gips  kann  der  oberirdische  Theil  der  Keim- 
pflanze zu  weitgehender  Fortbildung  gebracht  werden.  Sogar 
im  Ganzen  empfindliche  Pflanzen,  wie  Nitella  und  Spirogyra, 


4)  Vgl.  z.  B.  Pfeffer,  Studien  zur  Energetik  i892,  p.  78. 
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hielten  sich  einige  Monate  lebendig  in  der  starren  Gipshttlle. 
Objecte  dieser  Art  bringe  ich  in  etwas  Gipsbrei  zwischen  zwei 
kleine  oder  grössere  Glasplatten,  die  durch  Pressung  so  weit  ge- 
nähert werden,  dass  die  Pflanzen  beiderseitig  durchscheinen  und 
nöthigenfalls  mit  einer  Längslinie  dem  Glase  angepresst  sind. 
Nach  dem  Erstarren  des  Gipses  werden  die  Glasplatten  mit 
starken  Gummiringen  umgeben  und  in  einer  verdünnten  Nähr- 
lösung in  geigneter  Beleuchtung  aufgestellt.  In  solchem  Gips- 
verband lässt  sich  bei  Nitella,  an  geeigneten  Stellen,  die  normale 
Fortdauer  der  Plasmaströmung  direct  beobachten  und  bei  Spiro- 
gyra  u.  s.  w.  kann  man  sich  wenigstens  von  dem  gesunden  Aus- 
sehen der  Zellen  überzeugen.  Für  solche  Objecte  empfiehlt  sich 
die  Anwendung  des  feinsten  Stuckgipses,  während  für  Wurzeln 
u.  s.  w.  der  gewöhnliche  gebrannte  Gips  des  Handels  ausreicht 
und  zumeist  sogar  vorzuziehen  ist. 

Zumeist  gelingt  es  leicht,  die  eingegipste  Pflanze  ohne  Be- 
schädigung von  ihrer  Gipshülle  zu  befreien.  Handelt  es  sich  z.  B. 
um  einen  beiderseitig  aus  dem  Gips  hervorsehenden  Stengel,  so 
schneidet  man  parallel  mit  letzterem  von  zwei  Seiten  den  Gips 
so  hinweg,  dass  eine  Gipsplatte  entsteht.  Nachdem  in  dieser 
dann  noch  derartig  eine  Rinne  beiderseitig  eingekerbt  ist,  dass 
längs  dieser  eine  dünnere  deckende  Gipsschicht  über  dem 
Stengel  bleibt,  gelingt  es  leicht,  durch  vorsichtiges  Zerbrechen 
der  Gipsplatte  den  Stengel  zu  befreien. 

Kommt  aber  der  Spitzentheil,  wie  z.B.  beim  gänzlichen  Ein- 
betten der  Wurzeln,  in  Gips  zu  liegen,  so  verfährt  man  zweck- 
mässig folgendermassen.  Zunächst  wird  die  Wurzel  in  der  bei 
Spirogyra  angegebenen  Weise  in  eine  Gipsplatte  eingebettet. 
Diese  wird  nach  dem  Erstarren  und  Abnehmen  der  Glasplatten 
auf  entsprechende  Breite  und  Form  geschnitten  und  dann  mit 
weiterer  Gipsmasse  umgössen,  die  ich  mit  etwas  Frankfurter 
Schwarz  grau  zu  färben  pflege.  Beim  Abtragen  dieses  Hüllgipses 
von  der  Spitze  des  Gipscylinders  aus  stösst  man  dann  zunächst 
auf  die  sich  gut  markirende  weisse  Gipsplatte,  Legt  man  darauf 
die  beiden  Schmalseiten  dieser  frei,  so  gelingt  es  nach  dem  Ein- 
legen in  Wasser  leicht,  den  .grauen  Hüllgips  ganz  zu  entfernen, 
worauf  die  Befreiung  der  Pflanze  aus  einer  genügend  dünnen 
Gipsplatte  durch  directes  Brechen  dieser  erfolgen  kann. 

Selbst  bei  Herstellung  eines  stark  erhärtenden  Gipses  darf 
doch  die  Hülle  nicht  zu  schwach  gewählt  werden,  um  einer 
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Sprengung  vorzubeugen.  Diese  tritt  z.  B.  bei  kräftigen  Keim- 
wurzeln zuweilen  noch  ein>  wenn  der  umhüllende  Gipscylinder 
2  cm  Durchmesser  hat.  Durch  genügende  Gipsdicke,  durch  Um- 
wickeln mit  Bindfaden,  durch  Einlegen  von  Metallringen  in  den 
Gipsguss U.S.W,  kann  natürlich  eine  ausreichende  Widerstands- 
kraft immer  erreicht  werden.  Ein  Gemenge  aus  Gips  \  Th.  und 
Portlandcement  (3  Th.)  erstarrt  zwar  auch  schnell,  gewinnt  aber 
erst  in  längerer  Zeit  die  dann  freilich  ansehnlichere  Widerstands- 
kraft und  dürfte  nur  in  besonderen  Fällen  vorzuziehen  sein. 

Die  schon  mitgetheilten  Thatsachen  beweisen,  dass  die 
Pflanzen  im  Gips  lebendig  und  lebensthätig  bleiben,  und  die 
mechanischen  Druckleistungen  gegen  die  starre  Hülle  geben  von 
der  Fortdauer  der  Wachsthumsbestrebungen  Renntniss.  Hier- 
durch, sowie  durch  das  Anhalten  der  Plasmaströmungen  wird 
auch  eine  ausreichende  Versorgung  mit  Sauerstoff  verrathen, 
die  übrigens  auch  noch  in  anderer  Weise  controlirt  wurde.  Die 
Sättigung  des  zugeführten  Wassers  mit  dem  nur  sehr  wenig  lös- 
lichen Gips  führte  an  den  benutzten  Objecten  keine  merklichen 
Nachtheile  herbei.  Für  die  auf  Beleuchtung  angewiesenen 
Pflanzcntheile  fällt  freilich ,  sobald  eine  dickere  Gipshülle  noth- 
wendig  ist,  die  partielle  oder  totale  f.ichtentziehung  als  ein  in 
Rechnung  zu  ziehender  Factor  ins  Gewicht.  Dagegen  ist  die 
Verdunklung  z.  B.  ohne  Bedeutung  für  Wurzeln,  die  ohnehin  bei 
ihrem  Leben  im  Boden  gelegentlich  gegen  hohe  oder  unüber- 
windliche Widerstände  zu  reagiren  haben. 

Wie  u.  a.  mittelst  der  Gipshülle  der  von  Pflanzen  gegen  eine 
feste  Widerlagc  ausgeübte  Druck  bestimmt  werden  kann,  mag 
hier  speciell  mit  Rücksicht  auf  Wurzeln  angedeutet  werden. 

Eine  Keimpflanze  wird  derartig  in  einen  mit  feuchten  Säge- 
spänen oder  mit  Erde  gefüllten  Blumentopf  gebracht,  dass  die 
Wurzel  eine  genügende  Strecke  aus  dem  Loche  des  Topfes  her- 
vorsieht. Nunmehr  wird  dieser  freie  Wurzeltheil,  nach  Um- 
drehung des  Topfes,  mit  Gipsbrei  umgössen,  dann  sogleich  über 
die  Spitze  ein  durchlochtes  Wachspapierchen  geschoben  und 
dieses  mit  einer  durchlochten  ebenen  Platte  derart  gegen  den 
Brei  gepresst,  dass  die  gewünschte  Strecke  der  Wurzelspitze 
frei  von  dem  mit  dem  Topfe  verbundenen  Gipse  bleibt. 

Nach  dem  Erhärten  des  Gipses  wird  an  Stelle  des  Wachs- 
papiers sehr  dünnes  nasses  Seidenpapier  der  oberen  Gipsfläche 
angeschmiegt  und  nun  die  Wurzelspitze  ebenfalls  mit  Gips  um- 


Anwendung  d.  Gipsverbandes  f.  pplanzenphtsiolog.  Studien.  541 

gössen.  Das  nasse  Seidenpapier  bedingt  eine  nur  geringe  Ad- 
häsion der  in  kleinen  Dimensionen  zu  haltenden  Gipskappe ,  die 
demgemSlss  durch  die  fortwachsende  Wurzel  fortgeschoben 
wird.  Die  zur  Aequiiibrirung  dieser  Fortschiebung  nöthige  Gegen- 
wirkung ist  aber  ein  Maass  für  die  Kraft,  mit  welcher  die 
Wurzel  in  einem  widerstandsfähigen  Mediun),  also  auch  im 
Boden,  vorwärts  zu  dringen  vermag. 

Zur  Messung  dieser  Gegenwirkung  verwende  ich  elliptisch 
geformte  Stahlfedern,  deren  Spannkraft  mit  der  Compression 
schnell  ansteigt.  Mit  den  hier  nicht  näher  zu  beschreibenden 
Apparaten  ist  es  femer  möglich,  die  Feder  sogleich  und  jederzeit 
mit  gewünschter  Energie  gegen  die  Gipskappe  zu  spannen.  So  ist 
es  erreichbar^  dass  bei  Herstellung  des  Gleichgewichts  zwischen 
Federspannung  und  Wurzelkraft  nur  ein  sehr  geringes  Ausein- 
anderrücken der  Contaclfläche  von  Gipskappe  und  der  die  übrige 
Wurzel  fixirenden  Gipsmasse  eingetreten  ist.  Die  an  sich  pla- 
stische Wurzel  vermag  somit  nicht  auszubiegen  und  kann  nun 
ihre  volle  Energie  entwickeln.  Diese  Energie,  mit  welcher  also 
die  Wurzel  vorwärts  zu  dringen  strebt,  wurde,  beiläufig  bemerkt, 
zu  7  bis  1 0  Atmosphären  bestimmt. 

Die  Compression  der  Messfedern  wurde  durch  mikro- 
metrische Bestimmung  des  Abstands  zweier  Nadelspitzen  con- 
trolirt,  eine  Methode,  die  grosse  Genauigkeit  gewährt  und  in 
diesem  Falle,  was  Einfachheit  und  Präcision  betrifft,  einer 
Messung  mittelst  Hebelvergrösserung  vorzuziehen  ist.  Näher 
wird  diese  Methode ,  sowie  die  Technik  der  Versuche  überhaupt 
an  anderer  Stelle  behandelt  werden.  Bemerkt  sei  nur  noch,  dass 
bei  richtiger  Ausführung  die  Wurzeln,  sowohl  während  des  Ein- 
gipsens,  als  während  der  Ycrsuchszeiten  sich  völlig  gesund  und 
wachsthumskräftig  erhalten.  In  der  ausführlichen  Publication 
soll  auch  mitgetheiit  werden,  wie  und  warum  theilweise  in  etwas 
anderer  Weise  verfahren  wurde.  Auch  soll  dann  eine  andere 
Methode  beschrieben  werden,  in  welcher  die  Wurzel  in  einem 
Kautschuckschlauche  wirkte  und  aus  der  Ausdehnung  dieses  die 
Energie  des  Wurzeldruckes  ermittelt  wurde. 

Mit  Hilfe  der  Gipshüllen  und  geeigneter  Federapparate  lässt 
sich  auch  der  Querdruck,  d.  h.  die  Energie  bestimmen,  mit 
welcher  Wurzelf,  Stengel  u.  s.  w.  in  einer  zu  ihrer  Längsachse 
senkrechten  Richtung  gegen  eine  Widerlage  wirken.  Zu  diesem 
Zwecke  muss  beim  Fixiren  in  Gips  in  dieser  Hülle  ein  einseitiges 
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Fensterchen  ausgespart  werden  (ich  verwende  dazu  eine  Form 
aus  Plastilina  des  Handels),  in  welchem  das  rückseitig  gegen  den 
Gips  gestützte  Pflanzenorgan  mit  der  anderen  Längshälfte  hervor- 
steht. Dieser  letzteren  dient  dann  als  Widerlage  ein  durch  An- 
giessen  hergestellter,  enganschliessender  Gipsdeckel,  dessen 
Fortbewegung  wiederum  durch  die  Spannung  der  messenden 
Feder  in  engsten  Grenzen  gehalten  wird. 

Näheres  über  die  Methodik  bringt  die  ausführliche  Publi- 
cation.  In  dieser  werden  auch  die  in  der  That  nicht  immer 
gleichen  Mittel  und  Wege  gekennzeichnet,  durch  welche  die 
theilweise  sehr  hohen  Aussenleistungen  erreicht  werden.  Dabei 
wird  sich  femer  ergeben,  wie  aus  diesen  und  anschliessenden 
Erscheinungen  gewisse,  die  Wachsthumsmechanik  betreffende 
Fragen  definitiv  zu  beantworten  sind  ^). 


4)  Eine  allgemein  gehaltene  Discussion   findet  sich  über  gewisse 
Theile  dieser  Fragen  in  Pfeffer,  Stadien  zur  Energetik.  1899,  p.  76  u.  s.  w. 


J.  Thomae.  Lineare  Constmction  einer  Fläche  zweiter  Oi^d- 
nung  aus  neun  Punkten. 

Die  Methode,  nach  welcher  Hesse  im  24.  Bande  des  Crbllb- 
schen  Journals  eine  Fläche  P  zweiter  Ordnung  linear  construirt, 
indem  er  zu  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  die  ihm  für  die 
gesuchte  Flache  zugehörige  Polarebene  ßnden  lehrt,  zeichnet  sich 
aus  durch  die  Einfachheit  der  angewandten  Principien,  hat  aber 
den  Mangel,  dass  sie  für  die  wirkliche  Ausführung  die  Gonstruc- 
tion  einer  Reihe  von  Hyperboloiden,  d.h.  je  dreier  Erzeugender 
derselben  erfordert,  wodurch  sie  übermässig  umständlich  wird. 
Dieser  Mangel  lässt  sich  dadurch  beseitigen,  dass  man  die  Polar- 
ebene eines  besonderen  Punktes  sucht,  zu  deren  Auffindung  jene 
Hülfshyperboloide  nicht  nöthig  sind.  Eine  solche  Vereinfachung 
will  ich  hier  mittheilen.  Dabei  sehe  ich  die  Aufgabe  als  gelöst 
an,  wenn  in  zwei  Ebenen  je  fünf  Punkte  der  Fläche,  also  die 
Elemente  von  zwei  Kegelschnitten  gefunden  sind.  Bekanntlich 
ist  dann  die  Construction  des  Schnittpunktes  der  Fläche  mit 
einer  beliebigen  Geraden  y^  welche  durch  einen  weiteren  ausser- 
halb jener  Ebenen  gegebenen,  die  Fläche  nun  völlig  bestim- 
menden Punkt  M  geht,  eine  durchaus  einfache  lineare.  Denn 
eine  Ebene  durch  jene  Gerade  y  schneidet  die  Ebene  der  beiden 
Kegelschnitte  in  Geraden,  auf  denen  die  Paare  für  diese  Kegel- 
schnitte conjugirter  Punkte  je  eine  Involution  bestimmen.  Die 
beiden  Involutionen  und  der  Punkt  M  bestimmen  den  gesuchten 
Punkt  auf  y  als  Punkt  eines  Kegelschnittes  in  bekannter  Weise 
linear. 

Zuerst  erweisen  wir  den  Satz : 
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I.  Liegen  die  Punkte  ]U^^]U^^M^^  in  der  Ebene  e^ ,  die  Punkte 
3/^j  i/^,  if^j  in  der  Ebene  e^ ,  so  giebt  es  zu  jedem  Punkte  P  auf 
der  Schnittlinie  a  der  Ebenen  e^  e^  einen  Punkt  Q,  der  P  in  Bezug 
auf  jede  durch  die  sechs  Punkte  M^^M^^  •  •  l/„  gehende  Fläche 
zweiter  Ordnung  conjugirt  ist. 

Dieser  Punkt  soll  der  Kttrze  halber  der  dem  Punkte  P  in 
Bezug  auf  die  sechs  Punkte  M^^  M^^-  -  J/,,  conjugirte  Punkt 
heissen. 

Analytisch  erweist  sich  der  Satz  so.  Es  seien  F=0,  F'=0, 
F"  =  0  drei  Flüchen  zweiter  Ordnung  durch  die  sechs  Punkte 
Mj  die  sich  in  acht  und  nur  acht  nicht  alle  in  den  Ebenen 
^^=0,  e,  =  0  liegenden  Punkten  schneiden.  Alsdann  sind  die 
Gleichungen  aller  durch  die  sechs  Punkte  M  gehenden  Flächen 
zweiter  Ordnung  in  der  Form  enthalten 

AF+BF'  +  CF"  +  Z>e^  c^  =  0  , 

wenn  die  Verhältnisse  der  Parameter  AB  CD  alle  möglichen 
Werthe  annehmen.  Erinnert  man  sich  des  Algorithmus  der 
Polarenbildung,  so  bemerkt  man ,  dass  die  Polare  eines  Punktes 
P  auf  a  in  Bezug  auf  eine  Fläche  dieses  Systems  von  e^  e^  unah- 
hängig  ist ,  dass  sie  die  Polare  desselben  Punktes  in  Bezug  auf 
die  Fläche 

ylF+BF' +  Cr  =  0 

ist.  Die  Polare  von  P,  gebildet  in  Bezug  auf  jede  beliebige  Fläche 
des  Systems,  enthält  daher  den  Punkt  Q,  der  P  in  Bezug  auf  die 
drei  Flächen  /<==  0 ,  F'  =  0 ,  F"  =  0  conjugirt  ist,  den  Schnitt- 
punkt der  drei  Polarebenen  von  P  für  diese  Flächen. 

In  besonderen  Fällen  kann  es  unendlich  viele  P  conjugirte 
Punkte  Q  geben ,  z.  B.  wenn  in  e,  sowohl ,  als  auch  in  e,  zwei 
der  gegebenen  Punkte  mit  P  in  einer  Geraden  liegen.  In  diesem 
Falle  enthält  die  Verbindungslinie  der  Punkte,  welche  von  V 
bez.  durch  die  beiden  betreffenden  Punkte  in  e^  und  e^  harmo- 
nisch getrennt  sind,  alle  P  fUr  die  sechs  Punkten  conjugirten 
Punkte  Q. 

Auf  rein  geometrischem ,  synthetischem  Wege  beweist  man 
den  Satz  I.  folgendermassen.  —  Nimmt  man  auf  a  eine  Involu- 
tion Jg  an,  die  keine  doppelten  Elemente  hat,  so  bestimmt  sie  in 
e,  mit  Af,,  M^^M^^  einen  Kegelschnittbüschel,  dessen  Individuen 
durch  die  drei  Punkte  und  ein  Paar  der  Involution  gehen.  Einem 
Punkt  P  auf  a  ist  für  diesen  Büschel  (d.  h.  für  jedes  Individuum 
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desselben)  ein  Punkt  S^  conjugirt.  Dieselbe  Involution  bestimmt 
in  gleicher  Weise  in  e,  mit  i/,^itf„A/,3  einen  Büschel,  für  den 
demPunkte  P  ein  Punkt  S^  conjugirt  ist.  Die  Polarebene  des 
Punktes  P  in  Bezug  auf  jede  Fläche  zweiten  Grades,  die  die 
Punkte  M^^Ai^^  •  •  M^^  und  ein  Paar  der  Involution  Jg  enthält, 
geht  durch  die  Gerade  y^ ,  welche  S^  mit  S,  verbindet.  Nehmen 
wir  nun  auf  a  eine  zweite  Involution  ohne  doppelte  Punkte  J^ 
an ,  so  gehen  die  Polarebenen  von  P  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
zweiter  Ordnung  durch  ]U^^M^^'  -M^^  und  ein  Paar  dieser  In- 
volution durch  eine  Gerade  yi ,  welche  die  P  in  Bezug  auf  die 
Kegelschnittbüschel  M^^M^^M^^J^  und  M^^M^^M^^J^  bez.  con- 
jugirten  Punkte  T^  und  T^  verbindet.  Die  Geraden  y^  und  yi 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  Q,  Die  Involutionen  J^J^  be- 
sitzen nämlich  ein  gemeinsames  (weil  sie  ohne  doppelte  Punkte 
sind  reelles)  Paar.  Die  Geraden  y,  y^  liegen  beide  in  der  Ebene, 
welche  die  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung  durch  die  sechs  Punkte!/ und  das  besprochene  gemein- 
same Paar  der  Involutionen  J^J^  ist,  und  schneiden  sich  also. 

Nehmen  wir  weiter  einen  Punkt  U^  in  e^  an,  der  nicht  auf 
der  Geraden  S^T^  liegt,  so  bestimmen  JU^^M^^M^^  und  das 
Paar  oonjugirter  Punkte  PU^  einen  mit  M^^M^^M^^  (^^J  >5U  be- 
zeichnenden Kegelschnittbüschel,  dieser  bestimmt  auf  a  eine 
Involution  J„  und  diese  bestimmt  in  e^  mit  Jtf,^  !/„  M^^  einen 
Büschel ,  für  welchen  der  P  conjugirte  Punkt  U^  sein  mag.  Die 
Polarebenen  von  P  in  Bezug  auf  die  Flächen,  die  durch  die  sechs 
Punkte  M  und  ein  Paar  von  J^  gehen,  schneiden  sich  in  der 
(/,  U^  verbindenden  Geraden  y^.  Diese  Gerade  y^  trifft  die 
Gerade  y,,  denn  die  Involutionen  JgJ^  haben  ein  gemeinsames 
(weil  wenigstens  eine  der  Involutionen  ohne  doppelte  Punkte  ist, 
reelles)  Paar.  In  der  zu  diesem  gemeinsamen  Paare  gehörenden 
Polarebene  des  Punktes  P  liegt  sowohl  yg  als  auch  y^.  Aus  dem- 
selben Grunde  schneidet  die  Gerade  y^  die  Gerade  y^.  Da  aber 
yuYsYt  ^^c^  unseren  Annahmen  über  die  Lage  der  Punkte  U^S^  T^ 
nicht  in  einer  £bene  liegen,  so  muss  y^  durch  den  Schnittpunkt 
von  y^yi  durch  den  Punkt  Q  hindurch  gehen.  Lässt  man  den 
Punkt  U^  die  ganze  Ebene  e^  durchwandern ,  so  erkennt  man, 
dass  alle  durch  die  sechs  Punkte  M  gehenden  Flächen  zweiter 
Ordnung  PQ  zu  conjugirten  Punkten  haben.  Nur  wenn  U^  auf 
die  Gerade  <S^  7^  fällt,  ist  der  Beweis  unvollständig.  Dass  aber 
auch  dann  der  Satz  richtig  bleibt,  ist  daraus  ersichtlich,  dass  S^ 
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auf  unendlich  viele  Weisen  angenommen  werden  kann,  folgt 
aber  auch  aus  Steligkeitsbetrachtungen. 

Als  Lemma  ziehen  wir  hieraus  den  folgenden,  nach  den  an- 
gestellten Betrachtungen  unmittelbar  klaren  Satz  : 

IL  Ist  in  einer  Ebene  e^  ein  Tripel  von  Punkten  M^^M^^M^^ 
gegeben,  in  der  Ebene  e^  ein  Tripel  M^^  itf^^Jf,,,  und  ist  P  ein  Punkt 
auf  der  Schnittlinie  a  der  beiden  Ebenen ,  nimmt  man  in  e^  einen 
Punkt  S^  an,  der  mit  P  als  Paar  conjugirter  Punkte,  und  mit 
M^^M^^M^^  einen  Kegelschnittbüschel  M^^M^^M^^  (^^J  bestimmt, 
so  bestimmt  dieser  Büschel  auf  a  eine  Involution  Jg  und  diese  in  e^ 
mit  M^^  Jtf,^  M^^  einen  Büschel  (JJ  Af,,  if,,  i/^, .  Der  P  in  Bezug  auf 
diesen  Büschel  zugeordnete  Punkt  S^  ist  im  Allgemeinen  eindeutig 
bestimmt.  Die  Punkte S^  und  S^  sifid  einander  perspectivisch 
zugeordnet. 

Fallen  die  Ebenen  e^  e^  zusammen,  so  kann  a  darin  willkür- 
lich angenommen  werden. 

Der  Satz  IL  wird  hinfällig,  wenn  von  den  Punkten  M^^M^^M^^ 
oder  M^^^^^^^f^^)  zwei,  etwa  M^^M^^  mit  P  in  einer  Geraden 
liegen,  weil  dann  der  P  ftlr  die  sechs  Punkte  M^^  M^^  •  •  i/,,  con- 
jugirte  Punkt  Q  in  der  Ebene  e^  auf  den  von  P  durch  M^^M^^ 
harmonisch  getrennten  Punkt  fällt.  Nimmt  man  in  diesem  Falle 
einen  Punkt  <S\  in  e^  auf  einer  durch  Q  gehenden  Geraden  y  an, 
und  lässt  S,  auf  y  wandern,  so  ändert  sich  dabei  der  Kegel- 
schnittbttschel  M^^M^^M^^{PS^,  nicht,  denn  er  ist  derjenige 
Btiscbel  M^^  l/jji/^ji/,^,  dessen  vierter  Grundpunkt  M^^  der  von 
M^^  durch  Pund  /  harmonisch  getrennte  Punkt  ist.  Demnach 
entspricht  allen  Punkten  S,  auf  y  ein  und  derselbe  Punkt  S^, 
und  zwar  der  Schnittpunkt  ay,  weil  er  der  P  für  den  Büschel 
[JsMuM^^M^^  conjugirte  Punkt  ist.  Fällt  aber  Ä,  auf  Q,  so 
entspricht  diesem  Punkte  jeder  Punkt  der  Ebene  e^.  Den  Punkten 
N,  in  e,  entspricht  also  in  e^  im  Allgemeinen  der  Punkt  Q ,  nur 
wenn  der  Punkt  S^  auf  a  fallt,  so  entspricht  ihm  jeder  Punkt 
der  durch  S,  und  Q  gelegten  Geraden. 

Liegen  nicht  blos  J/^^A/^,,  sondern  auch  noch  M^^M^^  mit  P 
auf  einer  Geraden ,  und  ist  R  der  von  P  durch  M^^  3/,,  harmo- 
nisch getrennte  Punkt,  so  entspricht  jedem  Punkte  S^  in  e^  jeder 
Punkt  S^  der  Geraden,  welche  den  Schnittpunkt  der  Geraden 
6\  Q  und  a  mit  dem  Punkte  R  verbindet,  und  jedem  Punkte  S, 
entspricht  in  e^  jeder  Punkt  der  Geraden,  welche  den  Schnitt- 
punkt der  Geraden  S^R  und  a  mit  dem  Punkte  Q  verbindet. 
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Dem  Punkte  Q  aber  entspricht  jeder  Punkt  in  e, ,  dem  Punkte  R 
jeder  Punkt  in  f,. 

Man  könnte  nun  den  P  für  die  sechs  Punkte  M  conjugirten 
Punkt  Q  in  folgender  Weise  construiren : 

III.  Man  nimmt  m  der  Ebene  e^  die  Gerade  p^  beliebig  an, 
Sie  bestimmt  ak Polare  von  P  mit  den  gegebenen  Punkten  M^^M^^M^^ 
eitlen  Kegelschnitt  K^  linear.  Die  Paare  für  K^  conjugirter  Punkte 
auf  a  bestimmen  linear  mit  if,^  Jlf„if,j  einen  Kegelschnitt  üT,,  für 
den  dieselben  Paare  auf  a  conjugirte  Punkte  sind,  und  man  findet 
in  bekannter  Weise  die  Polare  p^  von  P  für  K^  linear.  Die  Geraden 
PiP^  schneiden  sich  auf  a,  liegen  also  in  einer  Ebene,  Wiederholt 
man  diese  Construction ,  indem  man  p[,  p"  für  p^  setzt,  welche 
Geraden  sich  nicht  in  einem  Punkte  schneiden,  und  die  zugehörigen 
Geraden  p^ ,  pj  sucht ,  so  bestimmen  die  drei  Ebenen  (p^ ,  pj , 

(Pai  Pi)f  (P"j  VV  ^^^^  gesuchten  Punkt  Q. 

Das  Verfahren  wird  hinfällig,  wenn  zwei  Punkte,  etwa 
J/i,i/^j  mit  P  in  einer  Geraden  liegen,  dann  ist  aber  der  von  P 
durch  M^^M^^  harmonisch  getrennte  Punkt  der  gesuchte.  Es  ist 
leicht  zu  erkennen .  dass  der  Punkt  Q  nur  dann  in  einer  der 
Ebenen  e^  e^  liegen  kann,  wenn  zwei  der  Punkte  M  mit  P  in  einer 
Geraden  liegen.  Zu  dieser  immerhin  etwas  complicirten  Con- 
struction braucht  man  aber  nur  dann  seine  Zuflucht  zu  nehmen, 
wenn  von  den  sechs  Punkten  ein  oder  zwei  Paare  nicht  unmittel- 
bar, sondern  als  Doppelpunkte  von  Involutionen,  als  welche  sie 
auch  imaginär  sein  können ,  gegeben  sind.  Liegen  aber  sechs 
reelle  Punkte  vor,  so  findet  man  Q  mittels  des  evidenten  Satzes : 

IV.  Der  P  in  Bezug  auf  die  sechs  Punkte  M^^M^^M^^M^^M^^M^^ 
conjugirte  Punkt  Q  ist  der  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen ,  tvelche 
von  P  durch  die  Ebenenpaare 

[M^ 3  M^ ^  3/„ I    M^ ,  3/„  M^^), 

harmonisch  getrennt  sind. 

Wir  geben  hier  der  Bemerkung  Raum,  dass,  wenn  man  zwei 
sich  in  zwei  Punkten  schneidende  Kegelschnitte  in  verschiedenen 
Ebenen  durch  eine  dritte  Ebene  e  schneidet,  im  Allgemeinen 
jeder  durch  die  vier  Schnittpunkte  dieser  Ebene  mit  den  Kegel- 
schnitten gehende  Kegelschnitt  mit  den  beiden  ersten  in  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  liegt.    Denn  nimmt  man  in  der  dritten 
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Ebene  einen  Punkt  if  an ,  so  ist  durch  ihn  und  die  beiden  gege- 
benen Kegelschnitte  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  bestimmt. 
Der  Schnitt  derselben  mit  der  Ebene  e  ist  ein  Regelschnitt,  und 
dieser  ist  durch  den  Punkt  M  und  die  Schnittpunkte  von  e  mit 
den  Kegelschnitten  im  Allgemeinen  völlig  bestimmt.  Wird  aber 
die  Ebene  e  durch  einen  Schnittpunkt  der  beiden  Kegelschnitte 
gelegt,  so  sind  von  dem  durch  e  aus  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
geschnittenen  Kegelschnitte  mit  M  nur  vier  Punkte  gegeben. 
Nicht  jeder  durch  die  vier  Punkte  gehende  Kegelschnitt  liegt  mit 
den  beiden  ersten  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung ,  sondern 
nur  der,  dessen  Tangente  in  dem  den  drei  Kegelschnitten  ge- 
meinsamen Punkte  mit  den  Tangenten  an  die  ersten  Kegelschnitte 
in  einer  Ebene  liegt. 

Nun  sollen  neun  Punkte  gegeben  sein.  Die  Punkte  3/, ^ itf^^^  J/,, 
sollen  in  der  Ebene  e^ ,  J/,j  ^^t^a  i^  der  Ebene  <?, ,  M^^  M^^  il/,, 
in  der  Ebene  e^  liegen.  Die  Ebenen  ^,e,  schneiden  sich  in  a^, 
e^e^  in  er,,  e^e^  in  a,  und  e^e^e^  in  P,  In  nicht  singulären  Fällen 
construirt  man  die  durch  die  neun  Punkte  gehende  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  folgender  Weise : 

V.  Man  construire  nach  der  Anweisung  IV  (oder  wenn 
Paare  von  Punkten  nicht  unmittelbar,  sondern  nur  als  Doppel- 
punkte von  Involutionen  auf  Geraden  gegeben  sind,  nach  III),  die 
drei  Punkte  Q^  Q^  Q^ ,  die  dem  Punkte  P  bez,  für  die  drei  Gruppen 
von  je  sechs  Punkten 

if,4  if, j  ilf ,5  M^^  Jf,,  ifjs 

conjugirt  sind,  Sie  bestimmen  die  Polarebene  p  von  P  für  die  ge- 
suchte Fläche,  Ihre  Schnitte  tt^  tt,  tt,  mit  den  Ebenen  e^  e^  c,  sind 
die  Polaren  von  P  für  die  aus  derselben  Fläche  durch  dieselben 
Ebenen  ausgeschnittenen  Kegelschnitte,  Durch  ein  Paar  Pol  und 
Polare  und  drei  Punkte,  von  denen  nicht  zwei  mit  dem  Pol  in  einer 
Geraden  liegen,  ist  ein  Kegelschnitt,  d.  h.  es  sind  fünf  Punkte  des- 
selben linear  bestimmt.  Folglich  sind  von  der  Fläche  drei  Kegel- 
schnitte linear,  und  damit  ist  die  Fläche  linear  bestimmt. 

Diese  Construction  wird  unausführbar ,  wenn  Q^  0«  Q^  ^^ 
einer  Geraden  liegen.  —  Wir  sehen  zunächst  von  dem  Falle  ab, 
dass  zwei  der  Punkte  M  mit  P  in  einer  Geraden  liegen ,  in  wel- 
chem zwei  von  den  Punkten  Q  in  den  von  P  durch  jene  beiden 
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Punkte  harmonisch  getrennten  zusammenfallen.  —  Die  Gerade  y, 
in  der  C^,Ot(?s  liegen,  möge  e^e^e^  bez.  in  den  Punkten  N^N^N^ 
treflFen.  Dann  liegen  die  vierten  Doppelpunkte  M^^M^^M^^  der 
Büschel  if,,3A,i/„(PA\),  i/,,3/„il/,3(PiV,),  M,,M,,M,,(PN,) 
auf  der  gesuchten  Fläche.  Bestimmt  nun  der  Kegelschnitt  K^ 
des  Büschels  ^1/4,  3/4, 3/^3  Af^ 4  durch  seine  Schnittpunkte  mit  «3 
den  Kegelschnitt  h\  des  Büschels  M^^M^^M^^M^^  und  dieser 
durch  seine  Schnittpunkte  mit  a^  den  Kegelschnitt  A",  des 
Büschels  M^^M^^M^^M^^  und  dieser  durch  seine  Schnittpunkte 
mit  a,  den  Kegelschnitt  A'«  des  Büschels  M^^M^^M^^M^^^  und 
fällt  dann  bei  jeder  Wahl  von  K^  K[  mit  K^  zusammen,  so  giebt 
es  durch  die  neun  Punkte  unendlich  viele  Flächen  zweiter  Ord- 
nung und  es  kann  noch  ein  Punkt  etwa  M^^  in  e^  willkürlich  an- 
genommen werden.  Dieser  bestimmt  dann  mit  ü^i  3/^,1/433/44 
einen  Kegelschnitt  und  damit  die  Fläche.  Fallen  K^  und  K[  für 
zwei  Wahlen  von  A'^  zusammen,  so  fallen  sie  jedesmal  zu- 
sammen. 

Die  Polaren  ic^Tt^jt^  des  Punktes  P  für  die  Kegelschnitte 
A'4  A',  A'3  liegen  in  einer  Ebene,  denn  7t^  tc^  liegen  in  einer  Ebene, 
in  der  auch  y  liegt,  /r^/r,  in  einer  Ebene,  in  der  wiederum  y 
liegt,  also  liegen  jr^/r,  in  der  Ebene  /r,y.  Wählen  wir  den 
Kegelschnitt  A'^  so,  dass  er  a^  berührt,  etwa  im  Punkte  R^  oder 
R^  (die  Berührung  ist  auf  zweierlei  Weise  möglich]  und  berührt 
K^  nicht  ebenfalls  a,  bez.  in  R^  oder  /?, ,  so  ist  die  durch  den 
Büschel  3/4,  M^^M^^M^^  auf  a,  bestimmte  Involution  J^  von  der 
durch  3/34  3/3, 3/33  3/34  auf  a,  bestimmten  Involution  J^  ver- 
schieden. Denn  die  erste  Involution  hat  ihre  Doppelpunkte  in 
7?4  /?,.  Die  Polaren  von  P  in  Bezug  auf  die  berührenden  Kegel- 
schnitte A',  gehen  durch  R^  bez.  /i,.  Die  Polaren  tt,  von  P  in 
Bezug  auf  die  berührenden  Kegelschnitte  A, ,  weil  sie  sich  mit 
7t ^  auf  a,  treffen ,  und  der  Treffpunkt  auf  «3  mit  dem  Kegel- 
schnitt K^  veränderlich  ist,  gehen  im  Allgemeinen  nicht  durch 
R^  und  /?, ,  wenn  nicht  etwa  dem  in  R^  berührenden  Kegel- 
schnitte K^  ein  in  /?,  berührender  Kegelschnitt  A*,  entspricht. 
Dies  ist  jedoch  unmöglich,  denn  der  Kegelschnitt  A',  der  dem  in 
/?4  berührenden  K^  entspricht,  muss  a,  in  Punkten  treffen,  die 
durch  /?4  P  harmonisch  getrennt  sind,  diese  können  deshalb  nicht 
beide  in  i?,  zusammenfallen.  Demnach  muss  die  Involution,  die 
der  Büschel  M^^M,^<^M^^M^^  auf  a,  bestimmt,  von  der,  die  der 
Büschel  3/34  3/34  3f33  3fj4  auf  a^  bestimmt,  verschieden  sein.   Der 
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dem  Punkte  i\\  entsprechende  Punkt  in  e^  kann  nicht  auf  A', 
fallen,  d.  h.  es  Ist  nicht  möglich,  dass  QiO^Q^  in  eine  Gerade 
fallen ,  wenn  die  neun  Punkte  nicht  in  einer  Curve  vierter  Ord- 
nung erster  Species  liegen. 

Geht  die  Gerade  y  durch  eine  Kante,  etwa  »3,  so  ist  nicht 
so  unmittelbar  klar,  dass  die  Geraden  /r,  tt,  mit  y  in  einer  Ebene 
liegen ,  weil  sich  die  Geraden  /r,  tt,  in  demselben  Punkte  der 
Geraden  y  schneiden,  nämlich  in  dem  Schnittpunkte  A\,  von  y 
mit  a,.  Dass  der  Punkt  Q^^  durch  den  y  geht,  nicht  in  e^  oder  e, 
liegen  kann,  wenn  nicht  zwei  Punkte  M  mit  P  in  einer  Geraden 
liegen,  also  auch  nicht  auf  .\,  fallen  kann,  ist  unschwer  zu  er- 
weisen. Nehmen  wir  nun  einen  Punkt  S,  in  e^  als  P  für  einen 
Kegelschnitt  K^  des  Büschels  M^^M^^M^^{PX^^)  conjugirt  an,  so 
dass  die  Gerade  7r^  durch  S^N^^  die  Polare  von  P  ist,  so  geht  die 
Polare  sr,  von  P  für  den  durch  Ä'^  bestimmten  Kegelschnitt  Ä, 
des  Büschels  M^^  M^^  M^^  Af,^  durch  einen  Punkt  S, ,  der  mit  5, 
und  P,  in  einer  Geraden  liegt.  Die  Polare  7t^  liegt  also  in  der 
Ebene  tt^  Qj,  die  die  Gerade  y  enthält,  und  es  liegen  /r,  n^y  in 
einer  Ebene.  Die  weitere  Schlussfolgerung  ist  wie  im  Falle  der 
allgemeinen  Lage  von  y,  und  es  giebt  demnach,  wenn  Q,  Q^Qz 
auf  einer  Geraden  liegen,  auch  wenn  y  eine  Kante  a  trifft,  un- 
endlich viele  Flächen  zweiter  Ordnung  durch  die  neun  Punkte, 
die  genau  wie  oben  construirt  werden  können. 

Geht  die  Gerade  y  durch  den  Punkt  P,  so  ist  dieser  für  die 
gesuchte  Fläche  sich  selbst  conjugirt,  er  liegt  auf  ihr.  Um  in 
diesem  Falle  die  Fläche  zu  construiren,  ordne  man  die  neun 
Punkte  in  drei  Ebenen  e,  e'^  e^  so  an ,  dass  e^  die  Punkte 
PM^^  itf,,  A/jj,  die  Ebenen  e,,  e^  von  den  übrigen  sechs  Punkten 
je  drei  enthalten,  sich  aber  in  einem  von  P  verschiedenen  Punkte 
P'  schneiden.  Verfährt  man  nun  wie  früher,  so  gelingt  entweder 
die  Construction  der  Flächen  unmittelbar,  oder  führt  auf  den- 
delben  singulären  Fall.  Dann  sind  aber  in  der  Ebene  e^  fünf 
Funkte  PP'  M^^  ^f^^is  von  der  Fläche  bekannt.  Der  durch  sie 
bestimmte  Kegelschnitt  bestimmt  durch  die  Paare  conjugirter 
Punkte  auf  der  Schnittlinie  e^  e^  oder  auch  e^  e^  mit  den  in  e^ 
bez.  e^  gegebenen  Punkten  einen  weiteren  Kegelschnitt  der 
Fläche,  und  damit  diese  selbst  linear.  —  Wir  haben  somit  den 
Satz  gefunden: 

VI.  Liegen  die  drei  Punkte  Q^Q^Q^,  welche  dem  Schnittpunkte 
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Pdei'  die  neun  Punkte  enthaltenden  Ebenen  e^e^e^  für  die  drei 
Gruppen  von  je  sechs  Punkten 

3/,j  i»/„  M^^  M^^  M^^  3/33  in  e,  e, 
3/„  M^^  Af,,  3/^4  M,^  M,  3  in  e^  e, 

bez,  conjugirt  sind,  in  einer  Geraden,  so  giebt  es  durch  sie  unend^ 
lieh  viele  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  linear  construirbar  sind. 
Die  Punkte  liegen  auf  einer  Curve  vierter  Ordnung  erslei*  Species. 

Nur  für  den  Fall,  dass  die  Gerade  Q^Q^^O^  durch  den  Schnitt- 
punkt P  der  Ebenen  e^  e^  e^  geht,  ist  dieser  Satz  nicht  erwiesen; 
die  Fläche  aber  ist  ebenfalls  linear  construirt. 

Es  kann  nun  noch  der  Fall  eintreten,  dass  die  drei  Punkte 
QiOiQz  ^^  einen  Q  zusammenfallen.  Dann  denken  wir  uns  durch 
den  Punkt  Q  in  der  Polarebene  von  P  für  die,  oder  wenn  es  deren 
mehrere  geben  sollte,  für  eine  durch  die  neun  Punkte  gehende 
Fläche  eine  Gerade  y  gelegt,  welche  e^  e,  e,  bez.  in  den  Punkten 
.VjiVjiV,  trifft.  Ein  Kegelschnitt  K^  des  Büschels  M^^M^^M^^  [PN^) 
bestimmt  einen  Kegelschnitt  AT,  des  Büschels  M^^^  M^^  i/,3  [PN^ 
und  dieser  einen  Kegelschnitt  AT,  des  Büschels  M^^  M^^M^^  C^^s)- 
Die  Kegelschnitte  K^  K^  müssen  sich  aus  den  auf  Seite  549  dar- 
gelegten Gründen  in  denselben  Punkten  auf  a^  schneiden. 

Es  giebt  demnach  unendlich  viele  Flächen  durch  die  neun 
Punkte,  woraus  wiederum  nachträglich  folgt,  dass  die  Gerade  y 
durch  Q  beliebig  gewählt  w^erden  kann.  Bei  jeder  Wahl  von  y 
drehen  sich  die  Polarebenen  von  P  für  die  zugehörigen  Flächen 
zweiler  Ordnung  durch  die  neun  Punkte  um  diese  Gerade,  die 
Polarebenen  von  P  für  alle  möglichen  Flächen  bilden  einen 
Bündel  und  die  Mannigfaltigkeit  der  Flächen  ist  eine  zweifach 
unendliche.  Dies  ist  nur  möglich,  wenn  von  den  neun  Punkten 
sieben  in  einem  Kegelschnitt  liegen,  oder  wenn  acht  in  zwei 
Geraden  oder  in  einer  Ebene,  oder  wenn  alle  in  einer  Curve 
dritter  Ordnung  liegen. 

Ist  P  die  Spitze  eines  Kegels,  in  dem  die  neun  Punkte  liegen, 
so  kann  die  Polarebene  nicht  zur  Construction  dienen ,  indessen 
ist  in  diesem  Falle  die  Fläche  unmittelbar  gegeben. 

Liegen  zwei  der  neun  Punkte,  etwa  JI/3,3/33  mit  P  in  einer 
Geraden,  so  ändere  man  3/33  in  3/3'3  ab  und  construire  die 
Polarebene  p'  von  P  in  Bezug  auf  die  durch  die  neun  Punkte 
J/,,  3/,j . .  3/3,  3/35  3/33  gehende  Fläche  zweiter  Ordnung.    Dann 
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ersetze  man  i/g,  durch  J/J,  und  construire  die  Polarebene  p"  von 
P  für  die  Fläche  durch  M^^  ^^^^ . .  ifa^l/J,.  Die  Polarebene  p  von 
P  in  Bezug  auf  die  Fläche  durch  l/,i  . .  Mj^i/^,,  geht  durch  die 
Schnittlinie  y  der  Ebenen  p'p'\  Die  Gerade  y  treffe  die  Ebenen 
<'i^«<'3  bez.  in  den  Punkten  ^\  N^N^.  Ist  N^  von  dem  Punkte  .\\ 
der  von  P  durch  3/,,  Af,,  harmonisch  getrennt  ist,  verschieden, 
so  ist  die  Ebene  Ny  die  Polarebene  von  P  für  die  durch  die 
Punkte  M^^M^^, .  M^^M^^  gehende  Fläche  zweiler  Ordnung  und 
die  Fläche  ist  linear  conslruirbar.  Man  kann  aber,  abgesehen 
von  dem  leicht  zu  erledigenden  Falle,  dass  die  gesuchte  Fläche 
die  Gerade  P3/,,  AT,,  enthält,  M^^M'^^  immer  so  wählen,  dass  die 
Polarebenen  p'p"  nicht  durch  A"^  gehen ,  und  dass  also  auch  y 
nicht  durch  N  geht. 

Liegen  dreimal  zwei  Punkte  mit  P  in  einer  Geraden ,  so  ist 
damit  die  Polarebene  des  Punktes  P  unmittelbar  gegeben,  und 
damit  je  ein  vierter  Punkt  der  Fläche  in  jeder  der  Ebenen  e^e^ey 
Liegen  nur  zweimal  zwei  Punkte  mit  P  in  einer  Ebene,  so  liegen 
diese  vier  Punkte  in  einer  Ebene.  Dieser  Fall,  dass  vier  der  ge- 
gebenen Punkte  in  einer  Ebene  liegen ,  soll  noch  allgemein  hier 
besprochen  werden. 

Liegen  in  der  Ebene  6»,  die  vier  Punkte  M^^ M^^M^^M^^,  so 
legen  wir  durch  drei  weitere  Punkte  ilA^,  M^^  M^^  die  Ebene  e^ 
und  durch  die  Punkte  M^^  M^^  i/,3  die  Ebene  c,.  Der  Kegel- 
schnittbttschel  ^^^^^iM^^M^^  bestimmt  in  e,  mit  ^ti^is^fs 
einen  Büschel  und  durch  den  vierten  Grundpunkt  dieses  Büschels 
einen  vierten  Punkt  U^^  der  Fläche,  in  e,  bestimmt  derselbe 
Büschel  Af,j..if,^  mit  M^^M^^^M^^  einen  Büschel  und  somit 
einen  vierten  Punkt  A/,,  als  vierten  Grundpunkt  des  Büschels. 
Dem  Punkte  P  sei  für  den  in  e^  gelegenen  Büschel  der  Punkt  A\, 
für  den  in  der  Ebene  e^  gelegenen  Büschel  der  Punkt  iV^,  für 
den  in  der  Ebene  e,  gelegenen  Büschel  der  Punkt  A',  conjugirt. 
Dann  ist  die  Ebene  N^  N^  N^  die  Polarebene  von  P  für  die  ge- 
suchte Fläche,  und  diese  ist  dadurch  bestimmt.  Liegen  jedoch 
N^  N^  A",  in  einer  Geraden,  so  ist  die  Polarebene  nicht  bestimmt. 
Dann  bestimmt  ein  Kegelschnitt  A'^  des  Büschels  in  e^  einen 
Kegelschnitt  Ä',  des  Büschels  in  e^  und  einen  Kegelschnitt  A',  des 
Büschels  in  e,.  AT^A,  schneiden  sich  in  if,,.  M  sei  der  zweite 
Schnittpunkt  von  K^  mit  a^ ,  i/'  der  zweite  Schnittpunkt  von  A, 
mit  a^,  so  sind  UM'  einander  projectivisch  angeordnet.  Ein  sich 
selbst  entsprechender  Punkt  der  projectiven  Reihen  ist  P,  er 
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gehört  im  Allgemeinen  nicht  zur  Fläche.  Der  zweite  sich  selbst 
entsprechende  linear  construirbare  Punkt  ist  ein  Punkt  der 
Fläche  und  bestimmt  von  ihr  drei  Kegelschnitte.  Fällt  M  stets 
mit  M'  zusammen,  so  giebt  es  unendlich  viele  Flächen  zweiter 
Ordnung  durch  die  neun  Punkte,  sie  liegen  auf  einer  Gurve 
vierter  Ordnung  erster  Species. 

Die  Einfachheit  der  im  Satz  Y  gegebenen  Gonstruction  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  aus  neun  Punkten  legt  die  Vermuthung 
nahe,  dass  auch  andere  Geometer,  die  sich  mit  dieser  Aufgabe 
beschäftigt  haben,  auf  diese  Auflösung  gekommen  seien.  Doch 
ist  mir  eine  Publication  dieser  Lösung  nicht  zu  Gesicht  ge- 
kommen. Die  mir  bekannten  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand, 
welche  alle  diese  Gonstruction  nicht  enthalten,  stelle  ich  hier 
zusammen. 

Im  Jahre  \  881  hat  R.  Heger  in  einer  Monographie:  »Die  Gon- 
struction der  Fläche  zweiter  Ordnung  aus  neun  gegebenen 
Punkten  und  verwandte  Gonstructionen.  Leipzig  bei  Fues«  die 
wichtigsten  Lösungen  der  Aufgabe  zusammengestellt.  Dort  sind 
angeführt  zuerst  die  HESsE^sche  Gonstruction  in  Grellb's  Journal, 
die  schon  im  Eingang  dieser  Abhandlung  erwähnt  wurde.  Dann 
die  Gonstruction  von  Setdewitz  mittels  reciproker  Bündel  (Setde- 
wiTZ  in  Grunert^s  Archiv  für  Math,  und  Phys.  Theil  9.  1847). 
Femer  eine  Gonstruction  von  Ghales  (Gomptes  rendus  des 
s^ances  de  Tac.  d.  sciences  24.  Dec.  1855).  Dass  diese  Gon- 
struction linear  ist,  hat  Heger  in  Sghlömilch's  Zeitschrift  25..Jahr- 
gang  gezeigt.  Weiter  ist  eine  Lösung  des  Problems  durch 
V.  Staüdt  (Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1850,  1857,  1860)  an- 
geführt, und  eine  Lösung  von  Rbte  (Geometrie  der  Lage),  die  die 
Raumcurven  dritter  Ordnung  benutzt.  Endlich  wird  eine  Gon- 
struction von  Schröter  (Grelle's  Journal  B.  62.  1863)  gebracht. 

Von  späteren  Bearbeitungen  des  Problems  sind  mir  bekannt 
geworden  die  Arbeiten  von  Piqibt  im  73.  und  79.  Bande  des 
Grelle  sehen  Journals,  von  Hosspeld  »Gonstruction  der  Fläche 
zweiter  Ordnung  aus  neun  Punkten ,  von  denen  acht  imaginär 
sindtf,  Sghlömilch's  Zeitschrift  Jahrgang  XXKIH  1888  und  eine 
Dissertation  von  Diesing,  Jena  1887. 

Nachträgliche  Bemerkung.  Die  Schlussweise  auf  den  Seiten 
549,  550  lassen  sich  erheblich  vereinfachen,  und  es  giebt  auch 
dann  unendlich  viele  Flächen  durch  die  neun  Punkte ,  wenn  y 
durch  P  geht. 
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Ks  mag  gestattet  sein .  hier  noch  eine  Bemerkung  aus  der 
Geometrie  der  Kegelschnitte  anzuschliessen. — Auf  einer  Geraden 
s  liegen  zwei  projective  Punktreihen,  ABC..,j  A'B'C'.., 
Projicirt  man  die  Reihe  ABC. . .  von  einem  Punkte  P^  durch  den 
Strahlenbttschel  PJABC...),  die  zweite  von  einem  Punkte  A' 
der  Geraden  g,  welche  s  in  £'•  schneidet  durch  den  Btlschel 
\A'B'C\,.)j  so  schneiden  sich  die  entsprechenden  Strahlen 
dieser  Bttschel  in  einem  Kegelschnitte  h'^. ,  LSsst  man  X  auf  der 
Geraden  g  laufen,  so  erhält  man  eine  Reihe  von  Kegelschnitten, 


welche  durch  zwei  feste  Punkte  gehen ,  nämlich  durch  P^  und 
den  Punkt  P,  auf  g^  welcher  durch  den  Strahl  P^L  bestimmt 
wird,  wenn  /.  der  dem  Punkte  V  der  Reihe  A'ffC..,  ent- 
sprechende Punkt  der  Reihe  ABC, .  .  ist.  Besitzen  die  projec- 
tiven  Punktreihen  reelle  sich  selbst  entsprechende  Punkte,  etwa 
P^P^,  so  ist  es  selbstverständlich,  dass  auch  diese  auf  dem 
Kegelschnitt  K^.  liegen ,  und  dass  die  Reihe  einen  Büschel  mit 
den  Grundpunkten  P^  P,  P,  P^  bildet.  Giebt  es  aber  keine  (reellen) 
sich  selbst  entsprechenden  Punkte,  so  ist  es  vom  Standpunkt 
der  reinen  ^synthetischen)  Geometrie  nicht  ohne  Weiteres  klar, 
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dass  die  Kegelschnittreihe  einen  Büschel  bildet,  für  den  die  Ge- 
rade s  eine  allen  Individuen  des  Büschels  gemeinsame  ideale 
Sehne  ist,  die  mit  der  P^  P^  verbindenden  Geraden  s'  zusammen 
ein  Paar  bildet.   Es  lässt  sich  dies  aber  wie  folgt  erweisen : 

Dem  Punkte  T  der  Reihe  ABC.  entspreche  der  Punkt  7" 
der  Reihe  A' B'C  . , .,  als  Punkt  der  ersten  Reihe  werde  T'  mit 
S  bezeichnet,  und  ihm  entspreche  in  der  zweiten  Reihe  der 
Punkt  S\  Die  Punkte  S  und  T'  fallen  zusammen.  Der  Strahl 
P,  S  und  XS'  schneiden  sich  in  U  auf  Ä";^,  P,  T  und  X  T  [XS)  in 
V  auf  K^,  P^V  und  X U  schneiden  sich  in  (? ,  P,  X  und  UV  in  Ä, 
QR  gehe  durch  den  Punkt  2  auf  s.  Dann  sind  die  Strahlen 
Q2R,  OUS\  QS,  QVT  und  also  die  Punkte  :?S'S  T  harmo- 
nische, nach  bekannten  Vierecksätzen.  Die  Polare  von  S  in  Be- 
zug auf  h\j.  ist  QR  und  also  sind  S2  für  diesen  Kegelschnitt  con- 
jugirte  Punkte.  Aendert  man  die  Lage  von  X  auf  9,  so  bleiben 
TSS'  fest  und  also  bleibt  auch  IS  fest  als  vierter  harmonischer 
Punkt  zu  den  dreien.  S  2  sind  deshalb  für  alle  Kegelschnitte  AT^ 
conjugirte  Punkte.  Da  «S  auf  s  willkürlich  gewählt  wurde ,  so 
folgt  daraus  ^  dass  auf  s  ein  Paar  von  Punkten ,  die  für  einen 
Kegelschnitt  Ä'^  conjugirt  sind,  es  für  alle  Kegelschnitte  der  Reihe 
sind,  dass  s  eine  (ideale)  gemeinsame  Sehne  der  Reihe  ist.  Eine 
zweite  gemeinsame  Sehne  ist  s',  und  da  sich  ss'  nicht  in  einem 
gemeinsamen  Punkte  der  Gurven  K^  schneiden,  so  bilden  sie  ein 
Paar,  die  Kegelschnitte  bilden  einen  Büschel.  —  Hieraus  schliesst 
man  noch ,  dass  man  eine  Punktinvolution  erhalt ,  wenn  man  in 
zwei  projectiven  Reihen  auf  einer  Geraden  zu  einem  Punkte  8  als 
Punkt  der  ersten  Reihe  den  entsprechenden  Punkt  S'  der  zweiten 
Reihe  bestimmt,  dann  zum  Punkte  S  als  Punkt  der  zweiten  Reihe 
den  entsprechenden  Punkt  T  der  ersten  Reihe ,  und  endlich  den 
Punkt  2  so  bestimmt,  dass  TSS' 2  vier  harmonische  Punkte 
sind.  S  und  2  bilden  ein  Paar  der  Involution,  und  diese  ist 
durch  die  gegebene  Projcctivität  völlig  bestimmt. 

Jena  1892. 


Leuckarty  lieber  die  Speicheldrüsen  der  Hirudineen, 

Durch  Letdig's  Untersuchungen  ist  der  Nachweis  geliefert, 
dass  der  von  Brandt  bei  dem  medicinischen  Blutegel  entdeckte 
Speichelapparat  aus  einzelligen  Drüsen  besteht  und  unter  den 
Hirudineen  eine  weite  Verbreitung  hat.  lieber  das  Verhalten  der 
Ausführungsgänge  und  die  Ausmündung  derselben  besonders 
bei  den  Kieferegeln  ist  aber  bis  jetzt  erst  Weniges  bekannt  ge- 
worden. Und  auch  dieses  Wenige  stützt  sich  mehr  auf  Ver- 
muthungen,  als  auf  directe  Beobachtung. 

Die  Lücke,die  unsere  Kenntnisse  in  dieser  Hinsicht  aufweisen, 
ist  um  so  fühlbarer,  als  es  für  den  Zootomen  kaum  zweifelhaft 
sein  konnte,  dass  der  durch  Haykraf's  Experimentalunter- 
suchungen  imVorderkOrper  unseres  medicinischen  Blutegels  nach- 
gewiesene Extractivstoff,  welcher  die  Gerinnbarkeit  des  Blutes 
aufhebt  und  das  lange  Nachbluten  der  Blutegelbisse  erklart,  nur 
das  Secret  der  Speicheldrüsen  sei. 

Dass  diese  Annahme  völlig  berechtigt  ist,  geht  aus  den 
Beobachtungen  hervor,  die  der  Vortragende  über  die  Aus- 
mündung der  Speicheldrüsen  bei  dem  medicinischen  Blutegel 
nicht  bloss,  sondern  auch  bei  Haemadipsa  und  Aulastomum  an- 
gestellt hat  und  in  Kürze  ausführlich  veröffentlichen  wird. 

Die  Ausführungsgänge  der  einzelligen  Speicheldrüsen  laufen 
bei  diesen  Würmern  sämmtlich  nach  vom  und  sammeln  sich 
allmählich  in  drei  dicke  Stränge,  die  der  Innenseite  der  drei 
langen  Abductoren  der  Kiefer  sich  anlegen,  so  dass  sie  leicht  für 
Theile  der  Muskeln  gehalten  werden  könnten  —  wie  das  in  der 
That  auch  geschehen  ist  — ,  wenn  sie  nicht  durch  ihr  kömiges 
Aussehen  und  ihre  histologische  Beschaffenheit  ihre  wahre  Natur 
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zu  erkennen  gäben.  Mit  den  Abductoren  nun  treten  diese  Stränge 
je  in  die  Substanz  der  Kiefer  ein,  um  dann  alsbald  fiScherförmig 
in  eine  mehr  oder  minder  grosse  Zahl  von  Zügen  sich  aufzulösen, 
die  einzeln  durch  Quermuskelfasern  von  einander  getrennt,  auf 
die  Zähne  der  Kieferfirste  zulaufen.  Die  Zahl  dieser  Zttge  ent- 
spricht der  Menge  der  Zähne ;  sie  beträgt  also  bei  Hirudo  nahezu 
hundert,  bei  Aulastomum  dagegen  kaum  ein  Dutzend.  Von 
früheren  Forschem  sind  diese  Züge  gelegentlich  für  Muskelfasern 
gehalten,  die  zur  Bewegung  der  Zähne  dienen  sollten,  obwohl 
letztere  doch  fest  in  eine  helle  Cuticularschicht  eingelagert  sind 
und  nur  mit  den  Spitzen  hervorragen. 

Bevor  die  einzelnen  Stränge  nun  aber  die  Wurzeln  der 
Zähne  berühren,  spalten  sich  dieselben  in  zwei  divergirende 
Hälften,  die  sich  den  Zwischenräumen  der  Zähne  zuwenden,  hier 
aber  paarweise  von  vorn  und  von  hinten  zusammenstossen  und 
dann  durch  eine  gemeinschaftliche  Oeffnung  auf  der  Firste  aus- 
münden. Die  Mündung  geschieht  durch  Hilfe  eines  besonderen 
kurzen  und  engen  Ganges,  dessen  hinteres  blindes  Ende  die 
pinselförmig  einstrahlenden  Drüsenröhrchen  aufnimmt.  Ist  der 
Gang  leer,  dann  hält  es  schwer,  ihn  durch  die  Cuticulardecke 
der  Kieferfirste  hindurch  zu  verfolgen,  während  sein  blindes,  in 
die  Substanzmasse  der  Kiefer  eingesenktes  Ende  meist  deutlich 
hervortritt. 

Die  vorstehend  geschilderten  Organisationsverhältnisse  er- 
lauben es  also,  die  von  den  Kiefern  geschnittene  Wunde  alsbald 
auch  mit  dem  Secrete  der  Speicheldrüsen  zu  befeuchten. 

Wo  die  Kiefer  fehlen,  wie  bei  Nephelis,  da  wird  der 
Speicheldrüsenapparat  völlig  vermisst,  während  der  sog.  Pferde- 
egel (Aulastomum)  ihn,  wenn  auch  in  schwächerer  Entwickelung 
als  Hirudo  oder  gar  Haemadipsa,  deren  Speicheldrüsen  sich  nach 
hinten  weit  über  den  Cardiacaltheil  des  Magens  hinaus  fort- 
setzen, besitzt.  Da  Aulastomum  nicht  Blut  saugt,  sondern  Regen- 
würmer und  dergleichen  Thiere  in  toto  verschlingt,  liegt  die 
Vermuthung  nahe,  dass  die  Function  der  Speicheldrüsen  nicht 
bloss  und  ausschliesslich  darin  bestehe,  das  aufgenommene 
Blut  flüssig  zu  erhalten. 

Diese  Vermuthung  wird  noch  dadurch  gestützt,  dass  auch 
die  Rüsselegel,  die  doch  zum  grossen  Theile  gleichfalls  eine 
räuberische  Lebensweise  führen,  mit  einem  mächtigen  Speichel- 
apparate versehen  sind,  wie  das  schon  früher  von  Leydig  für 
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Glepsinc  und  Piscicola  bemerkt  ist.  Der  Vortragende  kennt  den- 
selben namentlich  vom  Clepsine.  bei  der  die  röhrigen  Aus- 
ftthrungsgänge  der  Drüsen,  wiederum  zu  Strängen  vereinigt,  den 
Rüssel  seiner  ganzen  Länge  nach  durchziehen,  um  schliesslich 
gruppenweise  auf  der  Spitze  desselben  auszumünden.  In  Folge 
dessen  wird  also  auch  hier  das  Secret  beim  Einsenken  des 
Rüssels  direct  in  die  Wunde  übertragen.  Der  Rüssel  dieser 
Würmer  hat  somit  eine  gewisse  Aehnlichkeit  mit  dem  Giftzahn 
der  Schlangen,  eine  Aehnlichkeit,  die  noch  dadurch  erhöht  wird, 
dass  die  Ausführungsgänge  der  Speicheldrüsen,  die  vor  ihrem 
Eintritt  in  die  Rüsselwurzel  strangartig  zur  Rechten  und  Linken 
des  Oesophagus  hinziehen,  von  einer  Lage  mächtiger  Muskel- 
fasern überzogen  werden,  die  offenbar  dazu  bestimmt  sind,  den 
Inhalt  der  Ausführungsgänge  nach  aussen  in  derselben  Weise 
hervorzupressen,  wie  das  der  Muskelüberzug  der  Giftdrüsen  bei 
den  Schlangen  thut. 

Zum  Schlüsse  erwähnt  der  Vortragende  noch  die  Thatsache, 
dass  die  Birudineen  in  grosser,  ja  wahrscheinlich  allgemeiner 
Verbreitung  ausser  den  Speicheldrüsen  noch  Lippendrüsen  be- 
sitzen, die  gleichfalls  eine  ansehnliche  Entwickelung  zeigen 
und  wie  die  Speicheldrüsen  aus  einzelnen  Zellen  bestehen, 
die  ihr  Secret  durch  mehr  oder  minder  lange  Röhren  entweder 
direct  in  den  vordem  Theil  der  Mundhöhle  (Kieferegel)  oder  in 
die  nächste  Umgebung  der  Mundöfihung  (Rttsselegel)  entleeren. 
Histologisch  sind  übrigens  diese  einzelligen  Drüsen  —  und 
Gleiches  gilt  von  den  optischen,  wie  chemischen  Eigenschaften 
ihres  Secretes  —  von  den  Speicheldrüsen  verschieden,  dafür 
aber  den  in  der  Tiefe  des  Körpers  sehr  allgemein  (besonders  bei 
den  Kieferegeln)  vorhandenen  Unterhautdrüsen  nahezu  identisch. 


Sophus  Lie ,  Untersuchungen  über  Translationsflächen 
(Abhandlung  II). 

Die  nachstehende  Arbeit  zerfällt  in  drei  Theile,  unter  denen 
der  erste  sich  mit  einer  speciellen  Glasse  von  Translationsflächen 
beschäftigt,  die  beiden  andern  Theiie  behandeln  verwandte 
wenn  auch  allgemeinere  Probleme. 

Unter  den  Ergebnissen  dieser  Arbeit  sind  mehrere  schon 
früher  in  norwegischen  Arbeiten  veröffentlicht  worden.  Diese 
meine  älteren  Untersuchungen,  die  in  schwer  zugänglichen 
Schriften  und  grö§stentheils  in  sehr  knapper  Form  dargestellt 
sind,  haben  bis  jetzt  nicht  die  Beachtung  gefunden,  die  sie  ver- 
dienen. Indem  ich  sie  im  Folgenden  in  etwas  ausführlicherer  Re- 
daction  zusammenstelle,  füge  ich  viele  neue  Bemerkungen  hinzu. 

Erster  Theil. 

Wir  beschäftigen  uns  hier  mit  der  Gleichung 

(1)  s  =  0  =  ^ 

und  ihren  Integralflächen 

m  z  =  F{x)  +  0{y), 

deren  jede  in  zwei  Weisen  durch  Translationsbewegung  einer 
ebenen  Curve  erzeugt  werden  kann. 

Unter  diesen  Translationsflächen  giebt  es  unbegrenzt  viele 
algebraische.  Sind  nämlich  F(x)  und  (D{y)  beliebige  algebraische 
Functionen  ihrer  Argumente,  so  stellt  z  =  F(x)  +  (D(y]  immer 
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eine  algebraische  Fläche  dar,  und  in  dieser  Weise  erhält  man 
alle  algebraischen  Integralflächen  von  5  =  0;  denn  eine  solche 
Fläche  schneidet  jede  Ebene  x  =  Const.  oder  y  =  Gonst.  nach 
einer  algebraischen  Gurve. 

Die  Frage  nach  allen  algebraischen  Integralflächen  der  Glei- 
chung 5  =  0  ist  somit  ein  triviales  Problem. 

Ist  eine  gewundene  Gurve  vorgelegt  und  in  jedem  Punkte 
derselben  eine  berührende  Ebene  ^  so  giebt  es  immer  eine  ganz 
bestimmte  Integralfläche,  welche  die  von  diesen  Ebenen  erzeugte 
Developpable  längs  dieser  Gurve  berührt.  Um  dieselbe  zu  finden, 
denkt  man  sich  am  besten  die  laufenden  Goordinaten  ^  ^  ^ ,  J 
eines  Punktes  unserer  Gurve  als  gegebene  Functionen  eines 
Parameters  /  und  dementsprechend  die  Richtungscosinus  X,  y,  Z 
der  betreffenden  Ebenen  ebenfalls  als  bekannte  Functionen  von  /. 
Ist  nun  j3  =  F(x)  +  0[yj  die  gesuchte  Fläche  und  sind  dem- 
entsprechend F'  (x) ,  0  (y)  und  —  J  Richtungscoefficienten  der 
zugehörigen  Normale  ,  so  bestehen  längs  der  Gurve  ^ ,  tf,  j  die 
Gleichungen 

A  Y  Z     ' 


woraus  folgt 


^'(?)  =  |,  -ö)'W  =  | 


Diese  beiden  letzten  Gleichungen  bestimmen  die   unbe- 
kannten Grössen  f"(y)  und  <D'(1;!  als  Functionen  von  y  bez.  tj. 
Zwei  Quadraturen : 

geben  uns  sodann  die  Werthe  von  F{x)  und  0{y)  längs  der  ge- 
gegebenen Gurve  ;,  i),  i,  und  da  sowohl  F  wie  O  nur  von  einem 
Argumente  abhängen,  sind  diese  Functionen  jetzt  als  bekannt 
zu  betrachten. 

Wünscht  man  daher  die  Integralfläche  der  Gleichung  5  =  0 
zu  finden,  die  eine  gegebene  Curve 

enthält  und  längs  derselben  diejenigen  Ebenen  betören  ^  deren 
Richtungscosinus  die  Werthe 
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cos  a  =  X{t) ,     cos  /?  =  Y(t) ,     cos  y  =  Z{t) 
hesitzeiij  so  berechnet  man  zuerst  die  Integrale 

und  drückt  sodann  das  erste  Integral  mit  Benutzung  der  Gleichung 
a:  =3:  j(i)  a/s  Function  vo7i  x  aus: 

Z{t) 

und  dementsprechend   das   zweite  Integral   mit  Benutzung  der 
Gleichung  y  =  J^  (f)  als  Function  von  y  aus : 

Y{1) 


fWMi)-=H^-) 


f 


alsdann  ist 

--z  =  F[x)  +  (D[y) 

die  gesuchte  Fläche^). 

Das  Problem:  diejenige  Integralfläche  zu  finden ,  die  eine 
gegebene  Developpable  längs  einer  gegebenen  Gurve  bertthrt^ 
bietet  somit  gar  keine  Schwierigkeit. 

Sind  insbesondere  sowohl  die  vorgelegte  Developpable  wie 
die  gegebene  Gurve  algebraisch,  so  sind  die  Grössen  F(x)  und 
0{y]  ÄBEL^sche  Integrale  und  somit  im  Allgemeinen  transcendent. 

Es  stellt  sich  daher  naturgemäss  die  Aufgabe:  Alle  alge- 
braischen Integralflächen  von  s==0  zu  finden  y  die  in  eine  vorge- 
legte Developpable  eingeschrieben  sind. 


A)  Setzen  ^ir 

o;  =  ti  -j-  f t7  ,     y  =  u  —  IV  , 

so  geht  die  Gleichung  s  =  0  über  in  die  Gleichung  der  Functionentheorie 

Ott'        ov' 

Die  von  Cauchy  geschaffene  und  von  Rieiiann  und  seinen  Nachfolgern  ins- 
besondere C  Neumann  und  Schwarz  ausgebildete  Functionentheorie  be- 
handelt Fragen,  die  von  den  im  Folgenden  erledigten  Problem  grundver- 
schieden sind,  wenn  sie  auch  für  eine  oberflächliche  Betrachtung  mit  ihnen 
verwandt  sind.  In  der  Functionentheorie  handelt  es  sich  um  die  Auffindung 
einer  Function  t/  +  tFdes  imaginären  Argumentes  «-j-tv,  deren  reelle 
Theile  17,  V  eo  ipso  die  Gleichung  (3)  erfüllen  und  dabei  längs  einer  Gurve 
der  UV -Ebene  gegebene  Wert  he  haben. 
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Die  allgemeine  Erledigung  dieses  schwierigen  Problemes 
gab  ich  im  norwegischen  Archiv  Bd.  4,  1879.  Ich  erlaube  mir 
im  Folgenden  meine  elegante  Lösung,  die  bis  jetzt,  als  erschienen 
in  einer  wenig  verbreiteten  Schrift  den  Mathematikern  schwer  zu- 
gänglich war,  zu  reproduciren. 

1. 

Ich  werde  zunächst  zeigen,  dass  das  Problem  alle  in  eine  alge- 
braische Developpable  eingeschriebenen  algebraischen  Flächen 
z  =  F(x}  +  (D  [y]  zu  finden,  sich,  sobald  eine  derartige  Fläche 
gefunden  ist,  unmittelbar  auf  das  einfachere  Problem  reducirt. 
alle  algebraischen  Flächen  z  =  F[.r]  +  0[y)  zu  finden,  welche 
in  einen  vorgelegten  algebraischen  Kegel  eingeschrieben  sind. 
Die  Tangentenebenen  dieses  Kegels  sind  dabei  parallel  mit  den 
Ebenen  der  gegebenen  Developpablen. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  erkannt  man  am  schnell- 
sten durch  die  folgende  Betrachtung,  die  allerdings  die  ersten 
Elemente  meiner  Theorie  der  Bertthrungstransformationen  als 
bekannt  voraussetzt. 

Es  giebt  eine  ganz  bestimmte  Berührungstransformation, 
welche  die  Gleichung  6'  =  0  invariant  lässt,  die  Form 

p'  =  p,     q'=q,     z'-^p'x'-^q'i/^Fip,  q,  z-^px  —  qy] 

besitzt  und  überdies  eine  beliebig  gegebene  Integralfläche  von 
5  =  0  in  einen  gegebenen  Punkt  des  Raumes  transformirt. 

Wenden  wir  nun  eine  solche  Berührungstransformation  auf 
eine  vorgelegte  algebraische  Developpable  und  eine  einge- 
schriebene algebraische  Integralfläche  an,  so  verwandelt  sich 
diese  Integralfläche  in  einen  Punkt,  die  algebraische  Developpable 
in  einen  algebraischen  Kegel  und  alle  anderen  eingeschriebenen 
algebraischen  Integralflächen  in  algebraische  Integralflachen, 
welche  in  den  besprochenen  Kegel  eingeschrieben  sind. 

In  mehr  elementarer  Weise  erkennt  man  die  Richtigkeit 
meiner  Behauptung  folgendermassen. 

£s  möge  eine  algebraische  Developpable  vorgelegt  sein  und 
die  Richtungscosinus  X,  Y,  Z  ihrer  Ebenen  als  algebraische 
Functionen  eines  Parameters  dargestellt  sein.  Es  seien  femer 
J,  Ij,  j  die  Coordinaten  der  Punkte  auf  der  Berührungscurve 
einer  vorgelegten  eingeschriebenen  Integralfläche,  und  dement- 
sprechend i\y  t;,,  j,,  die  entsprechenden  Grössen  für  irgend  eine 
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andere  eingeschriebene  algebraische  Integralfläche.    Wir  be- 
trachten j,  ^,  j,  Ji,  ^4,  j^  als  Functionen  von  t. 

Die  bekannte  algebraische  Integralfläche  wird  dargestellt 
durch 

und  dementsprechend  die  gesuchte  Fläche  durch 

Unsere  Annahme ,  dass  die  erste  Fläche    algebraisch  ist 
kommt  darauf  hinaus,  dass  die  beiden  Integrale 


/4''?'/t'''? 


algebraische  Functionen  von  t  sind.  Unsere  Forderung^  dass 
auch  die  neue  Integralfläche  algebraisch  sein  soll ,  läuft  darauf 
hinaus,  dass  auch  die  beiden  Integrale 


/y'^f"  /y''''' 


algebraische  Functionen  von  t  sein  sollen. 
Setzen  wir  nun 

so  deckt  sich  diese  Forderung  damit,  dass  die  Integrale 

St''''  fh^'' 

algebraische  Funelionen  von  t  sein  sollen. 
Nun  ist 

Xdic  +  Ydi^  +Zdi  =0 

und  in  Folge  dessen: 

Xd^+Ydrj  +  Zd^  =  Q  . 
Ferner  ist 

'■«{5 - i-.)  +  >'(>? -  V.)  +  Zii -  J.)  =  0  =  Xi+  Yfj  +  z? , 

lfft|h.-pb7s.  Classe  1892.  37 
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indem  jede  Tangentialebenen  unserer  Developpable  die  zugehörige 
Gerade  derselben  enthält. 

Endlich  erfüllen  die  RichtungscoefBcienten : 

der  Geraden  unserer  Developpablen  eine  gewisse  Relation : 


0 


--(ff) 


Berücksichtigen  wir  daher,  dnss  die  Gleichungen 

A'  Y  Z 


bestehen,  so  können  wir  unserem  Probleme  die  folgende  Gestalt 
geben : 

Man  soll  drei  GrUssen  ^,  i;,  ^,  welche  eine  gegebene  homogene 
(dgebraische  Relation  erfüllen^  in  allgemeinster  Weise  als  solche 
Functionen  des  Parameters  t  bestimmen ,  dass  die  beiden  Integrale 

J  ^drj^iidr^'   J  §drj.^t]d^     ' 

algebraische  Functionen  von  t  werden, 

Unsre  früheren  Kntwickelungen  zeigen,  dass  dieses  Problem 
darauf  hinauskommt,  alle  algebraischen  Flächen :  z  :=^F(x]-^0[y] 
zu  finden^  welche  in  einen  vorgelegten  algebraischen  Kegel 

^?  f ) = • 

eingeschrieben  sifuL 

2. 

Wir  zeigen  jetzt,  dass  sobald  eine  algebraische  Develop- 
pable vorgelegt  ist,  sich  sogleich  mindestens  eine  (bez.  oo')  ein- 
geschriebene algebraische  Integralflächen  angeben  lassen.  Gleich- 
zeitig erkennen  wir  mit  Berücksichtigung  der  Entwickelungen 
der  vorhergehenden  Nummer,  dass  sich  unser  ursprüngliches 
Problem  erledigen  lässt,  sobald  es  für  einen  Kegel  gelost  ist, 
dessen  Tangentialebenen  mit  den  Ebenen  der  gegebenen  Deve- 
loppablen parallel  sind. 
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Die  gegebene  Developpable  scbneidet  eine  Ebene  y  =  h 
=  Const.  nach  einer  Curve,  deren  Gleichungen  wir  uns  auf  die 
Form 

gebracht  denken.  Unsere  Developpable  schneidet  dementspre- 
chend eine  Ebene  x  =  a  nach  einer  Gurve,  deren  Gleichungen 
sein  mögen 

;5i  a-^=i4,(r)  =  «  ,     y  ^  B^[t)  ,     5=C,(r). 

Wir  können  dabei  ohne  Beschränkung  annehmen^  dass  die 
Tangente  im  Punkte  /  der  ersten  Curve,  die  Tangente  im  Punkte 
r  =  /  der  zweiten  Gurve  schneidet.  Dieser  Schnittpunkt  liegt 
selbstverständlich  auf  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  er  =  « 
und  y  =  b.  Die  hier  eingeftlhrte  Annahme  kommt  darauf  hinaus 
dass  die  Determinante 


(6) 


A,{t)-^A,(i)       B,(t)--B,{t)       C,(/)-a(/) 
dA,(t)  dB,(t)  dC,[t) 

dA,{t)  dB,(t)  dC,(t) 


=  0 


für  jeden  Werth  von  t  verschwindet.  Der  Leser  tibersieht,  dass 
die  Ebenen  unsrer  Developpablen  die  beiden  ebenen  Gurven 
(4)  und  (3)  jedesmal  in  Punkten  bertlhrt,  für  welche  f  ==  r  ist. 
Jeder  Yerbindungsgerade  von  zwei  solchen  zusammengehörenden 
Berührungspunkten  ist  daher  eine  geradlinige  Erzeugende  un- 
serer Developpablen. 

Ich  behaupte  nun,  dass  die  Gleichungen 

r     x  =  i{Ajt  +  A,T)  =  ^(A^fr+a) 
7)  y=l{B,t+B,T)  =  \[B,tp+b) 

{       Z=^{C,t+C^T) 

eine  algebraische  Integralfläche  darstellen,  welche  in  unsrc 
Developpable  eingeschrieben  ist. 

Da  die  beiden  ersten  Gleichungen  t  als  algebraische  Function 
von  Xj  T  als  algebraische  Function  von  y  bestimmen,  so  leuchtet 
unmittelbar  ein,  dass  unsre  Gleichungen  eine  algebraische  Inte- 
gralfläche von  5  =  0  darstellen.  Nun  aber  wird  die  Tangential- 
ebene dieser  Fläche  in  einem  Punkte  /  =  r  dargestellt  durch 
die  Gleichung 

37* 
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(8) 


A,t+A^t  BA  +  BA  CA  +  CA 

X 5 1 L-       y * 1 L-       z ' 2« 

2^2  2 


=  0, 


dA^t  ilB^t  dCj 

dA^t  dB^t  dC^t 

die  wegen  der  Gleichung  (6)  sowohl  durch  die  Substiiulion 

x=^A^t^     y=^B^t^     zr=C^t  , 

wie  durch  die  Substitution 

x  =  A^t,     y  =  B^t,    z  =  C^t 

identisch  befriedigt  wird.  Diese  Tangentialebene  enthält  somit 
diejenige  Gerade  unsrer  Developpablen,  welche  dem  Parameter 
t  entspricht.  Unsre  Tangentialebene  trifft  andrerseits  die  beiden 
ebenen  Curven  (4)  und  (5)  in  zwei  Punkten,  deren  Parameter  t, 
T  jedesmal  denselben  Zahlenwerth  haben.  Da  nun  aber  die 
zugehörige  Tangente  der  ersten  Curve  die  Richtungscoefficienten 

dA^t      dBj      dC^t 

und  die  Tangenten  der  zweiten  Curve  im  Punkte  r  =  ^  die 
Richtungscoefficienten 

dA^t      dB^t      dC^t 

besitzen,  so  leuchtet  ein,  dass  diese  beiden  Tangenten  mit  der 
Tangentialebene  (8)  parallel  sind,  ja  sogar  in  ihr  enthalten  sind. 

Unsre  Tangentialebene  (8)  der  Integralfläche  (7)  berührt 
somit  die  beiden  Curven  (4)  und  (5)  und  fällt  somit  zusammen 
mit  der  Ebene  t  der  gegebenen  Developpablen. 

Hiermit  ist  eine  in  die  vorgelegte  Developpable  eingeschriebene 
algebraische  Integralfläche  gefunden.  Da  diese  Fläche  von  den 
beiden  Parametern  a  und  b  abhängt,  so  liefern  die  vorhergehen- 
den Betrachtungen  im  Allgemeinen  oo'  verschiedene  Flächen. 

Es  ist  überdies  leicht,  noch  weitere  eingeschriebene  alge- 
braische Integralflächen  zu  finden.  Durch  eine  selbstverständ- 
liche Verallgemeinerung  der  vorangehenden  Betrachtungen  er- 
giebt  sich  nämlich,  dass  die  Formeln: 

[m  +  n]  0?  =  mA^  t  +  nA^t 
(m  +  n)  y  =  mB^  t  +  nB^T 
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jedenfalls  im  Aligemeiaen  oo^  verschiedene  eingeschriebene  alge- 
braische Integralflächen  darstellen,  welche  von  den  drei  Para- 
metern a,  bj  m  :n  abhängen. 

3. 

Unser  allgemeines  Problem  führten  wir  darauf  zurück,  alle 
algebraischen  Integralflächen  zu  bestimmen,  die  in  einen  vorge- 
legten algebraischen  Kegel  eingeschrieben  sind.  Es  ist  nun  sehr 
merkwürdig,  dass  es  uns,  sogar  durch  sehr  durchsichtige  Be- 
trachtungen gelingen  wird,  dieses  reducirte  Problem  vollständig 
zu  erledigen. 

Wir  denken  uns  also  jetzt  einen  algebraischen  Kegel  [K] 
vorgelegt,  dessen  Ebenen  mit  den  Ebenen  der  vorgelegten  De- 
veloppablen  (D)  parallel  sind.  Um  nun  algebraische  Integral- 
flächen zu  finden,  welche  in  K  eingeschrieben  sind,  benutze  ich 
eine  andere  algebraische  Developpable  />',  deren  Ebenen  eben- 
falls mit  den  Ebenen  von  D  parallel  sind.  Sodann  construire 
ich  nach  den  Regeln  der  Nummer  i  eine  in  Z>'  eingeschriebene 
algebraische  Integralfläche 


x  = 

y  = 

z  = 


{(Alt  +  Air) 
i(C;f  +  Cit) 


i(Alt  +  a) 
{{Biv  +  b) 


Sodann  betrachte  ich  die  Flache 


(9) 


X  =  Alt  —  i4;r  =  A^t  —  a 
y  =  B[t  —  J?;r  =  h  —  B'^T 

die  ofienbar  wiederum  eine  algebi^aische  Integralfläehe  ist.    Die 
Tangentialebenen  dieser  Fläche  längs  der  Curve  t  ==^ 

X  —  {Alt  —  Ait)    y  —  {B[t  —  B'^t)     z  —  {C[t—  Cit 
dA[t  dBlt  dC[t 

dA'^t  dBit  dCit 


0  = 


gehen  ofienbar  sämmtlich  durch  den  Coordinatenanfang,  denn 
durch  die  Substitution  x  =  y  =  z  =  0  in  die  vorangehende 
Gleichung  kommt  die  Relation 


/r 
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0  = 


Alt-^A^t      Bit  —  Bit       qt—Cit 
dA[t  dB[t  dC[t 

dAiJ  dB^t  dC^t 


die  (vgl.  (6))  identisch  besteht.  Ueherdies  leuchtet  ein,  dass 
unsre  oo*  Tangentialebenen  mit  den  oo'  Tangentialebenen 

x-^{(Alt  +  Ait)     y^^[Blt+Bit)    z--l{Clt+Cil 
0=  dA\t  dB[t  dC[t 

dAit  dBit  dCit 

der  Fläche  (7)  längs  ihrer  Gurve  /  =  t  parallel  sind.  Also  sind 
sie  auch  parallel  mit  den  Ebenen  der  Developpablen  D'  'oder  D). 

Es  liefern  daher  die  Gleichungen  (9)  eine  algebraische  Inle- 
gralfläche,  welche  eingeschrieben  Ist  in  den  Kegel  Ä'.  Und  in- 
dem man  alle  algebraischen  Developpablen  />'  nimmt,  deren 
Ebenen  mit  //s  Ebenen  parallel  sind,  erhält  man  jedenfalls  oo' 
algebraische  Integralflächen,  welche  in  den  Kegel  K  einge- 
schrieben sind. 

Es  stellt  sich  jetzt  mit  Nothwendigkeit  die  Frage,  ob  wir 
in  dieser  Weise  alle  in  K  eingeschriebenen  algebraischen  Inte- 
gralflächen erhalten. 

Diese  Frage  beantworten  wir  folgendermassen.   Seien 

y  =  B,t-^  B^T 

z  =    ^^t  —   I\  T 

die  Gleichungen  einer  ganz  beliebigen  algebraischen  in  A'  längs 
der  Curve  r  =  /  eingeschriebenen  Integralfläche.  Dann  stellen 
die  Gleichungen 

.T  = -ip/j  +  .i/^r) 

//  =^(B,l  +  B,T) 

z  =i{i\t  +  r,T) 

eine  Integralfläche  dar,  welche  algebraisch  ist  und  längs  ihrer 
Curve  t  =  T  eine  algebraische  Developpable  berührt,  deren 
Ebenen  mit  den  Ebenen  unseres  Kegels  parallel  sind. 

Die  Operationen  dieser  Nummer  geben  daher  alle  in  einen 
algebraischen  Kegel  eingeschriebenen  algebraischen  Integralflächen, 
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Durch  Verbindung  von  den  Ergebnissen  der  drei  voran- 
gehenden Nummern  erhalten  wir  das  folgende  merkwürdige 

Theorem.  Ist  eine  beliebige  algebraische  Developpable  D  vor^ 
gelegt,  so  ist  es  möglich ^  alle  in  sie  eingeschriebenen  Integral- 
flächen der  Gleichung  5  =  0  zu  finden.  Zu  diesem  Zwecke  con- 
struirt  man  zuerst  nach  den  Regeln  der  Nummer  1 ,  eine  in  D  ein- 
geschriebene algebraische  Integralfläche ^  sodann  eine  algebraische 
Inteffralßäche  F\  welche  in  einen  algebraischen  Kegel  K'  mit  paral- 
lelen Ebenen  eingeschrieben  ist.  Indem  man  sodarm  die  Flächen  F 
und  F*  nach  den  früher  angegebenen  Regeln  verbindet^  erhält  man 
eine  und  zwar  die  allgemeinste  Integralfläche,  welche  die  gestellten 
Forderungen  erfüllt, 

4. 

Die  vorhergehenden  Entwickelungen  beruhen  im  Grunde 
auf  meinen  Untersuchungen  über  Berührungstransformationen. 

Da  ich  gefunden  habe,  dass  jede  MoNGE-ÄMPfeRE'sche  Glei- 
chung, mit  zwei  intermediären  Integralen  für  jede  Charakteristik, 
durch  Berührungstransformalion  die  Form  5  =  0  erhalten  kann, 
so  dehnt  sich  die  vorhergehende  Theorie  ohne  weiteres  auf  eine 
grosse  Kategorie  von  partiellen  Differentialgleichungen  aus. 

Hierauf  gehe  ich  bei  dieser  Gelegenheit  nicht  näher  ein. 
Dagegen  dürfte  es  nothwendig  sein  ausdrücklich  hervorzuheben, 
dass  meine  Theorie  der  Functionengruppen  wirklich  alle  Be- 
rührungstransformationen liefert,  welche  eine  vorgelegte  Monge- 
ÄMPfiRE'sche  Gleichung  mit  vollständigen  intermediären  Inte- 
gralen invariant  lassen. 

Liegt  insbesondere  die  Gleichung  5  =  0  vor,  so  sind 

p  —  f[x)  =:  0     und     g  —  r/)  (y)  =:  0 
die  zugehörigen  intermediären  Integrale.   Setzen  wir  nun 

X  =  x^  ,     y  =  x^ ;     z  =^  x^  , 

SO  gehtfren  unsre  intermediären  Integrale  zu  den  Functionen- 
gruppen 

p,  JE,  p,     und    ;j,  o-,  p,  . 
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Die  gesuchten  Berührungstransformationen  bilden  eine 
unendliche  Gruppe,  welche  alle  Berührungstransformationen  um- 
fasst;  die  entweder  unsre  beiden  Functionengruppen  invariant 
lassen  oder  diese  Gruppen  vertauschen. 

Diese  unendliche  Gruppe  enthält  eine  continuirliche  Unter- 
gruppe, die  man  findet,  indem  man  canonische  Formen 

^l  ^4  '^3  -^t  ^i  ^i 

unsrer  reciproken  Gruppen  sucht  und  sodann 

^k  =  h     Pk  =  h 
setzt.   Hierzu  kommt 

a/|  "—  Oxj  ,      *Oj  -^—  Oj^  ,       u^j  —  o- j 
Px=V[i      Vt=Pl.       Pz=Pl  • 

Besitzt  eine  HoNGE-ÄMPfeRB^sche  Gleichung  zwei  intermediäre 
Integrale  X,,  X,,  die  in  Involution  liegen  und  zu  derselben  Cha- 
rakteristik gehören,  so  giebt  es  ein  drittes  derartiges  Integral  X,. 
Dann  bestimmen  Gleichungen  von  der  Form 

^k  =  h  (^i  ^«  ^^) 

die  allgemeinste  Berührungstransformation,  welche  unsre  Glei- 
chung invariant  lassen. 

Die  von  Herrn  Vivanti  in  neuerer  Zeit  angestellten  Unter- 
suchungen über  Berührungstransformationen  subsumiren  sich 
als  ganz  specielle  Fälle  unter  meinen  älteren  allgemeinen 
Theorien. 

Theil  IL 

Unter  den  partiellen  Differentialgleichungen  giebt  es  gewiss 
keine,  die  ein  grösseres  Interesse  darbietet,  als  die  Gleichung 
der  Functionentheorie 

Es  ist  längst  bemerkt  worden,  dass  diese  Gleichung  durch  Ein- 
führung der  unabhängigen  Veränderlichen 

X  ^=n  -{-  iv  j     y  =  u  —  iv 
die  Form 

r-^T  =  0  =  6 
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erhalt  und  somit  die  Integralgleichung 

5  =  P{x)  +  a)(y)  =  F{u  +  iv)  +  a)(u  —  iv) 
besitzt. 

Die  vielseitigen  Untersuchungen  der  Functionentheoretiker 
über  diese  Gleichung  sind  jetzt  allgemein  bekannt  und  haben 
in  neuerer  Zeit  merkwürdige  Untersuchungsrichtungen  ge- 
schaffen, die  sich  überhaupt  auf  Laplacb's  lineare  Differential- 
gleichungen beziehen :  ich  denke  hier  einerseits  an  Darbovx's 
andrerseits  an  Pigard's  schöne  Untersuchungen. 

In  norwegischen  Zeitschriften  habe  ich  selbst  im  Laufe  der 
Jahre  einige  originale  Untersuchungen  über  lineare  partielle 
Differentialgleichungen  veröffentlicht,  welche  gewiss  mehr  Auf- 
merksamkeit verdienen,  als  sie  bis  jetzt  gefunden  haben. 

So  veröffentlichte  ich  z.  B.  im  Jahre  \  881  im  sechsten  Bande 
des  norwegischen  Archivs  eine  Transformationstheorie  der  line- 
aren partiellen  Differentialgleichungen 

A{xy)r+B{xy)s  +  Ct  +  Dp  +  Eq+Fz  =  0  , 

prüciser  gesagt,  ich  bestimmte  alle  derartigen  Gleichungen,  die 
eine  continuirliche  Gruppe  gestatten ,  und  reducirte  gleichzeitig 
alle  diese  Gleichungen  auf  canonische  Formen.  Diese  meine 
Arbeiten  lieferten  u.  A.  den  Ausgangspunkt  für  Darboux^s  und 
Appel's  bemerkenswerthe  Untersuchungen  über  die  beiden  Glei- 
chungen 

S  H q  -f-  7 r^  .  J5  =  0 

und 

r  +  qf  =  0  . 

Darboux's  und  Appbl's  Arbeiten  über  diese  Gleichungen  er- 
schienen in  den  Jahren  1882,  1883  und  48921). 


4)  Herr  Appcl  hat  neuerdigs  darauf  hingewiesen,  dass  lineare  DilTe- 
rentialgleichungen 

die  eine  infinitesimale  Transformation 

gestatten,  in  lineare  Gleichungen  mit  constanten  Coefficienten  transformirt 
werden  können.  Ich  erlaube  mir  hervorzuheben,  dass  diese  interessante 
Bemerkung  von  mir  herrührt. 
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Meine  Theorie  der  Functionengruppen  gab  mir  ferner  eine 
ganz  neue  und  vollsländifje  Classification  aller  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen 

rt  "-  s^  +  A  r  +  Bs  +  et  +  D  =  0  , 

die  ein  oder  mehrere  intermediäre  Integrale  erster  Ordnung  be- 
sitzen. Hierdurch  wurden  einerseits  bekannte  Untersuchungen 
von  Ampere  und  Imschenbtsry  nicht  allein  vereinfacht ^  sondern 
auch  vervollständigt  und  verallgemei^iert.  Auf  diese  meine 
Classification,  die  sich  übrigens  auf  n  Dimensionen  ausdehnt, 
begründete  ich  bemerkenswerthe  neue  Integrationsmethoden 
für  partielle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  die  inter- 
mediäre Integrale  ei^ster  Ordnung  besitzen'-).  Besonders  wichtig 
ist  meine  Theorie  derjenigen  MoNGE-AMPfeRE'schen  Gleichungen 
zweiter  Ordnung  mit  zwei  verschiedenen  Charakteristiken,  welche 
für  jede  Charakteristik  zwei  intermediäre  Integrale  besitzen.  Es 
ergab  sich,  dass  es  zur  Integration  einer  solchen  Gleichung 
zweiter  Ordnung  hinreicht,  für  jede  Charakteristik  ein  interme- 
diäres Integral  erster  Ordnung  zu  finden;  sind  solche  Integrale 
gefunden,  so  genügt  es,  eine  Anzahl  Quadraturen  auszuführen. 

Ich  habe  dieses  Beispiel  herangezogen,  um  die  Unrichtigkeit 
einer  Ansicht  zu  illustriren,  die  neuerdings  in  einer  Schrift  eines 
sehr  hervorragenden  Mathematikers  hervorgetreten  ist.  In  dieser 
Schrift  wird  u.  A.  etwa  gesagt,  dass  auf  Transformatioustheorien 
sich  keine  wesentlich  neuen  Integrationsmethoden  gründen  lassen. 
Ich  habe  eine  entgegengesetzte  Ansicht.  Meine  Integrationstheorie 
der  MoNGB-AMPl^RE'schen  Gleichung  mit  zwei  intermediären  In- 
tegralen für  jede  Charakteristik  beruht  auf  meiner  Theorie  der 
Berührungstransformationen,  und  Niemand  wird  leugnen,  dass 
diese  meine  Integrationstheorie  neu  ist  und  wesentlich  mehr 
leistet  als  die  älteren  Theorien  leisten  konnten. 

Ich  behalte  mir  vor,  auf  diesen  Punkt  bei  einer  anderen 
Gelegenheit  tiefer  einzugehen.    Nach  meiner  Ansicht  liegt  die 


i)  Meine  ;Seite571j  besprochene  Arbeit  aus  dem  Jahre  4881  giebt  ver- 
einigt mit  meinen  Untersuchungen  über  Differentialinvarianten  die  Grund- 
lage für  eine  vollständige  Transformationstheorie  der  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen. Beitrüge  zu  dieser  Theorie  hat  besonders  Darboux  ge- 
liefert. Mit  einigen  hierher  gehörigen  Fragen  beschäftigte  sich  Pfannenstiel 
im  Jahre  1882. 

i.  Diese  Untersuchungen  sind  bis  jetzt  nur  Iheihveise  veröffentlicht 
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fundamentale  Bedeutimg  meiner  Gruppentheorie  in  erster  Linie 
darin,  dass  sich  auf  sie  neue  Integrationstheorien  gründen  lassen. 
Nicht  allein  meine  eigenen  Untersuchungen,  sondern  auch  die 
schönen  Arbeilen  von  Ralphen,  Pigard  und  Vessiot  geben  Bei- 
spiele für  die  Richtigkeit  meiner  Auffassung. 

Hoffentlich  wird  es  mir  einmal  gelingen,  eine  vollständige 
Classification  aller  Monge -Amphre^ sehen  Gleichungen  durchzu- 
führen, welche  eine  endliche  oder  unendliche  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen gestatten.  Dieses  Problem  ist  schwer ; 
ich  glaube  indess  Methoden  zu  besitzen,  die  mir  gestatten  wer- 
den, es  vollständig  zu  erledigen.  Eine  Reihe  specieller  Unter- 
suchungen in  dieser  Richtung  habe  ich  schon  längst  durchge- 
führt und  auch  theilweise  veröffentlicht.  Ist  dieses  Problem 
erledigt,  so  wird  es  möglich  sein,  eine  vollständige  Invarianten- 
theorie der  Monge -Ampere^  sehen  Gleichungen  gegenüber  allen 
Berühnngstransformationen  zu  entwickeln. 

Selbstverständlich  dehnen  sich  diese  Gesichtspunkte  auf 
andere  Classen  von  partiellen  Differentialgleichungen  aus^). 

RiBALCOuR  und  BiANGHi  gaben  seinerzeit  eine  bemerkenswerthe 
Methode  zur  Ableitung  neuer  Flächen  constanter  Krümmung  aus 
einer  gegebenen  derartigen  Fläche.  Ich  habe  später  durch  schwie- 
rige Untersuchungen  streng  bewiesen,  dass  man  in  dieser  Weise 
durch  fortgesetzte  Operationen  oo""  Flächen  constanter  Krüm- 
mung erhält.  Merkwürdigerweise  ist  es  der  Aufmerksamkeit  der 
Herren  BiANGHi ,  Darboix  und  Bägklund  vollständig  entgangen, 
dass  ich  hiermit  einen  ausserordentlich  wichtigen  Beilrag  zu 
dieser  Theorie  geliefert  habe.  Die  Bemerkung,  dass  die  Anwen- 
dung dieser  Methode  auf  die  Rotationsfläche  constanter  Krüm- 
mung eine  Reihe  Flächen  constanter  Krümmung  mit  algebraischen 
Krümmungslinien  liefert,  gehört  ebenfalls  mir. 

Im  Uebrigen  bemerke  ich  dass  man  die  Bemerkung,  dass 
man  Orthogonalsysteme  mit  oo'  Flächen  constanter  Krümmung 
finden  kann,  die  von  einer  arbiträren  Function  abhängen,  mit 
einem  Federstrich  aus  meinen  Sätzen  ableiten  kann. 


\)  Giebt  es  partielle  Differentialgleichungen  Fixyzpqrsi,  =  0, 
welche  eine  unendliche  Gruppe  gestatten  und  die  MoNOE-AMPK.RE'sche  Form 
nicht  besitzen? 
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Theil  III. 

Das  Problem  alle  Hinimalflächen  zu  bestimmen  kommt, 
wie  bekannt,  darauf  hinaus,  alle  Flüchen  zu  finden,  deren  Ilaupl- 
tangenten  in  jedem  Punkte  harmonisch  hinsichtlich  der  beiden 
Tangenten  liegen,  die  den  Kugelkreis  treffen. 

Indem  ich  nun  bemerkte,  dass  alle  Geraden,  die  den  Kugel- 
kreis treffen ,  einen  Liniencomplex  bilden ,  sah  ich  mich  schon 
langst^)  dazu  veranlasst,  das  folgende  allgemeine  Problem  zu 
stellen : 

Gegeben  ist  ein  irreducibleroder  zerfallener  Liniencomplex. 
Es  werden  alle  Flächen  gesucht,  welche  in  dem  Sinne  hinsichüidi 
des  Complexes  conjugirt  sind,  dass  fUr  jeden  Punkt  die  Haupt- 
tangenten hinsichtlich  zwei  Complextangenten  conjugirt  sind. 

Jedes  derartiges  Problem  findet  seinen  analytischen  Aus- 
druck in  einer  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

Rr  +  Ss+Tt  =  0. 

Dieses  allgemeine  und  hervorragend  wichtige  Problem  ist 
in  neuerer  Zeit  von  mehreren  Geometern  aufs  Neue  formulirt 
worden.  DemgegentLber  erlaube  ich  mir  festzustellen,  dass  es 
zuerst  von  mir  aufgestellt  worden  ist.  Soweit  mir  bekannt,  bin 
ich  der  Einzige,  der  dieses  Problem  sogar  für  eine  Reihe  specieller 
Fälle  gelöst  habe. 

Ich  bemerkte  zunächst,  dass  mein  Problem,  sobald  der  be- 
treffende Liniencomplex  aus  allen  Treffgeraden  einer  ebenen 
Curve  C  besteht,  dadurch  gelöst  wird,  dass  man  die  Gurve  C 
ins  Unendliche  verlegt  und  sodann  alle  Translationsflächen  con- 
struirt,  deren  erzeugende  Curven  dem  besprochenen  Linien- 
complexe  angehören. 

Ich  löste  ferner  mein  allgemeines  Problem  für  den  tetrae- 
dalen  Liniencomplex.  Zu  diesem  Zwecke  brachte  ich  die  Glei- 
chung des  Kugelkreises  auf  die  Form 

(a  -  6)  (/|  d,;  +  (ft  —  c)  dl/  dC  +  (c  -  a)  dU§  =  0  , 
setzte  sodann 
(A)  f  =  logcc,     »;=logy,    t  =  logs 


1)  Synthetisch -aDalytische  Untersuchungen  über  Minimalfiächen. 
Archiv  for  Math.  Christiana  4  877.  Vgl.  auch:  Kurzes  Resum6.. .  Ges.  d.W. 
zu  Christiania  4873. 
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uud  erhielt  so  die  Differentialgleichung 

(a  —  b)zdxdy'\-  [b  —  c)xdy  dz-\'  {c  —  a)ydz dx=^Q  , 

welche  mit  der  Gleichung 

bdy(xdz —  z  da?) +  cc/ jsfydcc  —  xdy)-\'adx{zdy  —  ydz)  =  0 

äquivalent  ist  und  somit  einen  Liniencomplex  zweiten  Grades, 
und  zwar  einen  tetraedralen  Complex  darstellt.  Ich  fand  nun, 
dass  die  Gleichung  jeder  Minimalfläche 

durch  die  Substitution  (A)  eine  Fläche 

ß(loga?,  logy,  log^f)  =  0 

liefert,  welche  hinsichtlich  des  betreffenden  tetraedralen  Com- 
piexes  conjugirt  ist.  In  dieser  Weise  fand  ich  alle  Integralflächen 
der  betreffenden  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung, welche  nicht  gleichzeitig  dem  singulären  intermediären 
Integral  genttgen.  Diese  Flächen  gestatten  eine  schöne  geome- 
trische Erzeugung,  wie  ich  schon  im  Januar  1870  in  den  Göttinger 
Nachrichten  angedeutet  habe.  Nimmt  man  nämlich  zwei  sich 
schneidende  Curven  c  und  /r,  deren  Tangenten  dem  tetraedralen 
Complexe  angehören  und  führt  sodann  auf  c  alle  oo^  projective 
Transformationen  aus,  welche  das  Fundamentaltetraeder  inva- 
riant lassen  und  dabei  den  Schnittpunkt  der  Curven  c  und  A:  in 
irgend  einen  anderen  auf  A:  gelegenen  Punkt  überfuhren,  so  er- 
zeugen die  erhaltenen  Curven  eine  Fläche,  welche  hinsichtlich 
unsres  tetraedralen  Complexes  conjugirt  ist.  Diese  Fläche  ent- 
hält überdies  oo*  Curven,  welche  mit  k  hinsichtlich  des  Funda- 
mentaltetraeders projectiv  sind. 

Die  hier  gegebene  geometrische  Integration  unsrer  parti- 
ellen Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  bleibt  noch  gültig, 
wenn  das  Fundamentaltetraeder  ein  ausgeartetes  ist. 

Diese  Flächenkategorien  haben  viele  schöne  geometrische 
Eigenschaften,  die  ich  früher  nur  flüchtig  angedeutet  habe.  Doch 
habe  ich  wiederholt  hervorgehoben ,  dass  die  Haupttangenten- 
curven  dieser  Flächen  immer  bestimmt  werden  können.  Dies 
beruht  darauf,  dass  auf  jeder  derartigen  Fläche  die  beiden 
Schaaren  Haupttangentencurven  sowie  die  beiden  Schaaren 
Curven,  welche  unsrem  tetraedalen  Complexe  angehören,  sogar 
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drei  gemeinsame  infinitesimale  Transformationen  geslatten.  Liegt 
eine  solche  Fläche  vor,  so  fallen  überdies  die  beiden  Quadraturen^ 
welche  zunächst  zur  Bestimmung  der  beiden  zuletzt  besprochenen 
Curvenschaaren  erforderlich  sind,  einfach  weg. 

Indem  wir  uns  nun  wieder  zu  meinem  allgemeinen  Problem 
wenden,  bemerke  ich,  dass  ich  dasselbe  auch  für  den  Fall  ge- 
löst habe,  dass  der  Liniencomplex  in  einen  allgemeinen  linearen 
Complex  und  in  einen  speciellen  linearen  zerfallt,  dabei  voraus- 
gesetzt, dass  die  Äxe  des  speciellen  Complexes  dem  allgemeinen 
linearen  Complexe  angehört.  Ich  erhielt  ^i  die  Lösung  dieses 
Problems,  indem  ich  auf  alle  Minimalflächen  meine  schöne  Be- 
rührungstransformation anwandte,  welche  die  Minimalgeraden 
und  die  Punkte  des  Raumes  in  die  Punkte  und  die  Geraden  eines 
linearen  Complexes  eines  zweiten  Raumes  überführt.  Bei  dieser 
Berührungstransformation  gehen  die  Minimalflachen  über  in 
Flachen,  welche  zu  zwei  linearen  Complexen  in  der  bespro- 
chenen Beziehung  stehen. 

Da  ein  (etraedaler  Complex  zerfallen  kann  in  den  Inbegrifl^ 
aller  Geraden,  welche  die  eine  unter  zwei  windschiefen  Geraden 
schneiden,  so  konnte  ich  ebenfalls  alle  Flachen  angeben,  welche 
hinsichtlich  eines  Complexes  eonjugirt  sind,  die  aus  zwei  spe- 
ciellen linearen  Complexen  besteht.  Wenn  die  Axen  dieser 
beiden  speciellen  linearen  Complexe  sich  schneiden,  so  erhält 
man  die  Integralflächcn  der  Gleichung  5  =  0,  welche  übrigens 
direct  aus  den  Minimalflacheu  hervorgehen,  wenn  der  Rugelkreis 
in  ein  Geradenpaar  zerfallt. 

Für  alle  hier  betrachteten  partiellen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  gilt  das  allgemeine  Gesetz,  dass  auf  jeder  Inte- 
gralflache die  beiden  Schaaren  von  Haupttangentencurven  und 
die  beiden  Schaaren  von  Complexcurven  drei  gemeinsame  in6- 
nitesimale  Transformationen  gestatten. 

Wendet  man  meine  Berührungstransformation,  welche  Ge- 
rade in  Kugeln  umwandelt,  auf  mein  früher  besprochenes  all- 
gemeines Problem  an ,  so  erhalt  man  ein  äquivalentes  ebenfalls 
wichtiges  Problem,  das  ich  folgendermassen  formulire. 

Ist  ein  kuffelcomplej'  vorgelegt,  so  wird  eine  vorgelegte 
Flache  in  jedem  Punkte  von  gewissen  etwa  m  Kugeln  des  Com- 


1)  Vgl.  meine  Arbeit  Synthetisch  -  analytische  UntersuchungeD  über 
Minimainöchen.   Archiv  for  Malh.  Bd.  2,  4877,  §  -1. 
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plexes  berührt.  Liegen  unter  diesen  m  Kugeln  jedesmal  zwei 
harmonisch  zu  den  beiden  zugehörigen  KrUmmungskugeln  der 
Flache,  so  erfüllt  diese  Fläche  eine  gewisse  partielle  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung ,  deren  Integralflachen  durch  diese 
Eigenschaft  definirt  sind. 

Meine  obenstehenden  Betrachtungen  gestatten  nun  ohne 
weiteres,  dieses  allgemeine  Problem  für  eine  Reihe  specieller 
Fälle  zu  erledigen. 

Besteht  der  Complex  aus  lauter  congruenten  Kugeln^  also 
aus  Kugeln,  deren  Radius  r  durch  die  Gleichung 

r*  =  a*  =  Const. 

gegeben  ist,  so  erhält  man  die  partielle  Differentialgleichung  der 
Flächen  constanter  Krümmung. 

Betrachtet  man  dagegen  den  zerfallenen  Kugelcomplex,  der 
aus  allen  Punkten  und  Ebenen  des  Raumes  besteht,  so  erhält 
man  die  partielle  Differentialgleichung  der  Minimal/lachen. 

Ich  habe  gezeigt,  dass  jede  continuirliche  Gruppe  mehrere 
Reihen  von  Differentialinvarianten  liefert. 

Betrachtet  man  z.  B.  die  endliche  continuirliche  Gruppe  aller 
Bewegungen  des  Euklidischen  Raumes : 

K    K    K 

bx^     öy'     bz 

hf  hf  bf  bf  h[  hf 

y'öli""*'^d//'      ^hy^^bz'     •'^^^"■''öir  ' 

so  kann  man  die  zugehörigen  Differentialinvariantcn  von  Curven 
suchen.  Bezeichnet  man  nun  mit  q  und  t  den  Krümmungsradius 
und  Torsionsradius,  sowie  durch  s  die  Bogenlänge,  so  sind 

dg      dr   d*g 
^'     '   ds  '    ds    ds^ 

die  gesuchten  Differentialinvarianten.  Meine  allgemeine  Inte- 
grationtheorie ^)  eines  vollständigen  Systems  mit  bekannten  infini- 


•  1)  Herrn  Goursat's  Resiillale  hinsichtlich  Curven  des  vierfach  ausge- 
dehnten Raumes,  deren  drei  Krümmungen  gegebene  Functionen  der  Bogen- 
länge sind,  waren  früher  von  mir  angegeben  worden  (vgl.  Ges.  d.  W.  zu 
Christiania,  4  882). 
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tesimalen  Transformationen  erklärt  die  von  Hoppe  und  mir  er- 
haltenen Resultate  hinsichtlich  der  Bestimmung  aller  Gurven, 
deren  Krümmung,  Torsion  und  Bogenlönge  durch  eine  oder  zwei 
gegebene  Relationen  gebunden  sind. 

Sucht  man  andererseits  die  Differentialinvarianten  der  Flä- 
chen gegenüber  der  Euklidischen  Bewegungsgruppe,  so  erhalt 
man  zunächst  die  beiden  Hauptkrttmmungsradien 

R^  und  fi,  , 

sodann,  wie  ich  in  meinen  Vorlesungen  immer  hervorhebe,  vier 
Grössen  dritter  Ordnung 

hR^^  dR^   ÖÄ,  hR^  , 

bs^     ds^    hs^    hs^   ' 

in  den  soeben  geschriebenen  Formeln  bedeuten  s^  und  s^  die 
Bogenlängen  der  Rrümmungslinien. 

Die  einzigen,  nicht  singulären  invarianten  Differentialglei- 
chungen sind  die  von  Weingarten  betrachteten  Gleichungen 

Es  hat  ein  gewisses  Interesse,  diese  Betrachtungen  auf  die 
Gruppe  der  Nichteuklidischen  Bewegungen  auszudehnen. 

Wir  denken  uns  also  gegeben  eine  Fläche  zweiten  Grades 
im  dreifachen  Räume  und  ihre  sechs  projectiven  infinitesimalen 
Transformationen  aufgestellt. 

Diese  Gruppe  liefert  für  Flächen  zwei  unabhängige  Diffe- 
rentialinvarianten Jj  3  zweiter  Ordnung,  vier  von  dritter  Ord- 
nung, fünf  von  vierter  Ordnung  u.  s.  w. 

Es  ist  nun  leicht,  diese  Differentialinvarianten  zu  bestimmen 
oder  jedenfalls  begrifflich  zu  deuten. 

Unsere  Fläche  zweiten  Grades  bestimmt  eine  Nichteukli- 
dische Geometrie  in  dem  von  Riemann,  Beltrahi  und  Klein  an- 
gegebenen Sinne.  Dehnt  man  nun  den  Begriff  Krümmungskugel 
auf  diese  Geometrie  aus,  wie  Darboux  näher  ausgeführt  hat, 
so  hat  jede  Fläche  in  jedem  Punkte  zwei  Krümmungskugeln.  An- 
drerseits haben  die  Kugeln  eine  Invariante.  Es  lassen  sich  die 
Invarianten  /  und  3  wählen  als  die  Pseudokrümmungsradien 
unserer  Fläche. 

Die  allgemeinste  invariante  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung,  die  nicht  etwa  singulär  ist,  hat  daher  die  Form 

ß(y3)  =  0  . 
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Hierher  gehört  die  Differentialgleichung  aller  Flächen,  deren 
Haupttangenten  hinsichtlich  der  Fläche  zweiten  Grades  ein  con- 
stantes  Doppelverhältniss  haben. 

Hierher  gehört  andererseits  eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung,  deren  Integralflächen  dadurch  charakterisirt 
sind,  dass  ihre  sämmtlichen  Haupttangentencurven  linearen  Com- 
plexen  angehören. 

Die  Entwickelungen  des  ersten  Theiles  dieser  Abhandlung 
geben,  mit  dem  Principe  der  Dualität  verbunden,  ein  neues  Re- 
sultat, das  ein  hervorragendes  selbständiges  Interesse  darbietet: 

Satz.  Ist  eine  beliebige  algebraische  Raumcurve  vorgelegt,  so 
giebi  es  oo*  hindurchgehende  Integralflächen  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

welche  algebraisch  sind.     Es  ist  immer  möglich  alle  diese 
Flächen  zu  finden. 

Der  Beweis  beruht  darauf,  dass  die  Gleichung  ^  =  0  die 
dualistische  Transformation  gestattet. 
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Socieldtum  litterae.  Verzeicbniss  der  in  d.  Publikationen  der  Akademien 
u.  Vereine  aller  Länder  erscheinenden  Etnzelnarbeiten  auf  d.  Ge- 
biete d.  Naturwissenschaften.  Im  Auftrage  des  Naturwissenschaft!. 
Vereins  für  den  Reg.-Bezirk  Frankfurt  herausgeg.  von  Ernst  Huth 
u.  Arthur  Hering.  Jahrg.  5(4  894),  No.  1—12.  Jahrg.  6  (4892),  No.«— 8. 
Berlin  d.  J. 

Jahrbuch  für  d.  Berg-  und  Hüttenwesen  im  Königreich  Sachsen  auf  d.  Jahr 
1892.  Freiborg  d.J. 

Achlundzwanzigster  Bericht  der  Oberhessischen  Gesellschaft  t.  Natur-  und 
Heilkunde.  Glossen  1892. 

Verzeicbniss  d.  Vorlesungen  auf  der  Grossherz.  Hessischen  Ludwigs-Uni- 
vers.  zu  Glossen,  Sommer  1892,  Winter  1892/93;  Personalbestand 
W.  1891/92,  S.  1892.  —  Riegel,  Franz,  Die  Lehre  von  der  Herz- 
irregularität und  Incongruenz  in  der  Thätigkeit  der  beiden  Herz- 
bälften  (Gratulationsschrift)  Giessen  1891.  —  Siebeck,  Herrn.,  Bet- 
träge zur  Entstehungsgeschichte  der  neueren  Psychologie  (Progr.). 
Giessen  1891.  —  Siebeck^  Herrn.,  Über  die  Lehre  vom  genetischen 
Fortschritte  der  Menschheit  (Akad.  Rede). —  Giessen  1892.  28  Disser- 
tationen vom  J.  1891/92. 

Neues  Lausitzisches  Magazin.  Im  Auftrag  d.  Oberlausitz.  Gesellsch.  d. 
Wissensch.  herausgeg.  von  R.  Jecht.  Bd.  67,  H.  2.  Bd.  68,  H.  1. 
Görlitz  1891.92. 

Abhandlungen  der  Königl.  Gesellschaft  d.  Wissenschaften  zu  Göttingen. 
Bd.  37,  vom  Jahre  1891.  Göttingen  d.  J. 

Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der 
Georg-Augusts-Universitätaus  d.  J.  1891.  No.1^11.  Göttingen  d.J. 

Astronomische  Mittheilungen  von  der Kgl.  Sternwarte  zuGöttingen.  Heraus- 
geg. V.  Wilh.  Schur,  Tb.  2.  (Gedruckt  auf  Kosten  der  Kgl.  Gesell- 
schaft d.  Wissensch.  zu  Göttingen).    Göttingen  1891 . 

Wilhelm  Weber's  Werke.  Herausgeg.  von  d.  Kgl.  Gesellschaft  d.Wissensch. 
zu  Göttingen.  Bd.  1.  2.  Berlin  1892. 

Pertsch,  W.,  Die  arabischen  Handschriften  in  der  herzogl.  Bibliothek  zu 
Gotha.    Bd.  5.  Gotha  1892. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  und  Landesschule  zu  Grimma  über  d.  Schul- 
jahr 1891/92.  Grimma  1892. 

Leopoldina.  Amtl.  Organ  d.  kais.  Leopoldinisch-Carolinisch  deutschen  Akad. 
der  Naturforscher.  H.  XXVII,  No.  21— 24,  H.  XXVHI,  No.  1—20. 
Halle  1891.  92. 

Abhandlungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle.  Bd.  17,  H.  3.4, 
Bd.  18,  H.  1.   Halle  1892. 

Berichte  über  die  Sitzungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle  i. 

J.  1888— 1891.   Halle  1891/92. 
Zeitschrift  für  Naturwissenschaften.    Originalabhandlungen  u.  Berichte. 

Hrsg.  vom  Naturwiss.  Verein  f.  Sachsen  und  Thüringen  in  Halle. 

S.Folge  Bd.  2,  (d.  ganzen  Reibe  64.  Bd.),  H.  4—6.  Bd.  3,  (d.  ganzen 

Reihe  65.  Bd.),  H.3— 5.  Halle  1891.  92. 
40.  und  41.  Jahresbericht  d.  Naturbistorischen  Gesellschaft  zu  Hannover 

f.  d.  Geschäftsjahre  1889/90  vu  1890/91.    Hannover  1892. 
Neue  Heidelberger  Jahrbücher.     Herausg.  vom  Histor.- philosophischen 

Vereine  zu  Heidelberg.  Jahrg.  2,  Heft  1.  2.  Heidelberg  1892. 
Verhandlungen  des  Naturhist.-mediciniscben  Vereins  zu  Heidelberg.  N.  F. 

Bd.  4,  H.  5,  Heidelberg  1892. 
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Engler,  C,  Der  Steio  der  Weisen  (Festrede).  Karlsruhe  4889.  —  Schrö- 
der, Ernst,  Ober  das  Zeichen  (Festrede);  das.  1890.  —  Wtener,  Cstph. 
Die  Freiheit  des  Willens  (Festrede);  das.  1891.  —  Programm  der 
Technischen  Hochschule  in  Karlsruhe  f.  1893/93. —  Festgabe  zum 
Jubilttum  der  40-jährigen  Regiernng  des  Grossherzogs  von  Baden. 
Karlsruhe  1892.  —  39  Dissertationen  a.  d.  J.  1870 — 92. 

Ghronikd.Universitätzu Kiel  f.d.  J.  1890/91 .  1891/92.  Ktell 802.— Verzeich- 
niss  der  Vorlesungen.  Winter  1 891/92,  Sommer  1 892. —  Blast,  Frdr. , 
Die  Entdeckungen  auf  d.  Gebiete  d.  klassischen  Philologie  i.  J.  1891. 
(Rede).  Kiel  1892. —  Bruns^  Ivo.,  De  Dione  Chrysostomo  etArisiotele 
critica  etexegetica  (Progr.);  das.  1892.  —  Hänel,  ÄW.,  Das  Kaiser- 
thum  (Rede);  das.  1&92.  —  Lüdeling,  G,,  Erdmagneiische  Messungen 
im  physikalischen  Institut  der  Universität  Kiel;  das.  1891. —  Porträts 
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Ergebnisse  der  Beobachtungsstationen  an  den  deutschen  Küsten  über  die 
physikalischen  Eigenschaften  der  Ostsee  u.  Nordsee  u.  die  Fischerei. 
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Reinke,  J.,  Atlas  deutscher  Meeresalgen.  Im  Auftr.  des  K.  Preuss.  Ministe- 
riums f.  Landwirthschaft,  Domänen  u.  Forsten  herausg.  im  Interesse 
d.  Fischerei  von  d.  Commission  z.  wissensch.  Untersuch,  d.  deut- 
schen Meere.  Heft  2,  Lief.  3 — 5.  Berlin  1 892. 

Pubiicationen  der  Kgl.  Sternwarte  in  Kiel,  hsg.  v.  A.  Krüger.  VII.  {Lamp,  E,, 

Der  Brorsen'sche  Comet.  Th.  1).  Kiel  1892. 
Schriften  des  Naturwissenschaftl.  Vereins  f.  Schleswig- Holstein.  Bd.  2 — 7, 

Bd.  8,  H.  1.  Bd.  9,  H.  2.  Kiel  1877—92. 

Schriften  der  physikalisch -ökonomischen  Gesellschaft  zu  Königsberg. 
Jahrg.  32  (1891).  Königsberg  d.  J. 

Beiträge  zur  Naturkunde  Preussens.  Herausg.  v.  d.  physikalisch-ökonom. 
Gesellschaft  zu  Königsberg.  6.7.   Königsberg  1890. 

Hühenschichten-Karte  Ost-  und  Westpreussens.  Section  Bromberg-Marien - 
Werder,  Sect.  Danzig,  Sect.  Königsberg.  3  Karten.—  Jentzsch,  Kurze 
Begleitworte  zur  Höhenschichten  -  Karte  Ost-  und  Westpreussens. 
Herausg.  v.  d.  physikalisch-ökonom.  Gesellschaft  zu  Königsberg. 
Königsberg  1892. 

Vicrteljahrsschrift  der  Astronom.  Gesellschaft.  Jahrg.  26,  H.  4.  Jahrg.-  27, 
H.  1—8.  Leipzig  1891.  92. 

Catalog  der  Astronomischen  Gesellschaft.  Abth.  I.  Catalog  d.  Sterne  bis  zur 
9.  Grösse  zwischen  80°  nördl.  u.  2°  südl.  Declin.  f.  d.  Aequinoctium 
1 875.  Stück  5 :  Zone  -|-  50  ®  bis  -|-  55  ®,  beobachtet  auf  der  Sternwarte 
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Zeitschrift  des  Vereins  für  Lübeckische  Geschichte  und  Alterthumskunde. 
Bd.  6,  H.  3.  Lübeck  1892. 

Jahresbericht  und  Abhandlungen  des  Naturwissenschaftlichen  Vereins  zu 
Magdeburg.  1891.  Magdeburg  1892. 

Jahresbericht  4er  Fürsten-  u.  Landesschule  Meissen  vom  Juli  1891  — Juli 
1892.  Meissen  1892. 

Abbandlungen  der  histor.  Gl.  d.  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch.  Bd.  19  (in 
d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  62. Bd.),  Abth.  3.  München1891. 

Abhandlungen  d.  philos.-philolog.  Gl.  d.  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch. 
Bd.  19  (in  d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  64.  Bd.),  Abth.  2.  München  1891. 


Sitzungsberichte  der  mathem.-physikal.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss. 
zuMüDcben.  Jahrg.  4894,  H.  3.  Jahrg.  4892,  H.  4.  2.   München  d.  J. 

Silzungsbertchte  der  philos.-philol.  u.  histor.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d. 
Wiss.  zu  München.  Jahrg.  4894  ,  H.  3—5.  Jahrg.  4892,  H.  4— 3. 
München  d.  J. 

Riesler,  Sigmund,  Gedächtnissrede  auf  Wilhelm  v.  Giesebrechl,  gehalten  i. 
d.  dffentl.  Sitzung  d.  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  München  zur 
Vorfeier  ihres  4  32.  Stiftungstages  am  24.  März  4894.    München,  d.  J. 

Sitzunghberichte  der  Gesellschaft  f.  Morphologie  u.  Physiologie  in  München. 
Bd.  7  (4894),  H.  2.  3.   Bd.  8  (4892),  H.  4.   München  4  892. 

4  7.  Jahresbericht  des  Westfälischen  Provinzial -Vereins  f.  Wissenschaft  u. 
Kunst  f.  4888.  Münster  4889. 

Abhandlungen  d.  Naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Nürnberg.  Bd.  8, 
Bog.  5—7.  Bd.  9.   Nürnberg  4892. 

Jahresbericht  d.  Naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Nürnberg.    4888.  4891 
Nürnberg  4889.  92. 

Anzeiger  des  Germanischen  Nationalmuseums.  Jahrg.  4894.  —  Miltheilun- 
gen  aus  dem  Germanischen  Museum.  Jahrg.  4894.  —  Katalog  der  im 
Germanischen  Museum  befind!.  Bronzeepitaphien  des45.— 48.  Jahr- 
hunderts. —  Katalog  der  i.  Germ.  Mus.  befindl.  Kunstdrechsler- 
arbeiten des  4  6. — 4  8.  Jahrhunderts  aus  Elfenbein  u.  Holz.  Nürn- 
berg 4894. 

i9. — 82.  Bericht  über  die  Tbätigkeit  des  Offenbacher  Vereins  f.  Natur- 
kunde in  den  Vereinsjahren  v.  2.  Mai  4887  —  6.  Mai  4894.  Offen- 
bach 4  892. 

Zeitschrift  der  Historischen  Gesellschaft  für  die  Provinz  Posen.  Jahrg.  4—6. 
(4888—94).   Posen  d.  J. 

Publicationen  des  Astrophysikalischen  Observatoriums  zu  Potsdam.  Bd. 7. 
Potsdam  4892. 

Würltembergische  Vierteljahrsschrift  für  Landesgeschichte.  Usg.  von  der 
Württembergischen  Kommission  f.  Landesgeschichte.  N.  P.  Jahrg.  1 
(4892),  H.  4.  2.  Stuttgart  d.  J. 

Mittheilungen  des  Vereins  f.  Kunst  u.  Alterthum  in  Ui  m  u.  Oberschwaben. 
Heft  3.  Ulm  4  892. 

Kapfff  Reinhold,  Deutsche  Vornamen  mit  den  von  ihnen  abstammenden 
Gcschlechtsnamcn  sprachlich  erläutert.   Ulm  4889. 

Jahrbücher  des  Nassauischon  Vereins  f.  Naturkunde.  Jahrg.  45.  Wies- 
baden 4892. 

Sitzungsberichte  der  physikal.-medicin.  Gesellschaft  in  Würzhurg. 
Jahrg.  4894,  No.  4—9.  Jahrg.  4892,  No.  4— 6.  Würzburg  d.  J. 

Verhandlungen  der  physikal.-medicin.  Gesellschaft  in  Würzburg.  N.  F. 
Bd.  25,  No.  6.  7.  Bd.  26,  No.  4—5.  Würzburg  d.  J. 

Oesterreich-Ungarn. 

Ljetopis  Jugoslavenske  Akademijo  znatosli  i  umjetnosti  (A^ram).  Svez.  6 
4894.  U  Zagrebud.  J. 

Djela  Jugoslavenske  Akademije  znatosli  i  umjetnosti  (Opera  Academiae 
scient.  et  artium  Slavorum  mcridionalium).  XII.  U  Zagrebu  4892. 

Monumenta  spectantia  bistoriam  Sclavorum  meridionalium.  Vol.  22.  Za- 
grabiac  4894. 


DvijestogodisDjica  Oslobodjenja  Slavonije.  Izdalp  na  svijet  Jugoslavenska 
Akademija  znatosti  i  umjetnosU.   Dio  4.3.   ü  Zagrebu  4894. 

Start  Pisci  hrvatskf.  Knjiga  49.  Na  svijet  izd.  Jugoslav.  Akad.  znatosti  i 
umjetnosli.  U  Zagrebu  4892. 

Rad  Jugoslavenske  Akadepije  znatosti  i  umjetnosti.  Knjiga  4  07 — 4  40.  ü 
Zagreba  4894.  92. 

Starine,  na  sviet  izdaje  Jugoslavenska  Akademija  znatosti  i  umjetnosti. 
Knjiga  24.  25.  U  Zagrebu  4894.  92. 

Yiestnik  Hrvatskoga  arkeologickoga  DruStva.  GodinaXlV,  Br.  4.  3.  U  Za- 
grebu 4892. 

Magyar  tudom.   Akad^miai  Almanach,  4894 — 92-re.    Budapest  4894.  92. 

Mathematische  u.  naturwiss.  Berichte  aus  Ungarn.  Mit  Unterstützung  der 
Ungar.  Akad.  d.  Wissensch.  herausgeg.  Bd.  8 — 9.  Bd.  4  0,  I.  Hälfte. 
Berlin,  Budapest  4  894.  92. 

IrodaIomt($rt6neti  Emlökek.  Kiadja  aMag.  lud.  Akad^mia  irodalomtört^neti 
bizottsäga.    Kötet  2.   Budapest  4890. 

Ertekezäsek  a  mathematikai  tudomänyok  ktir^böl.  Kiadja  a  Mag.  tud.  Aka- 
demie.   Kötet  4  4,  sz.  4.  6.    Köt.  4  5,  sz.  4.    Budapest  4894.  92. 

Ertekez^sek  a  nyelv-äs  szöptudomä.nyok  kör^böl,  Kiadja  a  Mag.  tud.  Aka- 
d^mia.  Kötet  4  5,  sz.  6—4  0.   Budapest  4890.  94. 

Erlekezösek  a  tärsadalmi  tudomänyok  kör^böl.  Kiadja  aMag.  tud.  Akad^mia. 
Kötet  4 4 ,  sz.  5.  6.    Budapest  4894.  92. 

Ertekezösek  a  termdszet tudomänyok  köräböl.  Kiadja  a  Mag.  tud.  Akadämia, 
Köt.  20,sz.4— 4.  Köt.  24. sz. 4.2.4. Köt.22,sz.  4—3.  Budapest 4 890— 92. 

Ertekezösek  a  tört^neti  tudomänyok  kör6böl.  Kiadja  a  Mag.  tud.  Akadömia, 
Köt.  45,  sz.  2—6.   Budapest  4894.  92. 

Archaeologiai  Ertesitö.  A  M.  t.  Akadämia  arcb.  bizottsägänak  6s  av  Orsz. 
Rög^szeti  s  emb.  Tärsulatuak  Köslönye.  Köt.  4  0.  sz.  3—5.  Köt.  44. 
sz.  4—5.   Köt.  42,  sz.  4.2.    Budapest  4890—92. 

Mathematikai  ^s  termöszettudomäny  Ertesitö.  Kiadja  aMag.  tud.Akadämia. 
Köt.  8,  Füz.  6—9.  Köt.  9,  Füz.  4—9.  Köt.  4  0,  Füz.  4—7.  Budapest 
4890—92. 

Jelentäs  a  Mag.  tudom.  Akad.  munkalödäsärol  ^s  pönztära  äiläsäröl 
f883/84-ben.  Budapest  4884. 

Archaeologiai  Közlem^nyek.  Kiadja  a  Mag.  tud.  Akadämia  arcliaeologiai 
bizottsäga.   Köt.  4 6  (=  Uj.  folyam  4 3).   Budapest  4890. 

Mathematikai  ^s  term^szeitudomänyi  Közlemänyek.  Kiadja  a  Mag.  tud. 
Akad^mia.   Köt.  24,  sz.  4—4  0.   Budapest  4  890.  94. 

Nyelvtudomänyi  Közlemönyek.  Kiadja  a  Mag.  tud.  Akademie.  Köt. 22,  Füz. 
4 — 4.  Budapest  4890.  94. 

Monumenta  Hungariae  juridico-historica.  Corpus  statutorum  Hungariac 
municipalium.   T.  II,  P.  2.    Budapest  4890. 

Nyelveml^ktär.  R^gi  magyar  codexek  ^s  nyomtatvänyok.  Kiadja  a  Mag. 
tud.  Akadämia  nyelvtudomänyi  bizottsäga.  Köt.  4  4.   Budapest  4890. 

Rapport  sur  l'activilä  de  l'Acadämie  hongroise  des  sciences  en  4894.  Buda- 
pest 4894. 

Ungarische. Revue.  Mit  Unterstützung  d.  Ungar.  Akad.  d.  Wissenscb.  hsg.  v. 
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Kardcsonyif  Jänos,  Szent  Istvän  kiräly  oklevelei.  Budapest  4894. 
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Editionum  Coilegii  bist.  Acad.  litt.  Cracov.   No.  47.  Krakow  4894. 
Monumenta  medii  aevi  historica  res  gestas  Poloniae  iUustrantia.   T.  XII. 

W  Krakowie  4894. 
Pamtetnik  Akademii  umiQJetnosci   w  Krakowie.    Wydzial  filolog.-hisl.- 

filozof.  T.  8.  Krakow  4890.  —  Wydziah  matemat-przyrodn.  T.  48, 

zeszyt  4.  2.    Krakow  4894.  92. 
Rocznik zarz«|du Akademii  umiej.w  Krakowie.  Rok4889.  W Krakowie 4 890. 
Rozprawy  i  sprawozdania  z  posiedzen  Wydziahi  filologicznego  Akademii 

umiejelnoÄci.  T.  4  4—4  6.  W  Krakowie  4  894 .  92. —  Wydz.  histor.-filoz. 

T.  25 — 29.    W  Krakowie  4894.  92.  —  Wydz.  matemat.-przyrodn., 

T.  24—28.   (See.  11.  T.  4—8).   W  Krakowie  4894.  92. 
Sprawozdania  komisyi  do  badania  historyi  sztuki  w  Polsce.    T.  4,  zeszyt  4. 

T.  5,  zesz.  4.  2.   W  Krakowie  4894.92. 
Sprawozdania  komisyi  fizograficznöj.  T.  25— 27.  Krakow  4890— 92. 
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Sprawozdania  komisyi  j^zykowäj  Akademii  umiej.  T.  4.  W  Krakowie  1894. 

Zbiör  wiadomoBCi  do  antropologii  krajowej,  wydaw.  stariDiem  komisyi  an- 
tropolog.  Akademii  umiej.  T.  U.  Krakow  4890. 

JColfito,  Bolesl.,  Rozmieszczenie  röslin  naczyniowych  w  Talrach  (Distributio 
plantarum  vasculosarum  in  montibus  Tatricis).  Krakow  1889 — 90. 

Mittbeilungen  des  Masealvereines  fürKrain.  Jahrg. 5,  Abth.  1.2.  Laibach 
1898. 

Izvestija  Muzejskega  dniStva  za  Kranjsko.  Letnik  2.  V  Ljabljani  1892. 

Abhandlungen  der  mathem.-naturwiss.  Classe  der  böhm.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften.  VII.  Folge.  Bd.  4.  Prag  1892. 

Abhandlungen  der  Classe  f.  Philos.,  Geschichte  u.  Phiiol.  d.  k.  böhm.  Ge- 
sellschaft d.  Wissenschaften.  VII.  Folge.  Bd.  4.  Prag  1892. 

Jahresbericht  der  k.  böhm.  Gesellschaft  d.  Wissenschaften  für  das  Jahr 
1891.  Prag  1892. 

Sitzungsberichte  der  k.  böhm.  Gesellschaft  d.  Wissenschaften.  Math.- 
naturw.  Classe.  Jahrg.  1891.  —  Philo8.-histor.  philolog.  Classe. 
Jahrg.  1891.  Prag  d.  J. 

Spisuv  poct^n^ch  jubilejni  cenou  Kräl.  £esk.  Spoleinosti  nauk  v  Praze. 
Cislo  6.  V  Praze  1 891 . 

Bericht  über  die  Lese-  und  Redehalle  der  deutschen  Studenten  in  Prag  im 
Jahr  1891.  Prag  1892. 

Astronomische  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Prag  in  d.  J. 
1888—91.  (Appendix  z.  Jahrg.  49—52).  Hsg.  v.  L.  Weinek.  Prag  1893. 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Sternwarte 
zu  Prag  im  J.  1891.  Jahrg.  52.  Prag  1892. 

Personalstand  der  k.  k.  Deutschen  Carl-Ferdinands-Universitttt  in  Prag  zu 
Anfang  d.  Studienjahres  1892/93.  —  Ordnung  d.  Vorlesungen  im 
Sommersem.  1892.  Wintersem.  1892/93. 

Statuten  und  Rechenschaftsbericht  d.  Gesellschaft  zur  Förderung  deutscher 
Wissenschaft,  Kunst  und  Literatur  in  Böhmen.   Prag  1891.  92. 

Mittheilungen  der  Deutschen  mathematischen  Gesellschaft  in  Prag.  Hsg. 
mit  Unterstützung  der  Gesellschaft  zur  Förderung  deutscher  Wissen- 
schaft, Kunst  und  Literatur  in  Böhmen.    Wien,  Prag,  Leipzig  1892. 

Neufvirthy  Jos,,  Geschichte  der  bildenden  Kunst  in  Böhmen  vom  Tode 
Wenzels  IIL  bis  zu  den  Husitenkriegen.  Dazu  87  Licbtdrucktafeln. 
Mit  Unterstützung  der  Gesellschaft  zur  Förderung  deutscher  Wissen- 
schaft, Kunst  und  Literatur  in  Böhmen.  Bd.  1.  Prag  1893. 

Mittheilungen  des  Vereins  f.  Geschichte  d.  Deutschen  in  Böhmen.  Jahrg.  29. 
No.  1—4.   Jahrg.  30,  No.  1—4.   Prag  1890—92. 

Lotos.  Jahrbuch  f.  Naturwissenschaft.  Im  Auftr.  des  Vereines  »Lotos«  her- 
ausgegeben. N.  F.  Bd.  12.  13.  (der  ganzen  Reihe  Bd.  40.  41).  Prag 
1892.  93. 

Verhandlungen  des  Vereins  f.  Natur-  u.  Heilkunde  zu  Pres  bürg.  N.  F. 
H.  7  (Jahrg.  1887—91).  Presburg  1891. 

BuUettino  di  archeologia  e  storia  dalmata.  Anno  14  (1891),  No.12.  Anno  15 
(1892),  No.  1—9.    Spalatod.  J. 

Almanach  d.  kaiserl.Akad.  d.  Wissenschaften.    Jahrg.41  (1891).  Wien  d.  J. 

Anzeiger  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissenschaften  in  Wien.  Math.-nalurw.  Cl. 
Jahrg.  1 891 ,  No.  25—27.  Jahrg.  1 892,  No.  1—28.  —  Philosoph.-histor. 
Classe.  Jahrg.  1885— 91.  Jahrg. 92,  No.  1—23.   Wien  1886— 92. 
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Archiv  f.  österreichische  Geschichte.  Hsg.  v.  der  z.  Pflege  vaterltfnd.  Ge- 
schichte aufgestellten  Commission  der  Kais.  Akad.  d.  WisscDSch. 
Bd.  77,  H.  8.  Wien  1894. 

Denkschriften  der  Kais.  Akad.  d.  Wissenschaften.  Math.-naturw.  Classc, 
Bd.  58.    Wien  4894.  —  Phi los. -b ist.  C lasse,  Bd.  40.   Wien  4892. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Math.-naturw.  Classc. 
Bd.  400  (4894),  Abth.  I,  Heft  4—7.  Abtb.  II»,  Heft  4—7.  Ablh.  11^, 
Heft  4— 7.  Ablh.  III,  Heft  4— 7.  —  PbiIos.-histor.  Register  zu  Bd. 
414— 420  (XII).  Wien  4890.  Bd.  424(4891).  Bd.  425  (4891).  Wiend.J. 

Mitlheilungen  der  k.  u.  k.  geographischen  Gesellschaft  in  Wien.  4  887. 
Bd.  30  (N.  F.  Bd.  20).    4  894.  Bd.  34  (N.  F.  Bd.  24).    Wiend.J. 

Verhandlungen  der  k.  k.  zoologisch-botanischen  Gesellschaft  in  Wien.  4  890 
(Bd.  40),  4894  (Bd.  44),  4892  (Bd.  42),  Quart.  I.  u.  II.    Wien  d.  J. 

Publicationen  für  die  internationale  Erdmessung.  Astronomische  Arbeiten 
der  k.  k.  Gradmessungs-Commission  :  Bestimmung  der  Polhöhe  und 
der  Azimutes  auf  den  Stationen  Krakau,  Jauerling  u.  St  Peter  b.  Kla- 
genfurt. Ausgeführt  von  IV.  Tinter,  Wien  4894.— Bd. III. Längen- 
bestimmungen.   Wien  4894. 

Verhandlungen  der  Österreich.  Gradmessungs-Commission.  Protokolle  üb. 
die  am  21.  April  u.  2.  September  abgehalt.  Sitzungen.    Wien  1892. 

Annalen  des  k.  k.  naturbistorischen  Hofmuseums.  Bd.  6,  No.  3.4.  Bd.  7, 
No.  4—3.  Wien  4891.  92. 

Abhandlungen  der  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Bd.  47,  H.  (4*.  2. 
Wien  4892. 

Jahrbuch  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrg.  4894  (Bd.  44),  H.  2.  3. 
4892  (Bd.  42),  H.  4.  Wien  d.  J. 

Verhandlungen  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanslalt.  Jahrg.  4  894,  No.  4  5—4  8. 
4892,  No.  4—40.   Wien  d.  J. 

Mittheilungen  der  Section  f.  Naturkunde  des  Oesterreichischen  Touristen- 
Club.  Jahrg.  3.  Wien  4  894. 

Publicationen  der  v.  KufToer'schen  Sternwarte  in  Wien.  Hsg.  v.  Norbert 
Hers.  Bd.  2.   Wien  4892. 

Belgien. 

Annales  de  l'Acadämie  d'archöologie  de  Belgique.  T.  46  (IV.S^r.  T.6).  An- 
vers  4890.  —  Bulletin  (IV.  S6rie  des  Annales),  II.  Partie,  No. 
4—7.  ib.  4894. 

La  Cellule.  Recueil  de  Cytologie  et d'histologie  gön^rale.  T.4 — 7.8,  Fase  4. 
Louvain  4885 — 92. 

Dänemark. 

Furtegnelse  over  de  af  de  Kong.  Danske  Vldenskabernes  Selskabs  i  tidsrum- 
met  4742 — 1891  udgivne  videnskabelige  arbejder.  Kjebenhavn 
4892. 

Oversigt  over  det  Kong.  Danske  Vldenskabernes  Selskabs  Forhandlioger  i 
aaret  4894,  No.  2.  3.  4892,  No.  4.    Kjebenhavn  d.  J. 

Det  Kong.  Danske  Vldenskabernes  Selskabs  Skrifter.  Naturv.  og  malh.  Afd. 
6.  Rffikke.  Bd.  5,  No.  4.  Bd.  7,  No.  3--5.  Kjebenhavn  4891. 

Regesta  diplomatica  historiae  Danicae,  cura  Socictatis  Reg.  scientiar. 
Danicae.   Ser.  U,  T.  2,  I.    Kjebenhavn  4892. 
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England. 

Proceedings  of  the  Cambridge  Philosophical  Sociely.  Vol.  7,  P.S.  6. 
Cambridge  1893. 

Transactions  of  the  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  15,  P.  2.  3.  Cam- 
bridge 4891/92. 

Royal  Irish  Academy.  Cunningham  Memoirs.  No.  7.  Dublin  1892. 

Proceedings  of  the  R.  Irish  Academy.  Ser.  III.  Vol.  2,  No.  2,  Dublin  1892. 

Transactions  of  the  R.  Irish  Academy.  Vol.29,  P.  17—19.  Dublin  1892. 

The  scientific  Proceedings  of  the  R.  Dublin  Society.  Vol.  7,  P.  8.  4.  Dublin 
1892. 

The  scientiGc  Transactions  of  the  R.  Dublin  Society.  Vol.  4,  No.  9 — 13. 
Dublin  1891. 

Proceedings  of  the  R.  Society  of  Edinburgh.  Vol.  18,  [No.  4],  p.  261 
—874.  Edinburgh  1892. 

Transactions  of  theR.  Society  of  Edinburgh.  Vol.  36.  P.  2.  3.  Edinburgh 
1891.  92. 

Proceedings  of  the  R.  Physicai  Society.  Vol.  11,  P.  1  (Session  1890/91). 
Edinburgh  1892. 

Proceedings  and  Transactions  of  the  Liverpool  Biological  Society.  Vol.  6 
(Session  1891/92).  Liverpool  1892. 

Proceedings  of  the  R.  Institution  of  Great  Britain.  Vol.  13.  P.  2  (No.  85). 
London  1892.   R.  Institution  (List  of  the  members)  July  1891. 

Proceedings  of  the  R.  Society  of  London.  Vol.  60,  No.  303 — 807.  Vol.  51, 
No.  308—314.  Vol.  52,  No.  315.  816.  London  1891.  92.— Exchange 
List  of  duplicates  and  deficiencies.     London  1892. 

Philosophical  Transactions  of  the  R.  Sociely  of  London.  For  the  year  1891 . 
Vol.  182,  A.  B.  London  1892.  —  The  R.  Society  (List  of  the  members) 
30.  Nov.  1891. 

Catalogue  of  scientific  papers.  1874 — 83.  Vol.  IX.  Compiled  by  theR. 
Society  of  London.   London  4  891 . 

Memoirs  of  the  London  Astronomical  Society.  Vol.  50.  London  1892. 

Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  Vol.  22,  No.  421 — 429. 
Vol.  28,  No.  430—440.  445—449.   London  1891.  92. 

Journal  of  the  R.  Microscopical  Society,  containing  its  Transactions  and 
Proceedings.  1892,  P.  1 — 6.  —  Charter  and  bye-laws.  List  of  fellows 
1892. 

Report  on  the  scientific  results  of  the  voyage  of  H.  M.  S.  Challenger  during 
the  years  1873 — 76.   Deep-Sea  Deposits.    London  1891. 

Memoirs  and  Proceedings  of  the  Literary  and  Philosophical  Society  of 
Manchester.  IV.  Ser.  Vol.  5,  No.  1.  2.  Manchester  1891.  92. 

The  Manchester  Museum,  Owens  College.  Museum  Handbooks:  [I.]  General 
Guide  to  the  Contents  of  the  Museum  (iliustrated).  Manchester  1892. 
[II.]  Outline  Classification  of  the  animal  kingdom.  ib.  1891.  [III.] 
Marskalif  A,  M.  Descriptive  Catalogue  of  (he  embryological  models. 
ib.  1891. 

Frankreich. 

M^moires  de  la  Soci6t6  Nationale  des  sciences  naturelles  et  math^matiques 
deCherbourg.   T.  27,  (IIL  S6r.  T.  7).  Paris  1891. 
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Annales  de  la  Sociätä  Linnöenne  de  Lyon.  Nouv.  S6r.  T.  35 — 37.  Lyon, 
Paris  4889—91. 

Annales  de  la  Facultö  des  sciences  de  Marseille.  T.  4.  Marseille,  Paris* 
4894. 

Acad^mie  des  sciences  et  lettres  de  Montpellier.  M6moiresde  laSection 
des  lettres.  T.  9,  Fase.  4.8.—  M6moires  de  la  Section  de  mödecine. 
T.  6,  Fase  3.  —  Mömolres  de  la  Section  des  sciences.  T.  44,  Fase. 2. 
Montpellier  o.  J. 

Bulletin  de  la  Socidtö  des  sciences  de  Nancy  (ancienne  Soc.  des  sciences 
naturelles  de  Strasbourg).  T.  4  4 ,  Fase.  85  (Ann6e24. 4  894 ).  Paris  4  892. 

Bulletin  des  s^ances  de  laSoci^tö  des  sciences  de  Nancy.  Ann6e3  (4894), 
No.  4—9.  Ann^e  4  (4898),  No.  4.  8. 

Comitö  international  des  poids  et  mesures.  Quatorzi^me  Rapport  aux  gon- 
^vernements  signataires  de  la  Convention  du  mMre  sur  Texercice 
de  4890.    Paris  4894. 

Bulletin  de  la  Sociötö  math^matlque  de  France.  T.  4  9,  No.  7.  8.  T.  80, 
No.  4.  S— 6.  Paris  4893. 

Griechenland. 

Kcole  frangaise  d' Äthanes.  Bulletin  de  correspondance  hell^nique.  Annäe 
46(4893),  4--7.  A  then,  Paris  d.  J. 

Mittheilungen  des  Kaiserl.  Deutachen  Archäologischen  Instituts,  Athenische 
Abtheilung.  Bd.  46,  H.  4.  Bd.  47,  H.  4—8.  Athen  4898. 

Holland. 

Jaarboek  van  de  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen  gevestigt  te  Amsterdam, 
voor4890.   Amsterdam  d.  J. 

Verhandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen.  Afdeel.  Letterkunde. 
Deel  XX.  Amsterdam  4894.  —  Afdeel.  Natuurkunde.  Deel  XXIX. 
ib.  4893. 

Verslagen  en  Mededeelingen  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Afdeel.  Letter- 
kunde, in.  Reeks,  Deel  8.  Amsterdam  4892.  Afdeel.  Natuurkunde. 
III.  Reeks,  Deel  8,  ib.  4894. 

Catalogus  van  de  boekerij  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  gevestigt  te  Amster- 
dam. Berste  Verfolg.  Amsterdam  4894. 

PascoU,  Joh,f  Veianus.  Carmen  in  certamine  HceufTliano  praemio  aureo 
ornatum.    Amstelodami  4892. 

Annales  de  l'Ecole  Polytechnique  de  Delft.   T.  7,  Livr.  8— 4.  Leide  4892. 

Die  Triangulation  von  Java.  Ausgeführt  vom  Personal  des  geographischen 
Dienstes  in  Niederlöndisch-Ostindien.  Abth.  III.  Im  Auftrage  des 
Ministeriums  der  Kolonien  bearb.  von  /.  A.  C,  Oudemans.  Haag  4894 . 

Archives  nöerlandaises  des  sciences  exactes  et  naturelles,  publikes  par 
la  Sociötä  Hollandaise  des  sciences  &  Harlem.  T.  85,  Livr.  .5. 
T.  86,  Livr.  4—8.  Harlem  4893. 

Programma  van  de  HoUandsche  Maatschappij  der  wetenschappen  te  Haar- 
lem  vor  het  jaar  4889.  90.  94.  —  Naamlijst  van  directeuren  en  leden 
van  de  koll.  maatsch.  v.  wetenschappen  te  Haarlem.  34  mei  4889.94. 

Natu utkund ige  Verhandelingen  van  de  HoUandsche  Maatschappij  der 
wetenschappen.  III.  Verzameling.  Deel  5,  St.  2.   Haarlem  4  893. 
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Arcbives  du  Mus^e  Teyler.  Sdr.  II.  Vol  3,  P.  7.  Harlem  4  892. 

Ilandelingen  en  Mededeeltngen  van  de  Maatschappij  der  Nederl.  Letter- 
kunde te  Leiden  over  hetjaar  4  890/91!  1894/93.  Leiden  4894.  92. 

Levensberigten  der  afgestorvene  medeleden  van  de  Maatschappij  der  Nederl. 
Letterkunde  te  Leiden.  Bijlage  tot  de  Handelingen  van  4894.  92. 
Leiden  d^  J. 

Tijdschrift  voor  Nederlandsche  taaN  en  letterkunde,  uitgeg.  vanwege  de 
Maatsch.  der  Nederl.  Leiterkunde.  Deel  4  4  (N.  R.  8),  Afl.  4—4. 
Leiden  4892. 

Nederlandsch  kruidkundig  Archief.  Verslagen  en  mededeelingen  der  Nc- 
derlandsche Botanische  Vereeniging [Leiden].  Ser.  II.  Deel 6,  Stuk4.2. 
Nijmegen  4  892. 

Aanteek^ningen  van  het  verhandelde  in  de  secti6-vergaderingen  van  hct 
Provinciaal  ütrechtsch  Genootschap  van  kunsten  en  wetensch.,  ter 
gelegenheid  van  de  aigem.  vergad.  gehouden  den  4  6.  Juni  4  894. 
Utrecht  d.  J. 

Questions  mises  au  concours  par  la  Sociötö  des  arts  et  des  scienccs 
«tablie  ä  Utrecht,  4892. 

Verslag  van  het  verhandelnde  in  de  algem.  vergad.  van  het  Provinciaal  Üt- 
rechtsch Genootschap  van  kunsten  en  wetensch.,  gehouden  d.  4  6.  Juni 
4  894.  Utrecht  d.J. 

Kaiser,  Otto,  Die  Funktionen  der  Ganglienzellen  des  Halsmarkes.    Von  der 

Utrechter  Gesellschaft  f.  Kunst  u.  Wissensch.  gekrönte  Preisschrift. 

Haag  4894. 
Vety,  Frank  W.,  Prize  Essay  on  tbe  dtstribution  of  the  moon's  heat  .... 

Publ.  by  the  Utrecht  Society  of  arts  and  sciences.  The  Hague  4894. 

Corrections.  (4  Blatt). 

Bijdragen  en  Mededeelingen  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te 
Utrecht.   Deel  43.  's  Gravenhage  4892. 

Werken  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te  Utrecht.  N.Ser.  No.57. 
58.  lU.  Ser.  No.  3  Utrecht  4894.  92. 

Onderzoekingen  gedaan  in  het  Physiol.  Laboratorium  d.  Utrechtsche  Hooge- 
school.  IV.  Reeks,  II,  4.  Utrecht  4892. 

Italien. 

Bollettino  delle  pubblicazioni  italiane  ricevute  per  diritto  di  stampa.  No.  4  44 
(4894).   No.  445— 464.  466.  468  (4892).    Firenze  d.  J. 

Bollettino  delle  opere  moderne  straniere  acquistate  dalle  bibliotecbe  pub- 
bliche governative  del  regno  d'Italia.  Vol.  5  (4  890),No.  5 — 12  e  Indice 
alfabetico.  Vol.  6  (4894),  No.  42  e  Indice  alfabetico.  Vol.  7  (4  892), 
No.  43.  4  4.   Roma  d.  J. 

Monitore  zoologico  italiano.  Anno  2  (4  894),  No.  42.  Firenze  d.  J. 

Memorie  del  R.  Istitulo  Lombarde  di  scienze  e  lettere.  Classe  di  scienze 
matematiche  e  natural!.  Vol.  46  (Ser.  III,  Vol.  7),  Fase.  3.  Vol.  4  7 
(Ser.  III,  Vol.  8),  Fase.  4.  Milano  4894.  92. 

R.  Istituto  Lombarde  di  scienze  e  lettere.  Rendiconti.  Ser.  II,  Vol.  24. 
Milano  4891. 

Atti  e  Memorie  della  R.  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  arti  in  Padova. 
N.Ser.  Vol..  7.  Padova  4891. 

Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo.  T.  6  (1892),  Fase.  4—5, 
Palermo  d.  J. 

4893.  2 
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AUi  e  RendicoDti  dell'  Accademia  medico-chirurgica  di  Perugia.  VoK  3, 
Fase.  2—4.  Vol.  k,   Fase.  1.  9.  Perugia  4  894.  92. 

AHi  dclla  Societä  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa.  Memorte. 
Vol.  6,  Fase.  3.    Pisa  4892. 

Processi  verbau  della  Societk  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pis<i. 
Vol.  7,  adunanza  del  48.  Gennajo,  8.  Marzo,  4  5.  Novembre  4894, 
47.  Oennajo,  4  3.  Marzo,  45.  Maggio,  3.  Luglio  4892. 

Altt  dclla  R.  Accademia  dei  Lincei.  Memorie  della  Classe  di  scienze  fisiche, 
matematiche  e  naturali.  Serie IV.  Vol.  6,  (4889).  Roma  4890. — 
Memorie  deila  Ctasse  di  scienze  morali,  storiche  e  filologiche.  Ser.  IV, 
Vol.  6,  P.I.  Vol.  7,  P.I.  Vol.  8.  P.I.  Vol.  9,  P.  II.  (Notizie  degli  scavi), 
4894,  Settembre-Dlcembre.  Vol.  40,  P.II.  (Notize  degli  scavi)  4892, 
Gennajo-Agosto.  Roma  4  894.  92.  — -  Rendiconti.  Ser.  IV.  Vol.  7, 
II. Sem.,  Fase.  44. 42.  Ser.  V.  Classe  di  scienze  fisiche,  matemat.  e 
naturali.  Vol.  4  (4892),  I.Sem.,  Fase.  4 — 42.  II.  Sem.,  Fase,  4—4  0. 
Classe  di  scienze  morali,  storiche  e  filologiche.  Vol.  4  (4892),  Fase. 
4 — 9.  Roma  4892. —  Rendiconti  dell'  adunanza  solenne  del  5.giugno 
4892.   Roma  d.  J. 

AI  sommoPontificcLconeXIlI.  Omaggio  giubilare  della  BibliotecaVaticana. 
Roma  4888. 

Inventnrio  degli  libri  stampati  palatino-vaticani,  ed.  da  Enrico  Stevenson. 
Vol.  2,  P.  I.  II.    Roma  4  886.  94. 

Regeslum  Clcmentis  Papae  V.,  ed.  cura  et  stud.  monachorum  Ord.  S.  Bene- 
dicli.   Annus  I— IX  (T.  4— 7).   Romae  4  885— 88. 

Statut!  delle  gabelle  di  Roma,  pubblic.  dii  Sigismondo Malalesta.  (Biblioteca 
dell'  Accademia  storico-giuridica.  Vol.  5).   Roma  4886. 

EhrlCf  Francisco  Historia  bibliolhecae  Romanorum  Pontificum  tum  Boni- 
fa tianae  tum  Avenionensis.  T.  4  (Biblioteca  dell'  Accademia  storico- 
giuridica.  Vol.  7).    Roma  4890. 

iüu^yi  Cry^-jl'    er*   u^LJilp   A*^  ,^1    ^3^ULbLp      Tatiani 

Evangeliorum   harmoniae   arabice,   ed.  et  translat.  latina  donav. 
A.  Ciasca,    Romae  4888. 

Monumenta  papyracea  Aegyptia  Bibliothecae  Vatieanae,  recens.  et  digess. 
Borat,  MaruccM.  Romae  4  894. 

Mittheilungen  des  Kais.  Deutschen  Archaeologi sehen  Instituts.  Römische 
Abtlietlung  (BuUettino  dell'  Imp.  Istituto  Areheologico-Germaoieo. 
Sezione  Romana).  Bd.  6,  H.  8.  4.  Bd.  7,  H.  4.  2.  Rom  4894.  92. 

Rassegna  delle  scienze  geologiche  in  Italia.  Anno  4  (4894),  II.  Sem.,  Fase. 
3.  4.  Anno  2  (4  892),  I.  Sem.  Fase.  4.  2.  Roma  4892. 

Atlt  della  R.  Accademia  dei  Fisiocritici  di  Sie  na.  Ser.  IV.  Vol.  3,  Fase. 
4  0.  Supplemenlo.  Vol.  4,  Fase.  4 — 8.  Siena  4  894.  92. 

Alti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Vol.  27,  Disp.  4—4. 
7—4  5.   Torino  4  892. 

Osservazioni  meteorologiche  falte  ncll'  anno  4894  all'  Osservatorio  della  R. 
Universilä  di  Torino.  Torino  4  892. 

Alti  del  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettere  ed  arti.  Ser.  VII.  T.  2,  Disp.  4  0. 
T.  8,  Disp.  4—8.  Venezia  4  890—92. 

Memorie  del  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettere  ed  arti.  Vol.  24.  Venezia 
4  894. 
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Luxemburg. 

Publications  de  rinstitut  R.  Grand-Ducal  de  Luxetnbourg.  Section  des 
scieDces  naturelles.   T.  24.   Luxecnbourg  4891. 

Observations  mätäorologiques,  failes  k  Luxembourg  par  F.  Reuter.  Vol.  5. 
Luxetnbourg  4  890. 

Recueil  des  m^moires  et  des  travaux  publi6s  p.  la  Sociätä  Botanique  du 
Grand-Duch6  de  Luxembourg.  No.  2. 3.  (1876 — 76).  Luxembourg 
1877. 

Rumönien. 

Buletinul  Societä^U  de  sciin^e  fizice  (Fizica,   Chimia  si  Mineralogia)  din 
Bucuresci-Romänia.   Anul  i,  No.  4—4,  7—40.   Bucaresci  4892. 

Russland. 

Meteorologische  Beobachtungen  angestellt  in  Dorpat  im  Jahre  4894, 
redig.  u.  bearb.  v.  Ä.  v.  OeUingen.  Jahrg.  26,  H.  4.   Dorpat  4  892. 

Bericht  über  d.  Ergebnisse  d.  Beobachtungen  an  den  Regenstationen  der 
Kaiserlichen,  livlttnd.  gemeinnützigen  u.  Ökonom.  Societät  f.  d.  J. 
4  889-94.  Dorpat  4892. 

Acta  Societatis scientiarum  Fennicae.  T.  48.  Helsingforsiae  4892. 

Öfversigt  af  Finska  Yetenskabs-Societetens  Förhandlingar.  83  (4890 — 94). 
Helsingfors  4894. 

Feonia.  Bulletins  de  la  Soci6t6  de  göographie  finlandaise.  IV.  V.  Helsing- 
fors 4894— 92. 

Finlands  Geologiska  Undersökning.  Kartbladet  48 — 24,  u.  Beskrifning  tili 
Kartbl.  48— 24.  Helsingfors  4890— 92. 

Journal  de  la  Soci6t6  finno-ougrienne.  Suomalais-ugrilaisen  Seuran  Aika- 
kauskirja.  T.  40.  Helsingissä  4892. 

M^moires  de  la  Soci6tä  finno-ougrienne.  II.  {Ahlqvist,  Aug.,  Wogulisches 
Wörterverzeichnis).  Helsingisstf.  111.  (Schl€gel,G.f  La  st^le  funöraire 
du  Teghin  Giogh).    Helsingissä  4894.  92. 

Inscriptions  de  I'Orkhon.  Recueillies  par  l'Exp^dition  finnoise  4890  et  publ. 
par  la  Sociötä  finno-ougrienne.   Helsingfors  4  892. 

Universität  Kasan.   4  4  Dissertationen  a.  d.  J.  4  888 — 92. 

Universitetskija  Izvestija.  God  34  (4894),  No.  4  4.  42.  God  32  (1892),  No. 
4—40.  Kiev  d.  J. 

Bulletin  de  la  Sociätä  Impär.  des  Naturalistes  de  Moscou.  Ann6e4894, 
No.  2 — 4.  Ann^e  4892,  No.  4.  2.  Moscou  d.  J. 

Bulletin  de  TAcadömie  Imperiale  des  sciences  de  St. -Pätersbourg 
T.  34,  (Nouv.  Sörie.    T.  2),  No.  3.  4.  St.-P6ter$bourg  4892. 

Mömoires  de  l'Acadömie  Ihip^riale  des  sciences  de  St.- P6tersbourg. 
Vn.  Sörie.  T.  38,  No.  4— 9.  4  4— 43.  T.  39,  P.  4.  St. - Pötersbourg 
4894.  92. 

Repertorium  f.  Meteorologie,  hsg.  v.  d.  Kais.  Akad.  d.  Wiss.,  red.  v.  H.  Wild. 
Bd.  4  4.    St.  Petersbourg  4894. 

Annalen  d.  physikalischen  Centralobservatoriums ,  herausg.  von  H.  Wild. 
Jahrg.  4  890,  Th.  2.  St.- Petersburg  4891. 

Acta  Horti  Petropolitani.   T.  14,  Fase.  2.  T.  4  2,  Fase.  4.   Petropoli  1892. 
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Archives  des  sciences  biologtques  publ.  par  rinstitut  Impör.  de  m^decine 
expörimentale  ä  St.  Petersbourg.  T.  4,  No.  4 — 3.  St.  Petersbourg 
4892. 

Trudy  S.-Petersburgskago  Obsceslva  esteslvoispytatelej.  T.  33.  Otd^lenie 
botan.   St.  Peterburg  4  892. 

Obozrinie  prepodavanija  nauk  v  Imp.  S.- Peterburgsk.  Univcrsitele  na 
osennee  i  vesennee  polugodie  4892/93.   St.  Peterburg  4892. 

Olcet  o  sostojanij  Imp.  S.-Peterburgsk.  Universiteta  za  4894  god.  S.-Pe- 
terburg  4894. 

Protokoly  zasidanij  soveta  Imp.  S.-Peterburgsk.  Universiteta.  No.  44. 
St.  Peterburg  4894. 

Zapiski  istoriko-filologtceskago  Fakulteta  Imp.  S.-Peterburgsk.  Universi- 
teta. aast  27 — 30.    St.  Peterburg  4894.  92. 

Perecen'  izdanij  i  prodolzenij  Svoda  zakonov.   St.  Peterburg  4892. 

Polozenie  o  gubernskich  i  u^zdnych  zemskich  ucrezdenijach.  T.  2,  cast  1. 
Izdanie  4894  goda.  St.  Peterburg. 

Prodolienie  Svoda  zakonov  Rossijskoj  Imperii.  Po  4  Jjulja  4  894  goda. 
St.  Peterburg. 

Correspondenzblatt  des  Naturforscher- Vereins  zuRiga.  Jahrg.  35.  Riga  4892. 

Beobachtungen  der  Temperatur  des  Erdbodens  im  Tifliser  Physikalischen 
Observatorium  i.  J.  4  884.  85.    Hrsg.  v.  /.  Mielberg,  Tiflis  4886.  94. 

Magnetische  Beobachtungen  des  Tifliser  Physikalischen  Observatoriums  i. 
J.  4  890.  Hsg.  V.  /.  Mielberg.    Tiflis  4894. 

Meteorologische  Beobachtungen  des  Tifliser  Physikalischen  Observatoriums 
i.  J.  4890.  Hsg.  V.  /.  Mielberg,  Tiflis  4894. 

Schweden  und  Norwegen. 

Bergens  Museums  Aarsberetning  for  4883.  84.  89.  90.   Bergen  d.  J. 

Jensen,  Olaf  S.^  Turbellaria  ad  litora  Norvegiae  occidentalia.  Bergen  4  878. 

Koren,  Joh.  og  Damelssen,  D.  C,  Nye  Alcyonider,  Gorgonider  og  Penna- 
tulider  tilherende  Norges  Fauna.  Bergen  4883. 

Sansen,  Fridtjof,  Bidrag  til  Myzoslomernes  anatomi  og  histologi.  Bergen 
4885. 

San,  M,y  Koren,  J.  og  Danielssen^  Fauna  littoralis  Norvegiae.     Hft.  2.  3. 

Bergen  4  856.  77. 
Lorange,  A.,  Sämlingen  afNorskeOldsageri  Bergens  Museum.  Bergen  4876. 

Den  yngre  jernalders  svaerd,  udgivet  ved  Ch,  Delgobe,  Bergen  4889. 

Jahrbuch  des  Norwegischen    meteorologischen  Instituts    für    4889.  90. 

Christiania  4894.  92. 
Nyt  Magazin  for  Naturvidenskaberne.    Bd.  32  (III.  R.,   Bd.  6),   H.  3.  4. 

Christiania  4894.  92. 

* 

Den  Norske  Nordhavs-Expedition  4  876— 4  878.  XXI. Zoologt.  Dan%elssen,D.C., 

Crinoida.  Echinida.   Christiania  4892. 
Norske  Rigsregistranter  tildeeis  i  uddrag.      Bd.  9,    H.  2.    Bd.   40  — 42 

(4649—4660).   Christiania  4887— 94. 
Johannessen ,  Axel,  Die  epidemische  Verbreitung  des  Scharlachfiebers  in 

Norwegen.   Gekr.  Preisschrift.   Kristiania  4  884. 
Vold,  J.  Mourly,  Spinozas  erkjendelsestheorie  i  dens  indre  sammenhaeng 

og  i  dens  forhold  til  Spinozas  metafisik.    Kristiania  4  888. 
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ActaUniversitatisLundensis.  Lunds üniversitetsÄrs-Skrifi.  T. 87 (4890/94), 
I.  II.  Lund  4890.  94. 

Kongl.  Yitterhets  Historie  och  Antiquitets  Akademiens  M&nadsblad.  Arg.  i  9 
(4890).    Stockholm  4894.  92. 

Antl(iuarisk  Tidskrift  för  Sverige,  utg.  af  Kongl.  Yitterhets  Hist.  och  Anti- 
quitets Akademien  genom  B.  E.Hildehrand.  Delen  8,  H.  3. 4.  Delen  9, 
H.  3.  Delen  4  0,  H.  6.  Delen  44,  H.  4.  Stockholm  4894. 

Bntomologisk  Tidskrift  utg.  af  Entomolog.  FOreningen  i  Stockholm.  Arg. 
43  (4894),  48  (489S).  Stockholm  d.  J. 

Troms0  Museums  Aarshefler.  4  4.  Tromse  4894. 

Bulletin  mensuel  de  TObservatoire  möt^orologique  de  TUniversit^  d'Upsal. 
Vol.  Sd  (4894).  Upsal  4894.  93. 

Schweiz. 

Neue  Denkschriften  der  Allgem.  Schweizer.  jGesellsch.  f.  d«  gesammten 
Naturwissenschaften.  Bd.  38,  Abth.  8.  Basel  4  894. 

Verhandlungen  der  Schweizerischen  Naturforschenden  Gesellschaft  in 
Freiburg  4 9. — 24.  Aug.  4894.  74.  Jahresversammlung.  Jahresbericht 
1890/94.  Freiburg  4  892. 

Compte-rendu  des  travaux  präsentes  ä  la  74.  session  de  la  Soci6t6  HeW. 
des  Sciences  naturelles  röunie  ä  Fribourg  les  4  9  —  84  aoüt  4894. 
Gen6ve  4  894 . 

Beiträge  zur  vaterländischen  Geschichte.  Hsg.  v.  d.  Historischen  u.  Antiqua- 
rischen Gesellschaft  in  Basel.  N.  F.  Bd.  4  (d.  ganzen  Reihe  Bd.  44), 
H.  4.   Basel  4898. 

4  6.  Jahresbericht  der  Historischen  u.  Antiquarischen  Gesellschaft  zu  Basel 
über  d.  Vereinsjahr  4  890/94.    Basel  4  891. 

Verhandlungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Basel.  Bd.  9,  H.  8. 
Basel  4  894 . 

Mittheilungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  a.  d.  J.  4894 
(No.  4865—4878).    Bern  4  892. 

Jahresbericht  der  Naturforschenden  Gesellschaft  Graubündens.  N.  F.  Jahrg. 
35  (Vereinsjahr  4  890/94).  C hur  4  898. 

Index  lectionum  quae  in  univers.  Friburgensi  per  menses  aest.  anni  4  898 
habebuntur.  Friburgi  Helvet.  4892. 

M^moires  de  la  Soci6t6  de  physique  et  d'histoire  naturelle  de  Genäve. 
Volume  suppl6mentaire.  Centenaire  de  la  fondation  de  la  Sociöt^. 
Geneve  4894. 

Vierteljahrsschrift  d.  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich.  Jahrg.  36, 
H.  8—4.  Jahrg.  37,  H.  4.  8.  Zürich  4894.  98.  —  Generalregister  der 
Publikationen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich  u.  lieber- 
sieht  ihres  Tauschverkehres.    Zürich  4  898. 

Serbien. 

Srpska  kralj.  Akademija.  Glas.  34—35.  U  Beograd  4892. 

Srpska  kray.  Akademija.  Spomenik  No.X— XUI.  XV.  XVII.  XVIII.  U  Beo- 
grad 4892. 

Türkei. 

Revue  m^dico-pharmaceutique.   Publ.  p.  P.  Ap6ry,  Annäe  4  (4  894),  No.  7 
44.  42.    Annöe  5  (4892),  No.  4.  2.  5 — 7.   Constan tinople  d.  J. 
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Nordamerika.     . 

Transactions  of  the  American  Philological  AssociatioD.  Vol.  22  (4894).   Bo- 
ston  d.  J. 

Jouroal  of  the  American  Oriental  Society.  Vol.  15,  No.  2.  New  Haven  4892. 

Proceedings  of  the  American  Oriental  Society,  at  Washington ,  Apr.  489S. 
New  Haven  4892. 

El  Instructor.  Periödico  cientifico  y  literario.  Aiio  9  (4  892),  No.  2—4. 6. 7. 
Aguascalientes  d.  J. 

Transactions  of  the  Texas  Academy  of  science.  Vol.  4 ,  No.  4 .  A  u  s  t  i  n  4  892. 

Johns  Hopkins  University  Circulars.  Vol. 4 4,  No. 98—4 00.  Vol.  42,  No.404. 
Baltimore  4894.  92. 

American  Journal  of  Mathematics  pure  and  applied.  Publ.  under  the  auspices 
of  the  Johns  Hopkins  University.  Vol.  43,  No.  8.  4.  Vol.  4  4,  No.  4. 
Baltimore  4894. 

Johns  Hopkins  University  Studies  in  historical  and  poliiical  science  Ser.  IX, 
4—4  2.    Ser.  X,  4—8.  Baltimore  4  894.  92. 

American  Academy  of  arls  and  sciences.  [Boston].  Memorial  of  Joseph 
Lovering.  Cambridge,  Mass.  4892, 

Proceedings  of  the  American  Academy  of  arts  and  sciences.  N.  Ser.  Vol. 
47.  (Whole  Ser.  Vol.  25).  Vol.  48  (Whole  Ser.  Vol.  26).  From  May 
4889  to  May  4894.   Selected  from  the  Records.   Boston  4890.  94. 

Proceedings  of  the  Boston  Society  of  natural  history.  Vol.  25,  P.  I.  II. 
Boston  4  894. 

Bulletin  of  the  B u  f  f  a  1  o  Society  of  natural  sciences.  Vol.  5,  No.  8.  Buffalo. 
4  894. 

Bulletin  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  22,  No.  4—4.  Vol.  23,  No.  4—3.  Cambridge, 
Mass.  4  894.  92. 

Memoirs  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  4  4,  No.  2.  Vol.  47,  No.  2.  Cambridge,  Mass.  4892. 

Annual  Report  of  the  Curator  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at 
Harvard  College,  Cambridge,  Mass.,  for  4890/94.  Cambridge,  Mass. 
4  894. 

The  Journal  of  comparative  neurology.  Ed.  by  C.  L.  Herrick.  Vol.  4,  No.  4. 
Vol.  2,  No.  4.    Cincinnati  4894.  92.  No.  2.  8.    Granville  4892. 

Proceedings  and  Transactions  of  the  Nova  Scotian  Institute  of  natural 
science  of  Halifax.  Vol.  7,  P.  4.  Ser.  II.  Vol.  4,  P.  4.  Halifax 
4890.  94. 

Second  Geological  Survey  of  Pennsylvania.  AX.  Southern  Antbracite  Field, 
Atlas  P.  HI.  IV;  AA.  Western  Middle  Antbracite  Field,  Atlas  P.  III; 
Northern  Antbracite  Field,  Atlas  P.  VI.  —  B.  —  AA.  P.  V.  VI. 
Harrisburg  4892. 

Proceedings  of  the  Haverford  College  Observatory  4894.  —   Sun  Spot 

Observations. 
University  of  Nebraska.  Bulletin  of  the  Agricultural  Experiment  Station  of 

Nebraska.  Vol.  5,  Art.  4.  Lincoln,  Nebr.  4  892. 
University  of  Nebraska.   Fifth  annual  Report  of  the  Agricultural  Experiment 

Station  of  Nebraska.   Lincoln,  Nebr.  4894. 
Publications  of  the  Washburn  Observatory  of  the  University  of  Wisconsin. 

Vol.  VIII,  (4888—94).  Madison  4892. 
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TraDsactions  of  the  Meriden  Scientific  Association.  Vol.  4  (1889 — 90). 
Menden  4894. 

Memorias  (y  Revista)  de  la  Sociedad  cientlflca  »Antonio  Alznte«.  T.  4, 
Cuad.44.  T.  5,  cuad.4— 43.    T.  6,  Cuad.4.  2.    Mexico  4  888— 92. 

Faye,  H.,  Teoria  de  los  errores.  Trad.  del  frances  p.  J.de  Mendizdbal  Tam- 
borrel.  Edicion  de  la  Socidad  »Alzate«.   Mexico  4888. 

Observatorio  roeteorologico-magn^tico  central  de  Mexico.  Boletin  mensual. 
T.  3  (4890),  No.  3.  4.  Mexico  4892. 

Bulletin  of  the  Minnesota  Acadiemy  of  natural  sciences.  Vol.  3 ,  No.  2. 
Minneapolis  4894. 

The  geological  and  natural  history  Survey  of  Minnesota.  The  49.  annual 
Report,  f.  the  year  4890.    Minneapolis  4894. 

Proceedings  and  Transactions  of  the  R.  Society  of  Canada  for  the  year  4894 . 
Vol.  9.  Montreal  4892. 

Geological  and  natural  history  Survey  of  Canada.  Anßual  Report.  N.  Ser. 
Vol.  4  (4  888—89).    Montreal  4890. 

Reports  on  the  Observations  of  the  total  eclipse  of  the  sun  Dec.  24/22,4  889, 
and  of  the  total  eclipse  of  the  moon,  July  22, 4888,  publ.  by  theLick 
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No.  4—3.   New  York  4894.  92. 

Astronomy  and  Astrophysics.  Ed.  by  W,  Payne  and  G.  E,  Haie,  No.  4  04 . 
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conte,  J.f  New  species  of  North  American  Coleoptera.  P.  4.  4  868. — 
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Janeiro.  Anno  6  (4894) ,  No.  4  4.  42.  Anno  7  (4892),  No.  4.  Rio 
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Soerakarta  en  Djogdjakarta.  Met  Atlas.  Uitgeg.  door  het  Batav.  Ge- 
nootsch. van  kunsten  en  wetenschappen.  Batavia,  'sGravenhage4894. 
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Boekwerken  ter  tafel  gebracht  in  de  vergaderingen  van  de  directie  der 
Kon.  Natuurkundige  Vereeniging  en  Nederlandsch-Indie  gedurende 
het  jaar  4894. 
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